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Capítulo 1

Teoría de grupos

1.1. Definiciones básicas
Damos ahora las definiciones y propiedades básicas de los grupos. Los detalles (sencillas

manipulaciones algebraicas) quedan a cargo del lector.

Definición. Sea G un conjunto, ˚ : G ˆ G Ñ G una función. Consideremos las siguientes
propiedades de ˚:

1. a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c @a, b, c P G (asociatividad)

2. De P G : a ˚ e “ a “ e ˚ a @a P G (existencia de neutro)

3. @g P G Dg´1 P G : g ˚ g´1 “ e “ g´1 ˚ g (existencia de inverso)

4. @a, b P G a ˚ b “ b ˚ a (conmutatividad)

Si pG , ˚q satisface 1, es un semigrupo.
Si pG , ˚q satisface 1 y 2, es un monoide.
Si pG , ˚q satisface 1, 2 y 3 es un grupo. Si además satisface 4, se dice abeliano o conmu-

tativo.

El orden del grupo pG , ˚q, notado |G |, es el cardinal del conjunto G .1 El grupo es finito si
lo es su orden, en caso contrario es infinito.

Si |G | “ n y G “ ta1, . . . , anu, su tabla de multiplicación es la matriz nˆn con coeficientes
en G que en la entrada pi , jq consiste del producto ai aj .

Notación. Cuando un grupo es abeliano, a menudo adoptaremos la notación aditiva, escri-
biendo a ` b en vez de ab, 0 en vez de e, y ´a en vez de a´1.

Observación 1.1.1. Escribiremos ab en vez de a ˚ b, y diremos que “G es un grupo”
sobreentendiendo la operación y el neutro (análogamente con semigrupo y monoide).

La asociatividad nos permite escribir abc . Por inducción, se prueba que todas las maneras
de asociar n factores dan el mismo resultado, permitiéndonos escribir en general a1 . . . an

(ver [J] pp. 39-40 para más detalles).
1También usaremos esta notación para notar el cardinal de un conjunto cualquiera.
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El neutro, si existe, es único.

Para poder escribir g´1 hay primero que verificar que el inverso, si existe, es único.

Si a es invertible, pa´1q´1 “ a.

Si a y b son invertibles, cumplen pabq´1 “ b´1a´1.

Si a es invertible entonces ab “ ac ñ b “ c . En particular, si a2 “ a, entonces a “ e.
Análogamente, si a es invertible entonces ba “ ca ñ b “ c .

Definición. Sea G un grupo. Si n P Z`, definimos an :“
n veces

a . . . a, y a´n :“

n veces

a´1 . . . a´1. Si
n “ 0, an :“ e.

El orden de un elemento a P G es |a| :“ ı́nftn P Z` : an “ eu. Si no existe un tal n,
decimos que |a| “ 8.

Notación. En notación aditiva, an se vuelve na, y a´n “ ´na.

Observación 1.1.2. anam “ an`m y panqm “ anm, @n, m P Z.

Si a, b P G conmutan (i.e. ab “ ba), entonces pabqn “ anbn.

Definición. Sea G un grupo. Un subconjunto H Ă G es un subgrupo, y lo notamos H ă G ,
si:

e P H

a, b P H ñ ab P H

a P H ñ a´1 P H

Un subgrupo H ă G es propio si teu Ĺ H Ĺ G .

Observación 1.1.3. Sea G grupo, H Ă G . Son equivalentes:

H ă G ,

H “ H y a, b P H ñ ab´1 P H ,

e P H y H con la operación de G restringida a H es un grupo,

Observación 1.1.4. La intersección de una familia no vacía de subgrupos de un grupo es un
subgrupo. Esto nos permite hacer la siguiente

Definición. Sea G grupo, S Ă G subconjunto. El subgrupo generado por S es la intersección
de los subgrupos de G que contienen a S , i.e.

xSy :“
č

SĂHăG

H

Si G “ xSy, decimos que S es un generador de G . Si existe S Ă G finito tal que G “ xSy,
entonces decimos que G es finitamente generado. En este caso, si S “ ta1, . . . , anu notamos
xa1, . . . , any “ xta1, . . . , anuy.
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Observación 1.1.5. xSy es el menor subgrupo de G que contiene a S .

xSy “ tsn1
1 . . . snk

k : si P S , ni P Z, k P Nu.

Definición. Sean G1, G2 grupos. Una función ϕ : G1 Ñ G2 es un homomorfismo de grupos
(cuando quede claro abreviaremos simplemente por morfismo) si cumple:

ϕpabq “ ϕpaqϕpbq, @a, b P G1

El núcleo de ϕ es ker ϕ :“ ta P G1 : ϕpaq “ eu.
La imagen de ϕ es Im ϕ :“ tb P G2 : D a P G : ϕpaq “ bu.
Notaremos por HompG1, G2q :“ tϕ : G1 Ñ G2 : ϕ es morfismo de gruposu

Observación 1.1.6. Sea ϕ : G1 Ñ G2 morfismo de grupos.

ϕ es inyectiva ðñ ker ϕ “ teu,

ϕ es sobreyectiva ðñ Im ϕ “ G2,

ϕpeq “ e,

ϕpa´1q “ ϕpaq´1, @a P G1; en general ϕpanq “ ϕpaqn, @n P Z,

La imagen de un subgrupo es un subgrupo, i.e. H1 ă G1 ñ ϕpH1q ă G2. En particular,
ϕpG1q “ Im ϕ ă G2.

La preimagen de un subgrupo es un subgrupo, i.e. H2 ă G2 ñ ϕ´1pH2q ă G1. En
particular, ϕ´1pteuq “ ker ϕ ă G1.

Si ϕ es biyectiva, entonces su inversa ϕ´1 : G2 Ñ G1 también es un morfismo de
grupos.

La composición de morfismos es un morfismo.

Es lo mismo dar un subgrupo de G que dar una sucesión exacta2 de grupos e // H // G .

Definición. Sea ϕ : G1 Ñ G2 morfismo.

Si ϕ es inyectiva, decimos que es un monomorfismo.

Si ϕ es sobreyectiva, decimos que es un epimorfismo.

Si ϕ es biyectiva, decimos que es un isomorfismo. Si existe un isomorfismo entre dos
grupos, diremos que son isomorfos.

Si ϕ : G Ñ G , i.e. si G2 “ G1 “: G decimos que ϕ es un endomorfismo de G .

Un endomorfismo de G que es un isomorfismo se dice un automorfismo de G .
2Remitimos al lector olvidado de sucesiones exactas a 1.7 para un breve repaso.
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Observación 1.1.7. Una imagen homomórfica de un grupo G es una impresión más o menos
borrosa de algunas propiedades del grupo G . Si el núcleo es trivial entonces la impresión es
perfecta. En el otro extremo, si el núcleo es todo G entonces lo único que aprendemos de
G a través de su imagen es que tiene un elemento identidad. Por lo tanto estudiar imágenes
homomórficas de un grupo es una manera de estudiar al grupo, máxime si estudiamos varias
a la vez. Por ejemplo, si sabemos que Z2,Z3, . . . (ver ejemplo 5 de 1.1.8) son todos imágenes
homomórficas de G entonces G debe ser infinito.

Pasamos ahora a dar algunos ejemplos.
Ejemplo 1.1.8. 1. El grupo trivial es el grupo que sólo consiste del neutro. Usamos el

artículo definido “el” porque son obviamente todos isomorfos. En general lo notaremos
teu. Cualquier grupo admite un único morfismo hacia el grupo trivial y desde el grupo
trivial: llamaremos a ambos morfismo trivial y también los notaremos e.

2. Si G es un grupo, teu y G son subgrupos. Llamamos al primero el subgrupo trivial.

3. El centro de un grupo G , notado Z pG q, consiste de los elementos de G que conmutan
con todo G :

Z pG q :“ tx P G : xg “ gx @g P Gu

Es un subgrupo conmutativo de G . Un grupo G es abeliano si y sólo si G “ Z pG q.

4. pC,`q es un grupo abeliano, y pR,`q, pQ,`q, pZ,`q son subgrupos.

5. Los subgrupos de Z son de la forma mZ, m P N.

6. pN,`q es un monoide que no es un grupo, y p2N,`q es un semigrupo que no es un
monoide.

7. Notamos Zn :“ Z
nZ a los enteros módulo n: son un grupo abeliano con la suma.

El grupo Zn puede verse como el grupo de rotaciones de un n-ágono regular. Analizaremos
esto en la observación 1.2.3.

8. El grupo abeliano Z2ˆZ2 se llama 4-grupo de Klein, o Vierergruppe, y se suele notar V.
Es importante observar que Z2ˆZ2 no es isomorfo a Z4: el primero tiene tres elementos
de orden 2 mientras que el segundo tiene un elemento de orden 4. Es un ejercicio sencillo
probar que todo grupo de orden 4 es isomorfo a Z4 o a V (sólo hay dos tablas de
multiplcación posibles).
El 4-grupo de Klein se corresponde con el grupo de reflexiones respecto de tres ejes
cartesianos en el espacio.

9. Si R es un anillo (en particular si R “ k es un cuerpo), entonces pR ,`q es un grupo
abeliano, y pR , ¨q es un monoide.

10. Si k es un cuerpo, pkzt0u, ¨q es un grupo abeliano, que se llama grupo multiplicativo de
k y denotaremos k˚. El grupo abeliano pk ,`q se llama grupo aditivo de k .

11. Más en general, si R es un anillo, notamos por R˚ al conjunto de elementos invertibles
de R (unidades del anillo), forman un grupo con el producto.
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12. Si R es un anillo y M un R-módulo (en particular, si R “ k es un cuerpo y M “ V un
k-espacio vectorial) entonces pM ,`q es un grupo abeliano.

13. Si G es un grupo, sea EndpG q :“ tϕ : G Ñ G : ϕ es endomorfismou Ă AutpG q :“
tϕ : G Ñ G : ϕ es automorfismou. Se tiene que, con la composición como operación,
End(G ) es un monoide, y Aut(G ) es un grupo (generalmente no abeliano).

14. Si k es un cuerpo, el conjunto Mnpkq de matrices nˆn es un monoide con la multiplicación.
El submonoide GLnpkq de matrices nˆ n invertibles es un grupo, llamado grupo general
lineal. El determinante, det : GLnpkq Ñ k˚ toma valores en el grupo multiplicativo
del cuerpo, y es un morfismo. Su núcleo SLnpkq es el grupo de matrices n ˆ n con
determinante 1, llamado grupo especial lineal.
Es sabido que Z pGLnpkqq “ tλIn : λ P k˚u, i.e. las matrices escalares no nulas.

15. Sea X un conjunto. Definimos el grupo simétrico de X como el conjunto de biyecciones
de X :

SympX q :“ tf : X Ñ X : f es una biyecciónu

Los elementos de SympX q se llaman permutaciones. Cuando X “ t1, . . . , nu, n ě 2 el
grupo simétrico en n letras Sympt1, . . . , nuq se nota Sn: tiene orden n!. Estudiaremos
en profundidad este grupo en la sección 1.10.

16. Sea n ě 3. El grupo diedral Dn es el grupo de reflexiones y rotaciones de los vértices
de un n-ágono regular. Consiste de n rotaciones y n simetrías, y por lo tanto |Dn| “ 2n
(ver Figura 1.1).
Sea R una rotación de ángulo 2π

n
, y S una simetría. Satisfacen las siguientes relaciones:

Rn
“ e, S2

“ e, RSRS “ e

Las tres relaciones juntas implican SR “ Rn´1S . Por lo tanto

Dn “ te, R , . . . , Rn´1, S , RS , . . . , Rn´1Su

Dijimos que Zn podía verse como el grupo de rotaciones de un n-ágono regular. Ahora
estamos añadiendo una nueva operación, la de reflexión respecto de un eje (orientado)
formado por dos vértices, para cada vértice. Estas reflexiones tienen orden 2. Esto
nos lleva a pensar que Dn está formado de alguna manera de Zn y de Z2. Podremos
especificar de qué manera cuando estudiemos el producto semidirecto: ver ejercicio 26.

17. Sean a “ p 0 i
i 0 q , b “ p 0 1

´1 0 q. El grupo de los cuaterniones Q es el subgrupo de GL2pCq
generado por a y b. Estos elemetos satisfacen las siguientes relaciones:

a4
“ e, a2

“ b2, bab´1 “ a3

La última relación implica ba “ a3b. Por lo tanto

Q “ tid, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3bu

Recordemos que el anillo de los cuaterniones H es R4 con la suma punto a punto y el
producto definido de la siguiente manera: sea t1, i , j , ku una base de R4. Entonces todo
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Figura 1.1: Las dieciséis simetrías de D8

elemento h de H se escribe como h “ a1`bi ` cj `dk . El elemento 1 será la identidad
de H, entonces h “ a ` bi ` cj ` dk . Definimos el producto de dos cuaterniones en la
base y extendemos por asociatividad. La ecuación

i2 “ j2 “ k2
“ i jk “ ´1

determina todos los posibles productos de i , j , k . Queda como ejercicio probar que el
grupo de los cuaterniones es isomorfo a t˘1,˘i ,˘j ,˘ku Ă H con el producto.

1.1.1. Teorema fundamental de los grupos abelianos
Recordemos que dar un grupo abeliano “es lo mismo” que dar un Z-módulo, y podemos

definir por ejemplo un grupo abeliano libre como un Z-módulo libre, i.e. que tiene una base
(no hay que confundir esta noción con la de grupo libre que estudiaremos más tarde).

Como Z es un dominio de ideales principales, se aplica el teorema de estructura para
módulos finitamente generados:

Teorema 1.1. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Existe un único r P N tal que:

existen únicos n1, . . . , nk llamados factores invariantes de G tales que

G » Zr
ˆ Zn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Znk

con n1 ě 2 y n1 � ¨ ¨ ¨ � nk .

existe un único s P N tal que existen únicos primos p1, . . . , ps y naturales e1, . . . , es

tales que
G » Zr

ˆ Zp
e1
1
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zpes

s

Los pei
i , i “ 1, . . . , s son los divisores elementales de G .

Ejercicios

Ej. 1 — Un semigrupo G es un grupo si y sólo si :
i. Existe un e P G tal que ea “ a para todo a P G (neutro por izquierda)

ii. Para todo a P G existe a´1 P G tal que a´1a “ e (inversa por izquierda)
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Ej. 2 — Si todos los elementos de un grupo son involuciones (i.e. a2 “ e para todo a)
entonces el grupo es abeliano.

Ej. 3 — Un grupo no puede ser unión de dos subgrupos propios.

Ej. 4 — Un grupo con sólo un número finito de subgrupos debe ser finito.

Ej. 5 — Si H , K ă G entonces HK :“ thk : h P H , k P Ku es un subgrupo si y sólo si
HK “ K H .

Ej. 6 — ¿Cuándo es x ÞÑ x´1 un automorfismo de G?

Ej. 7 — Los axiomas de grupo son independientes. Esto es, existe un conjunto con una
operación que satisface una propiedad y no las otras dos, para cualquiera de las tres propiedades
de grupo.
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1.2. Grupos cíclicos y orden
Definición. Sea G grupo, a P G . El subgrupo cíclico generado por a es xay :“ tan : n P Zu.
Un grupo G es cíclico si existe a P G tal que G “ xay.

Observación 1.2.1. Un grupo cíclico siempre es abeliano.

Proposición 1.2. La imagen de un grupo cíclico es cíclica.

Un subgrupo de un grupo cíclico es cíclico. Más aún: si H ă xay, entonces H “ xamy

donde m “ ḿıntn P Z` : an P Hu

Demostración. ϕpxayq “ xϕpaqy pues ϕpaqn “ ϕpanq, @n P Z.

H “ xamy: pĄq es obvia. pĂq: si b “ an P H , entonces n “ mq ` r , 0 ď r ă m.
Entonces

an
“ pam

q
qar

ñ ar
“ ana´mq

ñ ar
P H ñ r “ 0

por minimalidad de m, luego n “ mq, por lo tanto b “ amq “ pamqq ñ b P xamy.

La siguiente proposición nos dice que si un grupo cíclico es infinito, es isomorfo a Z, y si
es finito, es isomorfo a Zm para un único m ě 2.

Proposición 1.3. Sea G un grupo cíclico. Si |G | “ 8 entonces G » Z; si |G | “ m ă 8,
entonces G » Zm.

Demostración. Sea a P G tal que G “ xay. Tenemos un epimorfismo ϕ : ZÑ G , k ÞÑ ak . El
núcleo ker ϕ es un subgrupo de Z, luego:

ker ϕ “ t0u ñ G » Z;
ker ϕ “ t0u ñ ker ϕ “ mZñ G » Z

mZ “ Zm.3

Proposición 1.4. Sea G grupo, a P G . Si |a| “ m ă 8, entonces:

ak “ e ðñ m � k ,

ak “ al ðñ k ” l (mód m),

xay “ te, a, . . . , am´1u, en particular |xay| “ m,

k � m ñ |ak | “ m
k
.

Demostración. La prueba es sencilla y se deja como ejercicio para el lector.

Corolario 1.5. Sea ϕ : G1 Ñ G2 morfismo de grupos y a P G1 tal que |a| ă 8. Entonces
|ϕpaq| ă 8, y |ϕpaq| � |a|.

Demostración. Si |a| “ n ă 8, entonces

e “ ϕpeq “ ϕpan
q “ ϕpaqn

y por lo tanto |ϕpaq| ă 8 y |ϕpaq| � n.
3Hemos usado el primer teorema de isomorfismo para grupos abelianos, que ya lo conocemos del curso de

Álgebra I. Lo volveremos a ver en breve para grupos no abelianos.
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Proposición 1.6. Si |xay| “ 8 entonces a y a´1 son los únicos generadores de xay.

Si |xay| “ m, entonces ak genera xay ðñ mcdpm, kq “ 1.

Demostración. xay » Z a través del isomorfismo ak ÞÑ k . Como 1 y ´1 son los
únicos generadores de Z y se corresponden con a y a´1, entonces éstos son los únicos
generadores de xay.

|xay| “ m ñ xay » Zm. Ahora,

mcdpm, kq “ 1 ðñ D r , s P Z : 1 “ mr ` ks ðñ 1 ” skpmód mq

ðñ Zm “ x1y ă xky ă Zm ðñ Zm “ xky

ðñ xay “ xak
y

Definición. La función ϕ de Euler se define como ϕ : NÑ N,

ϕpmq “ |t0 ď k ă m : mcdpm, kq “ 1u|

Observación 1.2.2. Por la proposición anterior, hay ϕpnq generadores de Zn.

Definición. Consideremos el grupo circular T :“ tz P C : |z | “ 1u ă pC˚, ¨q.
Dado n P N,

µnpCq :“ tz P C : zn
“ 1u ă T ă C˚

es el grupo de raíces n-ésimas de la unidad.
Los generadores de µnpCq, i.e. los e

2kπi
n con mcdpn, kq “ 1 son las raíces primitivas n-ésimas

de la unidad.

Observación 1.2.3.

µnpCq “ xe
2πi

n y. Geométricamente, µnpCq consiste de los vértices de un n-ágono regular
inscrito en el círculo unidad.

µnpCq » Zn, a través de e
2kπi

n ÞÑ k .4 En particular hay ϕpnq raíces n-ésimas primitivas
de la unidad.
Esto nos permite ver Zn como el grupo de rotaciones de un n-ágono regular.

Una raíz n-ésima de la unidad es primitiva si y sólo si no es una raíz m-ésima de la
unidad para ningún 0 ă m ă n.

Podemos considerar más en general el grupo µnpkq de raíces n-ésimas de la unidad de
un cuerpo k cualquiera; son un subgrupo de k˚.

Ejemplo 1.2.4. El centro de SLnpkq son las matrices escalares con determinante 1, por
lo tanto, son las matrices escalares con una raíz n-ésima de la unidad en la diagonal:
Z pSLnpkqq “ µnpkqIn.

El siguiente teorema nos será de utilidad más adelante.
4Atención: µnpCq ă pC˚, ¨q es multiplicativo mientras que Zn “ pZn,`q es aditivo.
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Teorema 1.7. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es cíclico. En
particular, el grupo multiplicativo de un cuerpo finito es cíclico.

Demostración. Sea F un cuerpo y G un subgrupo finito de F ˚. En particular G es abeliano
finito, por lo tanto por el teorema fundamental de los grupos abelianos, G » Zm1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Zmk

,
donde 1 ă m1 � ¨ ¨ ¨ � mk . Entonces todos los elementos de G son raíces del polinomio
X mk ´ 1 P F rX s que tiene grado mk , por lo tanto tiene a lo sumo mk raíces ñ |G | ď mk .

Por otro lado |G | “ m1 . . .mk : si fuera k ą 1 tendríamos |G | ą mk , absurdo. Por lo tanto
k “ 1 y G » Zm1 .

Observación 1.2.5. pZpq
˚ es cíclico de orden p ´ 1. Es cíclico por el teorema anterior, y es de

orden p ´ 1 porque al ser Zp un cuerpo, todos sus elementos menos 0 son invertibles.

Ejercicios

Ej. 8 — Si a, b P G entonces |a| “ |a´1|, |ab| “ |ba|, |a| “ |bab´1|.

Ej. 9 — El producto de elementos de orden finito puede tener orden infinito: considerar
Z2 ˆ Z.

Ej. 10 — Un grupo cíclico finito tiene un único subgrupo de orden n para cada n que divide
al orden del grupo.

Ej. 11 — Sea G un grupo cíclico, a, b P G generadores. Existe un automorfismo ϕ de G tal
que ϕpaq “ b. Recíprocamente, todo automorfismo de G lleva un generador en otro generador.
Deducir que Aut(Zq » Z2.

Ej. 12 — El producto de elementos de orden finito puede tener orden infinito: considerar
A “ p ´1 1

0 1 q y B “ p ´1 0
0 1 q en GL2pQq.

Ej. 13 — El producto de elementos de orden 2 puede tener cualquier orden m (Sugerencia:
considerar las matrices del ejercicio anterior en GL2pZmq).

Ej. 14 — En un grupo finito no trivial G , si todos los elementos (salvo el neutro) tienen el
mismo orden entonces |G | es primo.

Ej. 15 — En un grupo abeliano el producto de elementos de orden finito tiene orden finito.

Ej. 16 — En pZpq
˚ el producto de dos elementos que no son cuadrados es un cuadrado.

Ej. 17 — Si dos elementos conmutan y tienen orden coprimo, entonces el producto de los
elementos tiene orden el producto de los órdenes. Recíprocamente, si g P G tiene orden n
y n “ n1n2 con mcdpn1, n2q “ 1 entonces existe una única descomposición g “ g1g2 con
|g1| “ n1, |g2| “ n2, y tal que g1 y g2 conmutan.

Ej. 18 — Si a, b conmutan entonces G tiene un elemento de orden mcmp|a|, |b|q. (Suge-
rencia: probarlo primero para el caso mcdp|a|, |b|q “ 1, en cuyo caso el elemento buscado es
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el producto ab.) En particular, si G es un grupo abeliano finito entonces el orden de todo
elemento divide al elemento de orden maximal en G .

Ej. 19 — Si G es un grupo abeliano finito con a lo sumo un subgrupo de cada orden,
entonces es cíclico. (El resultado vale para cualquier grupo finito, pero la prueba es más
complicada).

Ej. 20 — Un grupo infinito es cíclico si y sólo si es isomorfo a todo subgrupo propio.
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1.3. Coclases y normalidad
Definición. Sea G grupo, H ă G . Definimos las relaciones binarias en G de congruencia a
derecha módulo H y congruencia a izquierda módulo H , notadas respectivamente ”r y ”l ,
tales que para todo a, b P G :

a ”r b (mód Hq si ab´1 P H a ”l b (mód Hq si a´1b P H

Observación 1.3.1. Una manera sencilla de acordarse cuál es la derecha y cuál es la izquierda
es recordando que es la indicación del lado de la congruencia del que queda la identidad, i.e.
a ”r b ðñ ab´1 ” e, a ”l b ðñ e ” a´1b.

Proposición 1.8. Sea G grupo, H ă G , a P G .

Las relaciones ”r (mód H) y ”l (mód H) son de equivalencia.

La clase de equivalencia de a bajo ”r (mód H) es Ha :“ tha : h P Hu y se llama coclase
derecha de a.
La clase de equivalencia de a bajo ”l (mód H) es aH :“ tah : h P Hu y se llama coclase
izquierda de a.

|Ha| “ |H | “ |aH |.

Demostración. Lo demostramos para ”r , para ”l es análogo.

Reflexiva: a ”r a pues aa´1 “ e P H .
Simétrica: a ”r b ñ ab´1 P H ñ pab´1q´1 “ ba´1 P H ñ b ”r a.
Transitiva: a ”r b, b ”r c ñ ab´1, bc´1 P H ñ ab´1bc´1 “ ac´1 P H ñ a ”r c .

La clase de equivalencia de a es

tx P G : x ”r au “ tx P G : xa´1 P Hu “ tx P G : xa´1 “ h para cierto h P Hu

“ tx P G : x “ ha para cierto h P Hu “ Ha

El mapa Ha Ñ H , ha ÞÑ h es una biyección.

Observación 1.3.2. Las coclases de H en G no son generalmente subgrupos de G . La coclase
de la identidad, H , siempre es un subgrupo de G . Las otras coclases pueden pensarse como
trasladados del subgrupo.

Notación. Si el grupo es abeliano, la coclase izquierda de a se suele notar a`H , y la coclase
derecha H ` a.

Ejemplo 1.3.3. En Z, si consideramos el subgrupo 3Z, tenemos tres coclases izquierdas:
3Z, 1` 3Z, 2` 3Z.

Un ejemplo más geométrico: consideramos G “ R2, y H “ Re1 el eje x . La coclase
izquierda módulo H de un punto p P R2 es

p ` Re1 “ tp ` αe1 : α P Ru

Las coclases son pues las rectas paralelas al eje x . Observar que las únicas que son
subgrupos son las que corresponden a puntos p de la forma p “ px , 0q.
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La solución general de una ecuación lineal Ax “ b no homogénea es de la forma: una
solución particular más la solución general de la ecuación homogénea Ax “ 0. Las
soluciones de la ecuación Ax “ b se pueden ver como coclases, de esta manera:
Sea V “ tx P Rn : Ax “ 0u, es un grupo con la suma. Si b “ 0, si la ecuación Ax “ b
tiene una solución x0, entonces el conjunto de soluciones de Ax “ b es la coclase x0`V .
En efecto,

Ax “ b ðñ Ax “ Ax0 ðñ Apx ´ x0q “ 0 ðñ x ´ x0 P V ðñ x P x0 ` V

Corolario 1.9. Ha “ Hb ðñ ab´1 P H , aH “ bH ðñ a´1b P H .

Dos coclases del mismo lado son disjuntas o iguales.

|tcoclases izquierdas de H en Gu| “ |tcoclases derechas de H en Gu|, mediante la bi-
yección Ha ÞÑ a´1H .

Definición. Sea G grupo, H ă G . El índice de H en G es el número de coclases izquierdas
diferentes de H en G . Lo notamos |G : H |.

Observación 1.3.4. Por el corolario anterior, |G : H | también es igual al número de
coclases derechas diferentes de H en G .

|G : teu| “ |G |.

|G : H | “ 1 ðñ H “ G .

Teorema 1.10 (Transitividad de índices). Sea G grupo. Si K ă H ă G , entonces

|G : K | “ |G : H ||H : K |

Demostración. Escribamos5 G “
Ů

iPI

Hai , H “
Ů

jPJ

K bj . Se tiene entonces:

G “
ğ

iPI

˜

ğ

jPJ

K bj

¸

ai “
ď

pi ,jqPIˆJ

K bj ai

Basta probar que esta última unión es disjunta, pues entonces

|G : K | “ |I ˆ J | “ |I ||J | “ |G : H ||H : K |

Probemos que la unión es disjunta:

K bj ai “ K br at ñ bj ai “ kbr at ñ H

PH

bj ai “ H

PH

kbr at ñ Hai “ Hat ñ i “ t

ñ bj “ kbr ñ K bj “ K

PK

k br ñ K bj “ K br ñ j “ r

Corolario 1.11. (Teorema de Lagrange). Sea G grupo.
5Usaremos el símbolo \ para notar una unión que es disjunta.
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Si H ă G , entonces |G | “ |G : H ||H |. En particular, si G es finito, |G : H | “ |G |
|H| .

Si G es finito entonces |a| � |G |, para todo a P G . Equivalentemente, a|G | “ e para
todo a P G .

Demostración. teu ă H ă G ñ |G : teu| “ |G : H ||H : teu|ñ |G | “ |G : H ||H |.

teu ă xay ă G ñ |G | “ |G : xay||xay| ñ |a| � |G |. Esto es equivalente con a|G | “ e
para todo a P G por la proposición 1.4.

Observación 1.3.5. La primera parte del teorema de Lagrange, i.e. el orden del grupo es
el producto del índice y el orden de un subgrupo, se puede probar directamente con un
sencillo argumento de conteo: el índice |G : H | es la cantidad de coclases de H en G ,
que forman una partición de G y son todas de orden |H |, de donde |G | “ |G : H ||H |.
Además, nos dice que |H | � |G |, y |G : H | � |G |, resultado que usaremos a menudo.

Si H ă G , entonces |H | � |G |, pero el recíproco es falso. Esto es, si n � |G |, no
necesariamente existe un subgrupo de G de orden n (los grupos que cumplen esto se
dicen Lagrangianos). Daremos un ejemplo más adelante, en 1.67 (o en 1.71).

El teorema de Lagrange nos dice que el orden y el índice de un subgrupo son “recíprocos”
en |G |: a mayor orden, menor índice, y viceversa.

Corolario 1.12. Si G tiene orden p entonces es cíclico y cualquier elemento no trivial es un
generador de orden p.

Demostración. Por Lagrange todo elemento no trivial g tiene orden p. Entonces |xgy| “ p,
luego xgy “ G .

Observación 1.3.6. No es cierto que si todo elemento no trivial tiene orden p entonces el
grupo es cíclico, tomar por ejemplo Zp ˆ Zp (no tiene elementos de orden p2).

Corolario 1.13. Dos subgrupos de orden primo p diferentes se intersectan trivialmente.

Demostración. Sean H , K ă G , H “ K , |H | “ |K | “ p. Si x P H X K , entonces |x | � p. Si
|x | fuera p, entonces H “ K pues x P H , x P K , y cualquier elemento de orden p en un grupo
de orden p genera el grupo. Por lo tanto |x | “ 1 y x “ e.

Corolario 1.14 (Teorema de Fermat). Si p es primo y a ı 0 (mód p), entonces ap´1 ” 1
(mód p).

Demostración. Tomemos G “ pZpq
˚. Si a P G entonces como |G | “ p ´ 1, por Lagrange se

tiene ap´1 “ 1 en pZpq
˚, i.e. ap´1 ” 1 (mód p).

Corolario 1.15 (Teorema de Euler). Si a es coprimo con m entonces aϕpmq ” 1 (mód m).

Demostración. Tomemos G “ pZmq
˚. Si a es coprimo con m entonces a P G . Como |G | “

ϕpmq, por Lagrange se tiene aϕpmq “ 1 en pZmq
˚, i.e. aϕpmq ” 1 (mód m).

18



Corolario 1.16. Sean H , K subgrupos finitos de un grupo dado. Si mcdp|H |, |K |q “ 1,
entonces H X K “ teu y HompH , K q “ teu. En particular, si mcdpm, nq “ 1 entonces
HompZm,Znq “ t0u.

Demostración. Si x P H X K , entonces por Lagrange |x | � |H | y |x | � |K | que son coprimos,
luego |x | “ 1 y x “ e.

Sea ϕ : H Ñ K , a P H . Entonces |ϕpaq| � |K | por el teorema de Lagrange. Además, por
el corolario 1.5, |ϕpaq| � |a| � |H | de nuevo por Lagrange, luego |ϕpaq| � |H | y |ϕpaq| � |K |:
como mcdp|H |, |K |q “ 1 entonces |ϕpaq| “ 1 para todo a P H , luego ϕ es el morfismo
trivial.

Proposición 1.17. Sea G grupo, N ă G . Son equivalentes:

i. ”l (mód N) y ”r (mód N) definen la misma relación de equivalencia en G , llamada
congruencia módulo N ,

ii. Toda coclase izquierda de N en G es una coclase derecha de N en G ,

iii. aN “ Na @a P G ,

iv. aNa´1 Ă N @a P G ,

v. aNa´1 “ N @a P G .

Demostración. Se deja como sencillo ejercicio para el lector.

Definición. Sea G grupo, N ă G . Decimos que N es normal en G , y lo notamos N Ÿ G , si
satisface la proposición anterior. Un grupo es simple si no tiene subgrupos normales propios.

El siguiente resultado nos dice que si tenemos un subgrupo propio “lo más grande posible”
(de índice 2) entonces debe ser normal. Generalizaremos este resultado en la proposición 1.55.

Proposición 1.18. Todo subgrupo de índice 2 es normal.

Demostración. Sea N ă G , |G : N | “ 2. Sea g P GzN . Entonces G “ N \ gN , y gN es el
complemento de N en G . También es G “ N \Ng , luego Ng también es el complemento de
N en G , por lo tanto Ng “ gN para todo g P GzN y trivialmente para todo g P N , por lo
tanto N es normal en G .

Observación 1.3.7. Sean N ă H ă G . Si N Ÿ G entonces N Ÿ H , pero puede pasar
N Ÿ H Ÿ G sin que N Ÿ G . Consideremos G “ D4, con R y S como en el ejemplo 16
de 1.1.8. Sea

H “ xRS , SRy “ te, RS , R2, SRu » V

H Ÿ G pues |G : H | “ 2. Sea ahora K “ xRSy “ t1, RSu. Ahora, K Ÿ H , pues
|H : K | “ 2. Tenemos K Ÿ H Ÿ G , pero K Ž G . En efecto, como S2 “ e entonces
S “ S´1, luego

S´1 ˝ RS ˝ S “ S ˝ RS ˝ S´1 “ SR R K

La definición de grupo simple sugiere que no todo subgrupo es normal, y esto lo vimos
efectivamente en el ítem anterior. En general, hay muchos subgrupos (cualquier elemento
de un grupo genera un subgrupo), pero no así subgrupos normales.
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Si G es abeliano, todo subgrupo es normal (trivialmente es aN “ Na para todo a P G ).
En particular, los únicos grupos abelianos simples son el trivial y los grupos cíclicos de
orden primo.

En un grupo abeliano todo subgrupo es normal, pero el recíproco no vale. Existen
grupos, llamados Hamiltonianos, que no son abelianos pero todo subgrupo es normal.
Un ejemplo es el del grupo de los cuaterniones (ver ejemplo 17 de 1.1.8). Está generado
por dos elementos de orden 4: a y b. Luego |Q : xay| “ |Q : xby| “ 2 y por lo tanto xay
y xby son normales en Q. Tenemos sólo otro subgrupo no trivial, que es xa2y “ tid, a2u,
y es fácil verificar a mano que es normal en Q.

Proposición 1.19. Sea G grupo, N Ÿ G , y G{N “ taN : a P Gu el conjunto cociente de
la relación de congruencia módulo N . Entonces la operación aN ¨ bN :“ pabqN dota a G{N
de una estructura de grupo, que llamamos grupo cociente, tal que la aplicación canónica
π : G Ñ G{N es un epimorfismo de grupos.

Demostración. Lo único que no es trivial de verificar es que la operación está bien definida.
Supongamos que aN “ a1N y bN “ b1N , veamos que pabqN “ pa1b1qN .

pabqN “tabn : n P Nu
bN“b1N
“ tab1n : n P Nu

NŸG
“ tan1b1 : n1 P Nu

aN“a1N
“ ta1n1b1 : n1 P Nu

NŸG
“ ta1b1n2 : n2 P Nu “ pa1b1qN

Observación 1.3.8. Hay tantos elementos del grupo cociente como hay coclases, por lo tanto
|G{N | “ |G : N |.

Corolario 1.20. Si ϕ : G1 Ñ G2 es morfismo de grupos, entonces ker ϕŸG1. Recíprocamente,
todo subgrupo normal es el núcleo de un homomorfismo.

Demostración. Ya sabemos que ker ϕ ă G1. Es normal: sea a P ker ϕ, g P G1:

ϕpgag´1q “ ϕpgqϕpaqϕpg´1q “ ϕpgqϕpgq´1 “ e ñ gag´1 P ker ϕ

Recíprocamente, si N Ÿ G , entonces N “ ker π, siendo π : G Ñ G{N la aplicación canónica.

Ejemplo 1.3.9. SLnpkq Ÿ GLnpkq, pues SLnpkq “ ker det, donde det: GLnpkq Ñ k˚ es el
determinante. El primer teorema de isomorfismo (ver teorema 1.23) nos da un isomorfismo
GLnpkq{SLnpkq » k˚.

Definimos el grupo general lineal proyectivo como PGLnpkq :“ GLnpkq{ZpGLnpkqq, y el
grupo especial lineal proyectivo como PSLnpkq :“ SLnpkq{ZpSLnpkqq.
Observación 1.3.10. “Es lo mismo” dar:

1. Un subgrupo normal de G ,

2. Un grupo cociente de G ,

3. Una sucesión exacta corta de grupos con G en medio,

4. Un epimorfismo desde G .

20



En efecto, si tenemos N Ÿ G , o G{N grupo, tenemos una sucesión exacta

e // N i // G π // G{N // e

y si la sucesión
e // N i // G

p
// Q // e

es exacta entonces N » ipNq “ ker p Ÿ G , y Q » G{ker p » G{N .

Por otro lado, si tenemos un epimorfismo G
p
// Q // e entonces lo podemos com-

pletar a una sucesión exacta corta de grupos

e // ker p // G
p
// Q // e

Observar que todo esto no es lo mismo que dar un monomorfismo desde G , pues si bien los
núcleos son siempre normales, las imágenes no. Es decir, así como completamos la sucesión
anterior con un núcleo, podríamos pensar en completar la sucesión exacta e // H i // G

con el conúcleo, i.e. en formar la sucesión exacta corta e // H i // G
p̃
// G{Im p // e ,

pero G{Im p no tiene por qué ser un grupo.

Proposición 1.21. Sea G grupo, H , N ă G . Si N ŸG entonces HN :“ thn P G : h P H , n P
Nu ă G . Si también H Ÿ G , entonces HN Ÿ G .

Demostración. Obviamente e P HN . Además:

phnqph1n1q “hpnh1qn1
Nh1“h1N
“ hh1n2n1P HN

phnq´1 “ n´1h´1
Nh´1“h´1N

“ h´1n1 P HN

Por lo tanto HN ă G . Si además H Ÿ G , entonces

gHNg´1 “ gH

“e

g´1 g Ng´1 “ HN

de donde HN Ÿ G .

Cerramos la sección con una discusión sobre cocientes en general. Los detalles quedan a
cargo del lector.

Definición. Una relación de equivalencia ∼ en un grupo G es una congruencia si es compatible
con el producto, i.e. si

a „ b, a1 „ b1 ñ aa1 „ bb1

De esta manera, el producto de dos clases de congruencia es de nuevo una clase de con-
gruencia. El conjunto cociente G{∼ es un grupo bajo multiplicación de clases. Observemos
que las congruencias en un grupo G están en biyección con los subgrupos normales de G .
En efecto, si N Ÿ G entonces a „ b ðñ a´1b P N es una congruencia cuyas clases
de congruencia son las coclases de N en G . Recíprocamente, si ∼ es una congruencia en
G , entonces el conjunto N de elementos congruentes a la identidad es un subgrupo normal
de G ; sus coclases son las clases de congruencia. De esta manera si ∼ y N se corresponden
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por la biyección, generan mismos grupos cociente, i.e. el grupo G{∼ y el grupo G{N son iguales.

Lo interesante de esta discusión es que el concepto de congruencia es fácilmente generali-
zable a otras estructuras algebraicas (una relación de equivalencia compatible con la (o las)
operación (u operaciones)), mientras que la de subgrupo normal no tan fácilmente. Por lo tanto
si queremos averiguar por qué tipo de subconjuntos podemos cocientar, tenemos que poder
describir al conjunto de elementos congruentes a la identidad, dada cualquier congruencia en
el objeto. Queda como ejercicio para el lector el descubrir de esta manera que los subconjuntos
por los que podemos cocientar un anillo son los ideales bilaterales.

1.3.1. Teoremas de isomorfismo
Enunciamos ahora los clásicos teoremas de isomorfismo sin demostración pues se trata

de los mismos argumentos que ya usamos para espacios vectoriales, módulos, anillos, grupos
abelianos...

Proposición 1.22 (Propiedad universal del cociente). Sea ϕ : G Ñ H morfismo de grupos,
N Ÿ G tal que N Ă ker ϕ. Entonces ϕ pasa al cociente de manera única, esto es, existe un
único morfismo ϕ̃ : G{N Ñ H tal que el siguiente diagrama conmuta:

G

π
��

ϕ // H

G{N
ϕ̃

==

Corolario 1.23 (Primer teorema de isomorfismo). Sea ϕ : G Ñ H morfismo de grupos.
Entonces ϕ induce un isomorfismo

G{ker ϕ » Im ϕ

Corolario 1.24. Seaϕ : G1 Ñ G2 morfismo de grupos, N1ŸG1, N2ŸG2 tales queϕpN1q ă N2.
Entonces existe un único morfismo ϕ̃ tal que el siguiente diagrama conmnuta:

G1

π1
��

ϕ // G2

π2
��

G1{N1 ϕ̃
// G2{N2

Corolario 1.25 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea G grupo, N Ÿ G , H ă G . Entonces
N Ÿ HN , H X N Ÿ H y

HN

N
»

H

H X N

Corolario 1.26 (Tercer teorema de isomorfismo). Sea G grupo, M ă N ă G tales que NŸG ,
M Ÿ G . Entonces N{M Ÿ G{M y

G{M

N{M
»

G

N
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Teorema 1.27 (de correspondencia). Si NŸG , entonces hay una biyección entre los subgrupos
de G que contienen a N y los subgrupos del cociente G{N :

tsubgrupos de G que contienen a Nu oo
H ÞÑH{N

HÐ [H{N
// tsubgrupos de G{Nu

Todo subgrupo de G{N es de la forma H{N donde N ă H ă G . Además

H{N Ÿ G{N ðñ H Ÿ G

y si H , K son subgrupos de G que contienen a N , entonces H{N Ă K{N si y sólo si H Ă K ,
y en este caso

|K{N : H{N | “ |K : H |

Ejercicios

Ej. 21 — Q y D4 no son isomorfos. (Sugerencia: D4 tiene 5 elementos de orden 2, mientras
que Q tiene sólo uno.)

Ej. 22 — Sean H , K ă G .
1. Existe ϕ : H{H X K Ñ G{K inyectiva, y por lo tanto |H : H X K | ď |G : K |.
2. Si |G : K | ă 8 entonces |H : H X K | “ |G : K | ô G “ HK .

Ej. 23 — Sean H , K ă G de índice finito.
1. |G : H X K | ă 8 y |G : H X K | ď |G : H ||G : K |.
2. |G : H X K | “ |G : H ||G : K | si y sólo si G “ HK .

Ej. 24 — Si H , K ă G tales que |G : H | y |G : K | son finitos y coprimos, entonces G “ HK .

Ej. 25 — Si HŸG es tal que H y G{H son finitamente generados, entonces G es finitamente
generado.

23



1.4. Producto directo
Dados dos grupos, veamos una primera manera de juntarlos para formar otro grupo.

Definición. Sean G1, . . . , Gk grupos. Definimos el producto directo externo de G1, . . . , Gk

como el conjunto G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gk con la operación

pg1, . . . , gkqpg
1
1, . . . , g 1kq “ pg1g 11, . . . , gkg 1kq

Observación 1.4.1. Pongamos k “ 2 por simplicidad. En G1ˆG2, las inyecciones G1 Ñ G1ˆG2,
g1 ÞÑ pg1, eq y G2 Ñ G1 ˆ G2, g2 ÞÑ pe, g2q nos dan copias G̃1, G̃2 ă G1 ˆ G2 de G1 y G2

en G1 ˆ G2, que a menudo identificaremos con los originales, escribiendo G1, G2 Ă G1 ˆ G2.
Además los elementos de estas copias conmutan entre ellos, la intersección de las copias es la
identidad y G1 ˆ G2 “ G̃1G̃2. Estas tres condiciones son necesarias y suficientes para que un
grupo sea un producto directo interno, como veremos en la proposición 1.28.

Recién vimos cómo a partir de k grupos construir uno nuevo. Ahora hagámonos la pregunta
inversa y veamos cuándo un grupo nos viene dado como producto directo de k subgrupos.

Definición. Sea G grupo, H1, . . . , Hk ă G . Decimos que G es producto directo interno de
H1, . . . , Hk si el mapa

ϕ : H1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hk Ñ G , ph1, . . . , hkq ÞÑ h1 ¨ ¨ ¨ hk

es un isomorfismo de grupos. En particular G es isomorfo al producto directo externo de
H1, . . . , Hk .

Observación 1.4.2. Una reformulación de la definición es la siguiente: G es producto directo
interno de H1, . . . , Hk si y sólo si todo g P G se escribe de manera única como g “ h1 ¨ ¨ ¨ hk

y además si g “ h1 ¨ ¨ ¨ hk y g 1 “ h11 ¨ ¨ ¨ h
1
k entonces gg 1 “ ph1h11q ¨ ¨ ¨ phkh1kq.

Proposición 1.28. G es producto directo interno de H1 y H2 si y sólo si:

G “ H1H2,

H1 X H2 “ teu,

todo elemento de H1 conmuta con todo elemento de H2.

Demostración. (ñ) a) pues ϕ es sobreyectiva.
b) si h P H1 X H2, entonces ϕph, h´1q “ e y como ϕ es inyectiva entonces h “ e.
c) Si h1 P H1, h2 P H2 entonces

h1h2 “ ϕph1, h2q “ ϕpph1, eqpe, h2qq “ ϕppe, h2qph1, eqq “ h2h1

(ð) ϕ es morfismo:

ϕpph1, h2qph
1
1, h12qq “ ϕph1h11, h2h12q “ h1h11h2h12

cq
“ h1h2h11h12 “ ϕph1, h2qϕph

1
1, h12q

Es sobreyectivo por a), y es inyectivo:

ϕph1, h2q “ h1h2 “ e ñ h1 “ h´12 P H1 X H2
bq
“ teu ñ h1 “ h2 “ e

24



Proposición 1.29. G es producto directo interno de H1 y H2 si y sólo si:

G “ H1H2,

H1 X H2 “ teu,

H1, H2 Ÿ G .

No estamos diciendo que la propiedad c) de esta proposición y de la anterior sean equivalentes
en general: lo son en la presencia de a) y b).

Demostración. (ñ) En virtud de la proposición anterior, resta verificar el tercer ítem. Sea
g P G , h P H1. Como G “ H1H2, existen h1 P H1, h2 P H2 tales que g “ h1h2. Entonces:

ghg´1 “ h1h2hh´12 h´11 “ h1hh´11 P H1

ya que los elementos de H1 conmutan con aquellos de H2. Entonces H1 C G . Análogamente
H2 C G .

(ð) h1h2 “ h2h1 ðñ h1h2h´11 h´12 “ e, pero

h1h2h´11 h´12
H1ŸG
“ h1

PH1

ph2h´11 h´12 q
H2ŸG
“

PH2

ph1h2h´11 q h´12 P H1 X H2 “ teu

Enunciamos ahora sin demostración (pues es una sencilla aplicación de las dos proposiciones
anteriores y un poco de inducción) los criterios análogos para más cantidad de subgrupos.

Proposición 1.30. G es producto directo interno de H1, . . . , Hk si y sólo si:

G “ H1 . . .Hk

Para cada i “ 1, . . . , k se tiene Hi X pH1 . . .Hi´1Hi`1 . . .Hkq “ teu,

Todo elemento de Hi conmuta con todo elemento de Hj , @i , j “ 1, . . . , k , con i ‰ j .

Proposición 1.31. G es producto directo interno de H1, . . . , Hk si y sólo si:

G “ H1 . . .Hk

Para cada i “ 1, . . . , k se tiene Hi X pH1 . . .Hi´1Hi`1 . . .Hkq “ teu,

H1, . . . , Hk Ÿ G .
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1.5. Automorfismos
Definición. Sea G grupo, g P G . El mapa ig : G Ñ G , x ÞÑ gxg´1 se llama conjugación
por g . Es un automorfismo, y todo automorfismo de esta forma se dice interno. Notamos
Inn(G ) al conjunto de automorfismos internos de G . Si un automorfismo no es interno, se
dice externo.

De esta manera, un subgrupo es normal si y sólo si queda invariante por conjugación.

Proposición 1.32. Sea G grupo. Se tiene que ϕ : G Ñ AutpG q, g ÞÑ ig es un morfismo de
grupos, cuyo núcleo es Z pG q y su imagen InnpG q. Por lo tanto Z pG q Ÿ G , InnpG q ă AutpG q
y

G

Z pG q
» I nnpG q

Además InnpG qŸ AutpG q.

Demostración. ϕ es morfismo:

ϕpgg 1qpxq “ igg 1pxq “ gg 1xpgg 1q´1 “ gg 1xg 1´1g´1

“ g ig 1pxqg
´1
“ ig ˝ ig 1pxq “ ϕpgqϕpg

1
qpxq

para todo x P G , luego ϕpgg 1q “ ϕpgqϕpg 1q.
ker ϕ “ Z pG q:

g P ker ϕ ðñ ig “ id ðñ ig pxq “ x @x P G

ðñ gxg´1 “ x @x P G ðñ gx “ xg @x P G

Además Im ϕ “ InnpG q por definición, y el primer teorema de isomorfismo da el isomorfismo
buscado.

Inn(G qŸ AutpG q:

pα ˝ ig ˝ α
´1
qpxq “ αpgα´1pxqg´1q “ αpgqxαpg´1q “ iαpgqpxq

Observación 1.5.1. La proposición anterior nos dice, intuitivamente, que la cantidad de au-
tomorfismos internos que tiene un grupo es una “medida” de cuán lejos está el grupo de ser
abeliano. En un grupo abeliano todos los automorfismos (salvo la identidad) son externos.

Definición. Un grupo G es completo si ϕ : G Ñ AutpG q, g ÞÑ ig es un isomorfismo.

Corolario 1.33. Un grupo es completo si y sólo si su centro es trivial y todos sus automorfismos
son internos. En particular, un grupo completo G cumple AutpG q » G .

Calculemos el grupo de automorfismos de Zn.

Teorema 1.34. Aut(Znq » pZnq
˚.

Demostración. Escribamos Zn “ xay. Si φ P AutpZnq, entonces φpaq “ am para cierto m P Z
(único módulo n), y esto define completamente φ, que notamos ψm.
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ψm es un automorfismo, entonces lleva generadores en generadores, por lo tanto am genera
Zn y por lo tanto mcd(m, nq “ 1. Como pZnq

˚ “ tm P Zn : mcdpm, nq “ 1u tenemos bien
definido

ψ : AutpZnq Ñ pZnq
˚, ψm ÞÑ m

Es obviamente inyectivo, y es sobreyectivo pues para cada m coprimo con n, ψm es un
automorfismo. Además es un morfismo:

pψm ˝ψr qpaq “ ψmpa
r
q “ par

q
m
“ amr

“ ψmr paq

por lo tanto ψpψm ˝ ψr q “ ψpψmr q “ mr “ ψpψmqψpψr q. Entonces ψ es el isomorfismo
buscado.

Teorema 1.35. Si n “ pr1
1 . . . prs

s es la descomposición en primos de n, entonces

pZnq
˚
» pZp

r1
1
q
˚
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pZprs

s
q
˚, y pZpr q

˚
“

$

’

&

’

%

Zpp´1qpr´1 si p “ 2

Z2 si pr “ 4

Z2 ˆ Z2r´2 si p “ 2, r ą 2

Demostración. Ver [DF] p.314, o [M1] p.40-41.

Comparar el resultado anterior con la observación 1.2.5.

Definición. Un subgrupo H ă G es característico si αpHq “ H para todo α P Aut(G ).
Notamos H char G .

Observación 1.5.2. Un subgrupo es normal si es invariante por automorfismos internos, y
un subgrupo es característico si es invariante por todos los automorfismos. Por lo tanto un
subgrupo característico es normal. El recíproco es falso. Por ejemplo, si H es un grupo y
G “ H ˆ H , entonces el subgrupo H ˆ teu es normal pero no característico, pues no es es
invariante por el automorfismo px , yq ÞÑ py , xq.
Observación 1.5.3. El centro de un grupo G es un subgrupo característico: si x P Z pG q,

α P AutpG q:

xg “ gx @g P G ñ αpxgq “ αpgxq @g P G ñ αpxqαpgq “ αpgqαpxq @g P G

ñ αpxqy “ yαpxq @y P G ñ αpxq P Z pG q

pues como α es un automorfismo de G , αpgq es un elemento arbitrario y de G .

Ya vimos que “ser normal” no es transitivo, pero ser característico sí lo es:
K char H char G ñ K char G , pues todo automorfismo de G se restringe a un
automorfismo de H . Más aún, K char H Ÿ G ñ K Ÿ G . 6

Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, pero no necesariamente característico.
Por ejemplo, un subespacio de dimensión 1 en el Zp-espacio vectorial Zp ˆ Zp no es
invariante por Aut(Zpq » GL2pZpq (tomar una rotación).

Si H es el único subgrupo de G de orden m, entonces es característico, pues αpHq es
también un subgrupo de G de orden m.

6Ahora vemos en términos de automorfismos la obstrucción a que la normalidad sea transitiva: al restringir
un automorfismo interno de G a H, resulta un automorfismo de H que no tiene por qué ser interno.
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1.6. Producto semidirecto
Observación 1.6.1 (Transporte de estructura). Sean G grupo, X conjunto y ϕ : X Ñ G
una biyección. Podemos dotar a X de una estructura de grupo de manera que ϕ sea un
isomorfismo: definimos

x ‹ y :“ ϕ´1pϕpxqϕpyqq

Se verifica fácilmente que pX , ‹q es un grupo, y que ϕ es un isomorfismo de grupos.
Aplicaremos esta observación para motivar la definición de producto semidirecto.
Sea G grupo y sean N ŸG , Q ă G tales que N XQ “ teu y G “ NQ. Si Q no es normal

en G , entonces G no será el producto directo interno de N y Q (proposición 1.29).
Es decir, la función ϕ : N ˆ Q Ñ G , ϕpn, qq “ nq no será en este caso un isomorfismo

de grupos, a menos que Q sea normal en G .
Las condiciones G “ NQ y N X Q “ teu garantizan que ϕ sea una función biyectiva; el

problema pasa por la preservación de la estructura de grupo.
Utilicemos la biyección ϕ para transportar la estructura de grupo de G al conjunto N ˆQ,

consiguiendo que ϕ sea un isomorfismo de grupos. Veamos cómo luce explícitamente el nuevo
producto en N ˆ Q:

ϕ´1pϕpn1, q1qϕpn2, q2qq “ ϕ
´1
pn1q1n2q2q

“ ϕ´1pn1q1n2

“e

q´11 q1 q2q

“ pn1q1n2q´11 , q1q2q

donde en el último paso utilizamos que q1n2q´11 P N por ser N normal en G , y por lo tanto

se tiene
PN

n1q1n2q´11

PQ

q1q2.
Si definimos θ : Q Ñ AutpNq como θpqqpnq “ qnq´1, entonces el nuevo producto en

N ˆ Q resulta ser
pn1, q1qpn2, q2q “ pn1θpq1qpn2q, q1q2q

Podemos ahora abstraer esta definición a una definición externa, donde N y Q no son
subgrupos de un grupo dado, etc.

Definición. Sean N , Q grupos, θ : Q Ñ AutpNq morfismo. El producto semidirecto externo
de N con Q es el conjunto N ˆ Q con el producto:

pn1, q1qpn2, q2q “ pn1θpq1qpn2q, q1q2q

Lo notamos N ¸θ Q.7 Decimos que Q actúa sobre N por automorfismos.8 El neutro es pe, eq
y el inverso pn, qq´1 “ pθpq´1qpn´1q, q´1q.

Ejemplo 1.6.2. Dado un cuerpo k , el grupo afín es Affnpkq “ kn¸θ GLnpkq, donde θpAqpvq “
Av . Es el grupo de transformaciones afines del espacio afín kn.9

7Es el producto semidirecto de N con Q, y esto no es reflexivo.
8Comparar con la proposición 1.48: en este caso, es lo mismo dar un morfismo Q Ñ AutpNq que dar una

acción Q ˆ N Ñ N tal que q.´ sea morfismo de grupos para todo q P Q.
9Recordemos que una transformación afín es de la forma x ÞÑ ax ` b.
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Proposición 1.36. El producto semidirecto externo N¸θQ es un grupo tal que, si Ñ “ Nˆteu,
Q̃ “ teu ˆ Q, entonces:

Ñ » N , Q̃ » Q y Ñ , Q̃ ă N ¸θ Q,

Ñ Ÿ N ¸θ Q,

Ñ X Q̃ “ tpe, equ,

ÑQ̃ “ N ¸θ Q.

Recíprocamente, si G es un grupo que es producto semidirecto interno de subgrupos N , Q ă G ,
i.e. si N Ÿ G , N X Q “ teu y NQ “ G entonces si θ : Q Ñ AutpNq es θpqqpnq “ qnq´1, se
tiene que η : N ¸θ Q Ñ G , pn, qq ÞÑ nq es un isomorfismo.

Demostración. (ñ) El primer y el tercer ítem son obvios. Verifiquemos la normalidad de Ñ .

pn1, q1qpn2, eqpn1, q1q
´1
“ pn1θpq1qpn2q, q1qpθpq

´1
1 qpn

´1
1 q, q´11 q

“ pn1θpq1qpn2qθpq1qpθpq
´1
1 qpn

´1
1 qq, q1q´11 q

“ pn1θpq1qpn2qn
´1
1 , eq P Ñ

ÑQ̃ “ N ¸θ Q: sea pn, qq P N ¸θ Q. Entonces

pn, qq “ pnθpeqpeq, qq “ pn, eqpe, qq P ÑQ̃

(ð) Este es el contenido de la discusión anterior a la definición.

Observación 1.6.3. Podría parecernos a priori que la construcción externa es más general, pues
estamos partiendo de una acción por un automorfismo arbitrario, mientras que en el producto
semidirecto interno consideramos una acción por automorfismos internos. Esto es ilusorio:
cuando pasamos de la construcción externa a la interna, siempre terminamos con una acción
por conjugación.

En efecto, se cumple “θpqqpnq “ qnq´1”, donde estamos identificando N con Ñ y Q con
Q̃.

Más formalmente, si n P N , notemos ñ “ pn, eq P Ñ , y si q P Q, notemos q̃ “ pe, qq P Q̃.
Se cumple q̃ñq̃´1 “ ˜θpqqpnq. En otras palabras, si θ̃ : Q̃ Ñ AutpÑq se define como

θ̃pq̃qpñq “ pθpqqpnq, eq, entonces θ̃pq̃qpñq “ q̃ñq̃´1.

q̃ñq̃´1 “ pe, qqpn, 1qpe, qq

“ pθpqqpnq, qqpe, q´1q

“ pθpqqpnqθpqqpeq, qq´1q

“ pθpqqpnq, eq

“ ˜θpqqpnq

Proposición 1.37. Sean Q, N grupos. Entonces

θ : Q Ñ AutpNq es el morfismo trivial ðñ N ¸θ Q “ N ˆ Q
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Demostración.

pn1, q1qpn2, q2q “ pn1θpq1qpn2q, q1q2q “ pn1n2, q1q2q @n1, n2 P N , q1, q2 P Q

ðñ θpq1q “ idN @q1 P Q ðñ θ es el morfismo trivial

El producto directo de grupos abelianos es abeliano. Ahora vemos que nuestra nueva
construcción, a menos que sea el producto directo, no es abeliana.

Proposición 1.38. Sean Q, N grupos. Si θ : Q Ñ AutpNq no es el morfismo trivial, entonces
el producto semidirecto N ¸θ Q no es abeliano.

Demostración. Si θ no es trivial entonces existe q P Q tal que θpqq “ idN , por lo tanto existe
n P N tal que θpqqpnq “ n.

pn, eqpe, qq “ pnθpeqpeq, eqq “ pn, qq

pe, qqpn, eq “ peθpqqpnq, qeq “ pθpqqpnq, qq

Tenemos entonces que existen n, q tales que pn, eqpe, qq “ pe, qqpn, eq, luego N ¸θ Q no es
abeliano.

Enunciamos ahora sin demostración un teorema que permite reconocer un producto semidi-
recto. Parte de premisas en N y en G{N para concluir algo sobre G . Esto es algo que se repite a
menudo en teoría de grupos: trabajando por inducción en |G |, se tiene que |N |, |G{N | ă |G | y
se puede aplicar la hipótesis de inducción a estos grupos, lo cual puede ser fructífero. Usaremos
esta técnica más adelante (y de hecho ya apareció en el ejercicio 25).

Teorema 1.39 (Schur-Zassenhaus). Todo grupo finito G con subgrupo normal N tal que su
orden |N | es coprimo con su índice |G : N | es producto semidirecto de N con G{N .

Ejercicios

Ej. 26 — Dn » Zn ¸ Z2.

Ej. 27 — El grupo de los cuaterniones no es un producto semidirecto (Sugerencia: contar
elementos de orden 2). Por lo tanto que Q fi D4 (esto ya apareció en el ejercicio 21).

Ej. 28 — GLnpkq » SLnpkq ¸ k˚.

Ej. 29 — Sean N , Q grupos y N ¸θ1 Q, N ¸θ2 Q dos productos semidirectos. Si existe
φ P AutpNq tal que θ1 “ φ ˝ θ2, entonces N ¸θ1 Q » N ¸θ2 Q.
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1.7. Extensiones de grupos y sucesiones exactas
Definición. Una sucesión de grupos y morfismos de grupos

. . .
ϕn`1

// Gn`1
ϕn // Gn

ϕn´1
// . . .

es exacta si Im ϕi`1 “ ker ϕi para todo i . Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta
de la forma

e // H i // G
p
// K // e (1.1)

donde e denota el grupo trivial, y los morfismos inicial y final son los únicos posibles. De esta
manera, una sucesión de la forma (1.1) es exacta si y sólo si i es inyectiva, p es sobreyectiva
e Im i “ ker p. Por lo tanto cumple pi “ 0.
Definición. Una extensión de un grupo Q por un grupo N es una sucesión exacta corta

e // N i // G
p
// Q // e

Diremos también que G es una extensión de Q por N .
Observación 1.7.1. En este caso se tiene N » ipNq “ ker p luego ipNq Ÿ G , y Q » G{N .
Podemos pensar entonces que N es un subgrupo normal de G y que Q es el cociente de G por
N . De esta manera, el problema de conocer un grupo G conociendo un subgrupo normal N y
el cociente G{N se traduce al problema de conocer las extensiones de Q por N : es el llamado
problema de la extensión. El problema de la extensión intenta explicitar las extensiones de un
grupo Q en términos manejables, i.e. a través de construcciones conocidas, y en general no
está resuelto.
Ejemplo 1.7.2. Sea N Ÿ G , entonces tenemos una sucesión exacta corta

e // N i // G
p
// G{N // e (1.2)

donde i es la inclusión y p la proyección.
Definición. Dos sucesiones exactas cortas (las filas del diagrama siguiente) son equivalentes
si existen isomorfismos (las columnas) tales que el siguiente diagrama conmuta:

e // H i //

»

��

G
p
//

»

��

K //

»

��

e

e // H 1 i 1 // G 1 p1
// K 1 // e

Observación 1.7.3. Decir que dos sucesiones exactas cortas son equivalentes no es sólo
decir que los grupos son uno a uno isomorfos. Lo adicional es la conmutatividad del
diagrama, que nos dice informalmente que H se inyecta en G de la misma manera que
H 1 en G 1, y que K es cociente de G de la misma manera que K 1 lo es de G 1.

Dar una sucesión exacta corta es lo mismo que dar un subgrupo normal de G ; esto ya
lo justificamos en 1.3.10, pero ahora lo podemos decir con otro lenguaje. Toda sucesión
exacta corta es equivalente a una de la forma (1.2):

e // H α //

α
��

G
β

//

id
��

K //

β̃
��

e

e // αpHq i // G
p
// G{ker β // e
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Dos pares de grupos isomorfos Q, Q 1 y N , N 1 pueden dar lugar a extensiones G , G 1 no
isomorfas. Por ejemplo, consideremos D4 y Q que no son isomorfos (ver ejercicio 27).
Sin embargo, xR2y » x˘1y y D4{xR

2y » Q{x˘1y, i.e. se tienen sucesiones exactas
cortas

e // xR2y // D4
// D4{xR

2y // e

e // x˘1y // Q // Q{x˘1y // e (1.3)

con primer y último grupo isomorfos, pero el del medio no. Esto nos dice que conocer
N y G{N no es suficiente en general para conocer G .

Ejemplo 1.7.4. Dados H y K grupos, tenemos una sucesión exacta corta

e // H // H ˆ K // K // e (1.4)

donde el primer mapa es la inyección y el segundo la proyección. Más en general, si θ : Q Ñ

AutpNq, entonces los mismos mapas determinan otra sucesión exacta corta

e // H // H ¸θ K // K // e (1.5)

Uno podría preguntarse si todas las extensiones son isomorfas a esta sucesión exacta corta. O,
en otras palabras, si toda extensión es un producto semidirecto. Pero no es así, por ejemplo,
la sucesión (1.3) no lo satisface por el ejercicio 27. Rápidamente vemos que el problema de la
extensión no es trivial.

El grupo afín (ver ejemplo 1.6.2) es una extensión de GLnpkq por kn.

Teorema 1.40. Sea e // H α // G
β
// K // e una sucesión exacta corta. Son equi-

valentes:

1. Existe α1 : G Ñ H morfismo tal que α1α “ idH .10

e // H α // G
β
//

α1

aa K // e (1.6)

2. La sucesión es equivalente a (1.4), de esta manera: existe un isomorfismo φ : G Ñ HˆK
tal que el siguiente diagrama conmuta:

e // H α //

id
��

G
β

//

φ
��

K //

id
��

e

e // H i // H ˆ K
p
// K // e

(1.7)

Demostración. (1 ñ 2) Definimos φ de la manera más sensata: φpgq “ pα1pgq,βpgqq, para
todo g P G .

Hace conmutar el diagrama de la izquierda:
φpαpgqq “ pα1pαpgqq,αpβpgqqq “ pg , eq “ ipgq y el de la derecha:

10Siempre existe una tal función, pues al ser α inyectiva tiene inversa por izquierda. Lo importante es que
exista una que sea un morfismo.
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ppφpgqq “ βpgq.

φ es inyectiva: supongamos que φpgq “ pe, eq. Entonces α1pgq “ e “ βpgq. Luego
g P ker β “ Im α, por lo tanto existe h P H tal que g “ αphq. Pero entonces α1pαphqq “ e,
de donde h “ e y g “ αpeq “ e.

φ es sobreyectiva: sea ph, kq P H ˆ K . Existe g0 P G tal que k “ βpg0q. Ahora, si x P H
entonces βpg0αpxqq “ k . Por lo tanto si hallo x tal que α1pg0αpxqq “ h, ya está. Pero

α1pg0αpxqq “ h ðñ α1pg0qx “ h ðñ x “ pα1pg0qq
´1h

por lo tanto x “ pα1pg0qq
´1h e y “ g0αpxq cumplen φpyq “ ph, kq.

(2 ñ 1) Sea π : H ˆ K Ñ H la proyección sobre la primera coordenada. Definamos
entonces α1pgq “ πφpgq para todo g P G . Es un morfismo que cumple

α1pαphqq “ πpφpαphqqq “ πiphq “ h

Teorema 1.41. Sea e // H α // G
β
// K // e una sucesión exacta corta. Son equi-

valentes:

1. Existe β1 : K Ñ G morfismo tal que ββ1 “ idK .11

e // H α // G
β
// K

β1

aa
// e (1.8)

2. La sucesión es equivalente a (1.5), de esta manera: existen un morfismo θ : K Ñ AutpHq
y un isomorfismo φ : G Ñ H ¸θ K tales que el siguiente diagrama conmuta:

e // H α //

id
��

G
β

//

φ
��

K //

id
��

e

e // H i // H ¸θ K
p
// K // e

(1.9)

Observación 1.7.5. En la categoría R-Mód de R-módulos, las condiciones del teorema 1.40
y del teorema 1.41 son equivalentes, no así en la categoría Grp de grupos en donde estamos
trabajando: ver ejercicio 30. Si quisiéramos probar como con módulos que (1.8) implica (1.7),
intentaríamos definir el morfismo más sensato γ : H ˆ K Ñ G , γph, kq “ αphqβ1pkq. Pero al
no tener conmutatividad, esto no define un morfismo, por cómo es el producto en el producto
directo H ˆ K . Este problema se soluciona usando el mismo morfismo pero cambiando el
producto de H ˆ K y poniendo el producto semidirecto. Veremos en la demostración cómo
de esta manera γ resulta un morfismo.

11Como en el teorema anterior, siempre existe una tal función, pues al ser β sobreyectiva tiene inversa por
derecha. Lo importante es que exista una que sea un morfismo.
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Demostración. (1 ñ 2) Definamos una acción θ de K en H por automorfismos internos. Si
k P K , h P H , conjuguemos αphq por β1pkq. Se tiene que β1pkqαphqβ1pk´1q P ker β, pues

βpβ1pkqαphqβ1pk´1qq “ kek´1 “ e

por lo tanto β1pkqαphqβ1pk´1q “ αph1q para un h1 P H que es único por inyectividad de α.
Definimos θpkqphq “ h1, i.e. θpkqphq es el único elemento de H tal que

β1pkqαphqβ1pkq´1 “ αpθpkqphqq (1.10)

Primero observamos que para k “ 1 se obtiene αphq “ αpθ1phqq para todo h P H ; como
α es inyectiva esto significa que θ1 “ idH .

Veamos que θ : K Ñ AutpHq es un morfismo de grupos. Notamos θk “ θpkq : H Ñ H .

Primero tenemos que verificar que θk es un morfismo de grupos. θkph1h2q está caracterizado
por la ecuación

β1pkqαph1h2qβ
1
pkq´1 “ αpθkph1h2qq

El miembro izquierdo de la ecuación es

β1pkqαph1qαph2qβ
1
pkq´1 “ pβ1pkqαph1q

“e

β1pkq´1qpβ1pkqαph2qβ
1
pkq´1q

“ αpθkph1qqαpθkph2qq

“ αpθkph1qθkph2qq

Tenemos entonces αpθkph1qθkph2qq “ αpθkph1h2qq, pero α es inyectiva, luego θkph1qθkph2q “

θkph1h2q y θk es morfismo.

Ahora veamos que θk es invertible y que θ es un morfismo. Probemos primero que
θk1θk2 “ θk1k2 . Ahora, θk1k2phq está caracterizado por la ecuación

β1pk1k2qαphqβ
1
pk1k2q

´1
“ αpθk1k2phqq

El miembro izquierdo de la ecuación es

β1pk1qβ
1
pk2qαphqβ

1
pk2q

´1β1pk1q
´1
“ β1pk1qαpθk2phqqβ

1
pk1q

´1

“ αpθk1pθk2phqqq

Tenemos entonces αpθk1pθk2phqqq “ αpθk1k2phqq, pero α es inyectiva, luego θk1pθk2phqq “
θk1k2phq para todo h P H , i.e.

θk1θk2 “ θk1k2 (1.11)

Dado k P K , tomando k1 “ k , k2 “ k´1 obtenemos θkθk´1 “ θ1 “ idH , y tomando
k2 “ k , k1 “ k´1 obtenemos θk´1θk “ θ1 “ idH . Por lo tanto θk es un automorfismo, luego
θ está bien definido, y la ecuación (1.11) nos dice que es un morfismo de grupos.

Ahora tenemos que construir un isomorfismo entre G y H ¸θ K . Sea γ : H ¸θ K Ñ G
definido como

γph, kq “ αphqβ1pkq
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γ es un morfismo de grupos:

γpph1, k1qph2, k2qq “ γph1θk1ph2q, k1k2q

“ αph1θk1ph2qqβ
1
pk1k2q

“ αph1qαpθk1ph2qqβ
1
pk1qβ

1
pk2q

“ αph1qpβ
1
pk1qαph2qβ

1
pk1q

´1
qβ1pk1qβ

1
pk2q

“ αph1qβ
1
pk1qαph2qβ

1
pk2q

“ γph1, k1qγph2, k2q

γ es inyectiva: si γph, kq “ e entonces αphqβ1pkq “ e, por lo tanto

βpαphqβ1pkqq “ βpeq ñ

“e

βpαphqq

“k

βpβ1pkqq “ e ñ k “ e

luego β1pkq “ e, por lo tanto αphq “ e y como α es inyectiva, h “ e.

γ es sobreyectiva: sea g P G . Queremos hallar h, k para que g “ αphqβ1pkq. Aplicándole
β a esta igualdad se obtiene βpαphqqβpβ1pkqq “ βpgq ñ k “ βpgq. Entonces k debe ser
necesariamente βpgq. Por lo tanto

Dh : g “ αphqβ1pkq ðñ Dh : g “ αphqβ1pβpgqq

ðñ Dh : αphq “ gβ1pβpgqq´1

ðñ gβ1pβpgqq´1 P Im α “ ker β

Verifiquemos esto:

βpgβ1pβpgqq´1q “ βpgqββ1pβpgq´1q “ βpgqβpgq´1 “ e

Por lo tanto γ es un isomorfismo. Definimos φ “ γ´1. Queremos ver que φ hace conmutar
el diagrama (1.9). Es lo mismo que verificar que γ hace conmutar el diagrama

e // H α // G
β

// K // e

e // H

id

OO

i // H ¸θ K
p
//

γ

OO

K

id

OO

// e

γpiphqq “ γph, eq “ αphqβ1peq “ αphq luego el cuadrado de la izquierda conmuta.
βpγph, kqq “ βpαphqβ1pkqq “ βpαphqqββ1pkq “ k “ pph, kq luego el cuadrado de la

derecha conmuta.

(2 ñ 1) ¿Cómo podríamos definir β1? Si miramos cómo definimos γ en la prueba de la
otra implicación, entonces tomando h “ e se obtiene que γpe, kq “ β1pkq. Esto nos sugiere
que definamos

β1pkq “ φ´1pe, kq

β1 es la composición de la inyección K Ñ H ¸θ K con φ´1, luego es un morfismo. Ahora
la conmutatividad del cuadrado de la derecha de (1.9) nos da la conmutatividad del cuadrado
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inverso
G

β
// K

H ¸θ K

φ´1

OO

// K

id

OO

Esto nos dice que βφ´1ph, kq “ k , por lo tanto por definición de φ se tiene ββ1pkq “ k
para todo k P K , i.e. ββ1 “ idK .

Definición. Una sucesión exacta corta de grupos se escinde si satisface las condiciones del
teorema anterior, y en este caso decimos que la extensión de K por H es una extensión trivial.

Ahora podemos expresar el teorema de Schur-Zassenhaus de esta manera:

Teorema 1.42 (Schur-Zassenhaus). Toda extensión de grupos finitos de orden coprimo se
escinde.

Ejercicios

Ej. 30 — La sucesión exacta12

id // A3
ι // S3

ε // t˘1u // id

cumple que existe un morfismo η : t˘1u Ñ S3 tal que εη “ idt˘1u, pero no existe un morfismo
ψ : S3 Ñ A3 tal que ψι “ idA3 .

Ej. 31 — La equivalencia de sucesiones exactas cortas tiene las propiedades de una relación
de equivalencia.
Aquí termina el ejercicio; lo siguiente es un comentario. Las clases de equivalencia de las
extensiones de un grupo abeliano Q por otro grupo abeliano N son un grupo abeliano isomorfo
al grupo abeliano Ext1pQ, Nq estudiado en álgebra homológica. Por ejemplo, decir que toda
extensión grupos abelianos de Q por N es trivial es decir que Ext1pQ, Nq “ t0u. El problema
de la extensión en el caso abeliano se traduce entonces en el estudio del grupo Ext1pQ, Nq.13

12Ver sección 1.10 para la definición de Sn y de An.
13 Se puede probar que si A es un grupo abeliano numerable, entonces Ext1pA,Zq “ t0u implica que A es

un grupo abeliano libre. El problema de Whitehead es si esto vale en general para grupos de cardinal arbitrario.
Shelah (1974) probó que este problema es indecidible en la teoría axiomática usual de conjuntos, ZFC . Fue
el primer resultado indecidible que se encontró fuera de la teoría de conjuntos en sí, y en particular dentro del
álgebra.
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1.8. Grupos libres y presentaciones
Supongamos que tenemos un conjunto X . No hay ninguna operación en juego así que

los elementos no están relacionados de ninguna manera. Si consideramos los elementos del
conjunto como letras, podemos empezar a concatenarlos para formar palabras, de manera
totalmente “libre”, i.e. nunca va a haber cancelaciones. Ésta es la idea de un grupo libre de
base X : va a ser el mayor grupo que tenga como generadores a los elementos de X .

Teorema 1.43. Sea X un conjunto. Existe un grupo F pX q y una función inyectiva ι : X Ñ

F pX q tal que para todo grupo G y toda función ϕ : X Ñ G existe un único morfismo de
grupos ϕ̃ : F pX q Ñ G tal que el siguiente diagrama conmuta:

X ϕ //

ι
��

G

F pX q
ϕ̃

<<

En otras palabras, F pX q es un grupo tal que para definir un morfismo desde él hacia otro
grupo G , basta definir una función desde X hacia G . En aún otras palabras, toda función
definida sobre X hacia G se extiende a un único morfismo de F pX q hacia G .

Definición. F pX q se llama grupo libre de base X . Un grupo H es libre si existe un conjunto
X tal que H “ F pX q.

Demostración. Llamamos a X el conjunto de letras. Sea X´1 otro conjunto tal que
X X X´1 “ H y |X´1| “ |X |. Elegimos una biyección X Ñ X´1, y a la imagen de x
por esta biyección la denotamos x´1.

Elegimos un elemento que no pertenezca a X Y X´1: lo denotamos 1 (la letra vacía).

Una palabra en X es una sucesión pa1, a2, . . . q Ă X Y X´1 Y t1u tal que existe n P Z`
de manera que ai “ 1 para todo i ě n (las palabras son sucesiones “finitas” de letras). Los
elementos ai y ai`1 se dicen adyacentes para todo i .

La palabra constante p1, 1, . . . q es la palabra vacía y por abuso de notación la notamos 1.

Una palabra pa1, a2, . . . q es reducida si:

i. @x P X , x y x´1 no son adyacentes en pa1, a2, . . . q.

ii. Si k P N es tal que ak “ 1 entonces ai “ 1 @i ě k .

El primer ítem es que queremos tratar a x´1 como la inversa de x ; el segundo ítem es que no
queremos frases sino sólo palabras. Observar que 1 es una palabra reducida.

Definiendo x`1 como x , toda palabra reducida es de la forma pxλ11 , . . . , xλn
n , 1, 1, . . . q,

donde λi “ ˘1 para todo i “ 1, . . . , n. La escribiremos como xλ11 . . . xλn
n . Observar que

xλ11 . . . xλn
n “ y δ11 . . . y δm

m si y sólo si n “ m, xi “ yi , λi “ δi para todo i “ 1, . . . , n.
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Sea F pX q “ tpalabras reducidas en X u. Definimos el producto F pX q ˆ F pX q Ñ F pX q
mediante:

si p “ xλ11 . . . xλn
n , q “ y δ11 . . . y δn

n , entonces pq es el resultado de reducir la concatenación
xλ11 . . . xλn

n y δ11 . . . y δn
n . El neutro es la palabra vacía 1, y el inverso de p es p´1 “ x´λn

n . . . x´λ11 .

Es tedioso pero evidente cómo verificar que esto define un grupo, lo dejamos como ejercicio
para el lector escéptico.

Definimos ι : X Ñ F pX q como x ÞÑ px , 1, 1, . . . q “ x . Es una función inyectiva. Veamos
que pF pX q, ιq verifica la propiedad universal: sea G grupo, ϕ : X Ñ G función.

Si ϕ̃ : F pX q Ñ G es un morfismo tal que ϕ̃ ˝ ι “ ϕ, entonces ϕ̃px1q “ ϕpxq para todo
x , luego ϕ̃px´1q “ ϕ̃px1q´1 “ ϕpxq´1, por lo tanto

ϕ̃pxλ11 . . . xλn
n q “ ϕpx1q

λ1 . . .ϕpxnq
λn

Entonces todo elemento en F pX q es de la forma xλ11 . . . xλn
n , esto determina ϕ̃ de manera

única. Es directo verificar que esta fórmula define efectivamente un morfismo.

Observación 1.8.1. Como ι es inyectiva, identificamos X con ιpX q en F pX q. De esta
manera, X Ă F pX q y X genera F pX q como grupo.

Si |X | “ 1 entonces F pX q » Z. En efecto, si X “ tau, la función X Ñ Z, a ÞÑ 1 se
extiende a un isomorfismo F pX q Ñ Z.

Si |X | ě 2 entonces F pX q no es abeliano. En efecto, sean x , y P X , x “ y . Entonces
xy “ yx . Formalmente, xyx´1y´1 P F pX q por ser una palabra reducida; además
xyx´1y´1 “ px , y , x´1, y´1, 1, 1, . . . q “ p1, 1, . . . q “ 1 luego xyx´1y´1 “ 1.

Si |X | “ 0, i.e. si X “ H, entonces F pX q » t0u.
El siguiente teorema no tiene ninguna demostración de nivel adecuado al curso. Una posible

demostración se encuentra en [Rot1], página 383.

Teorema 1.44 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es libre.

Proposición 1.45. Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostración. Sea G grupo, y X un generador de G (por ejemplo, X “ G ). Considero la
inclusión inc de X en G . Por definición de F pX q existe un único ϕ : F pX q Ñ G morfismo tal
que ϕpιpxqq “ incpxq “ x .

X �
� inc //

ι
��

G

F pX q

ϕ

<<

ϕ es sobreyectiva: Im ϕ Ą Im inc “ X , y X genera G , por lo tanto Im ϕ genera G . Pero
Im ϕ ă G , luego Im ϕ “ G . Entonces ϕ es un epimorfismo, y se tiene G » F pX q{ker ϕ
(recordemos la observación 1.3.10).
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Observar que la ϕ anterior es ϕpxλ11 . . . xλn
n q “ xλ11 . . . xλn

n , donde a la izquierda no hay
relaciones y a la derecha puede haberlas. Si nunca las hay es ker ϕ “ teu y G es libre.

Definición. Sea G grupo, S Ă G subconjunto. El subgrupo normal generado por S es la
intersección de todos los subgrupos normales de G que contienen a S . Explícitamente, es el
subgrupo generado por tasa´1 : a P G , s P Su.

A continuación damos una nueva manera de especificar un grupo. Consideremos un conjun-
to de letras X ; en vez de formar el grupo libre de base X formando palabras sin cancelaciones,
ahora pasamos a especificar algunas cancelaciones. Por ejemplo, podemos querer especificar
el grupo que tiene como generadores a dos elementos a, b sujetos sólo a la condición de
que conmutan, i.e. ab “ ba. Esto es lo mismo que decir que aba´1b´1 “ e. Es así como
especificaremos las relaciones entre los elementos.

Definición. Sea X conjunto, P Ă F pX q subconjunto. Un grupo G está definido por los
generadores x P X y las relaciones p “ e, p P P si G » F pX q{N donde N es el subgrupo
normal de F pX q generado por P .

Decimos que xX | Py es una presentación de G .

Observación 1.8.2. Como todo grupo es cociente de un grupo libre, entonces todo grupo
admite una presentación.
Ejemplo 1.8.3. Si P “ H, entonces N “ teu, luego F pX q{N » F pX q y xX | Hy es

una presentación de F pX q. Esto es predecible, xX | Hy es el grupo “libre de relaciones”
entre sus elementos (ninguna palabra se reduce), como lo es F pX q.

El producto tensorial de R-módulos M , N es un grupo abeliano dado por generadores
los elementos de M ˆ N y ciertas relaciones.

Definición. Un grupo es finitamente generado si admite un generador finito.
Un grupo es finitamente presentado si admite una presentación xX | Py donde X , P son

conjuntos finitos.

El “problema de la palabra” es el siguiente: dado un grupo G finitamente presentado por
xX | Py, y una palabra en F pX q, ¿existe un algoritmo para determinar si se puede reducir
la palabra a 1 en G? La respuesta es que no. Por lo tanto, la impresión de que dar una
presentación finita de un grupo debería ser algo que convierte al grupo en algo “manejable”
es ilusoria.
Observación 1.8.4. “Es lo mismo” dar una presentación de G que dar un epimorfismo

desde un libre, i.e. una sucesión exacta F // G // e donde F es un grupo libre.

“Es lo mismo” dar un grupo finitamente generado G que dar un epimorfismo desde un
libre finitamente generado, i.e. una sucesión exacta F // G // e donde F es libre
finitamente generado.

“Es lo mismo” dar una presentación finita de G que dar una sucesión exacta
R // F // G // e , donde F y R son grupos libres finitamente generados.
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Teorema 1.46 (Von Dyck). Si G está presentado por xX | Py y H es otro grupo generado
por X que satisface las relaciones p “ e, p P P (pero puede verificar otras), entonces es un
cociente de G .14 Más formalmente:

Si H está generado por Y “ tyiuiPI , i.e. H “ xY y, y los elementos de Y satisfacen
relaciones y

αi1
i1

. . . y
αil
il

, i1, . . . , il P I , αi1 , . . . ,αil P Z para ciertas palabras reducidas y
αi1
i1

. . . y
αil
il

,
y G está presentado por xX | Py donde X “ txiuiPI , |X | “ |Y | y P “ tx

αi1
i1

. . . x
αil
il
u, entonces

existe un epimorfismo
G Ñ H , xi ÞÑ yi

Demostración. Sea ϕ : F pX q Ñ H definida por ϕpxiq “ yi . Como H “ xY y entonces
Im ϕ “ H . Sea N el subgrupo normal de F pX q generado por P .

F pX q ϕ //

��

H

F pX q{N

ϕ̃

;;

Para ver que N Ă ker ϕ, basta ver que P Ă ker ϕ, pues ker ϕ Ÿ F pX q y N es el menor
subgrupo normal que contiene P . Pero ϕpxαi1

i1
. . . x

αil
il
q “ y

αi1
i1

. . . y
αil
il
“ e. Entonces por la

propiedad universal del cociente,ϕ se extiende a ϕ̃ : F pX q{N Ñ H tal que ϕ̃pxiq “ ϕpxiq “ yi ,
y ϕ̃ es claramente sobreyectiva.

Ejemplo 1.8.5. Probemos formalmente que Dn » xR , S | Rn, S2, SRSRy. De Dn sabemos que
|Dn| “ 2n y que es generado por la rotación R y la reflexión S que satisfacen Rn “ S2 “ id,
RS “ SRn´1 “ SR´1 y por lo tanto SRSR “ id.

Sea X “ ta, bu y G “ F pX q{N donde N Ă F pX q es el subgrupo normal de F pX q generado
por P “ tan, b2, babau.

Como π : F pX q Ñ F pX q{N es un epimorfismo, entonces ta, bu genera G . Queremos
probar que G » Dn.

P Ă N ñ an “ b
2
“ baba “ e. Además:

b
2
“ e ñ b

´1
“ b ñ b

n
“ b

˘1
@n P Z.

an “ e ñ tam : m P Zu “ te, a, . . . , an´1u.

baba “ e ñ ba “ a´1b
´1
ñ ba “ a´1b.

Por lo tanto en G las únicas palabras que quedan son: te, a, . . . , an´1, b, ab, . . . , an´1bu.
Entonces |G | ď 2n (ď pues a priori no sabemos si no hay más relaciones).

Por el teorema de Von Dyck, como Dn satisface las relaciones que G satisface, existe
ψ : G Ñ Dn epimorfismo, a ÞÑ R , b ÞÑ S . Por lo tanto |G | ě |Dn| “ 2n, luego |G | “ |Dn| y
ψ es el isomorfismo deseado.

Teorema 1.47. Todo grupo no abeliano de orden 8 es isomorfo a D4 o a Q (que no son
isomorfos, ver ejercicios 21 o 27).

14El grupo que nos da la presentación es el “más grande” que satisface las relaciones dadas, en el sentido
que cualquier otro grupo que las satisface es un cociente.
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Demostración. Sea G no abeliano de orden 8. Por Lagrange, todo elemento no trivial de G
tiene orden 2 o 4. Por el ejercicio 2, existe x P G de orden 4.

Sea y P Gzxxy. Como xxy Ĺ xx , yy y |xxy| “ 4, entonces G “ xx , yy. Como G no es
abeliano entonces x e y no conmutan.
xxy Ÿ G pues tiene índice 2. En particular yxy´1 P xxy “ te, x , x2, x3u.
Como yxy´1 tiene orden 4 (ver ejercicio 8), entonces yxy´1 “ x o yxy´1 “ x3 “ x´1.

La primera opción no es posible pues en ese caso yx “ xy , pero x e y no conmutan. Por lo
tanto yxy´1 “ x´1.

Se tiene que G{xxy “ te, yu pues tiene orden 2, por lo tanto y 2 “ e. Se tiene entonces
y 2 P xxy “ t1, x , x2, x3u.

Como y tiene orden 2 o 4, entonces y 2 tiene orden 1 o 2, luego y 2 “ e o y 2 “ x2.
Tenemos entonces que G “ xx , yy, con dos posibilidades:

x4
“ e, y 2

“ e, yxy´1 “ x´1

o
x4
“ e, y 2

“ x2, yxy´1 “ x´1

y no se satisfacen más relaciones pues G tiene orden 8. En el primer caso, G » D4 por el
ejemplo anterior. En el segundo caso, G » Q por el ejercicio 32.

Ejercicios

Ej. 32 — El grupo de los cuaterniones Q está dado por la presentación

xa, b | a4, a2b´2, bab´1ay

Ej. 33 — Dn » xa, b | a2, b2, pabqny. Esta presentación motiva la introducción del grupo
diedral infinito, “haciendo tender n Ñ 8”: es el grupo D8 presentado por xa, b | a2, ababy.
Tiene orden infinito.
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1.9. Acciones
En esta sección estudiamos el primer ejemplo de representación de un grupo: describiremos

nuestro grupo como un grupo de permutaciones (ver ejemplo 15).

Definición. Sea G grupo, X conjunto. Una acción (o representación conjuntista, o represen-
tación por permutaciones) de G en X es una función ¨ : G ˆ X Ñ X , pg , xq ÞÑ g ¨ x que
verifica:

i. e ¨ x “ x @x P X ,

ii. g1 ¨ pg2 ¨ xq “ g1g2 ¨ x @x P X , g1, g2 P G .

Decimos que G actúa en X y que X soporta una acción de G . Esta acción convierte a X
en un G -conjunto. Dado g P G notaremos por g ¨ ´ a la función X Ñ X , x ÞÑ g ¨ x .

Observación 1.9.1. Si G actúa en X y H ă G entonces H actúa en X por restricción de la
acción de G .

La siguiente proposición nos dice por qué una acción describe nuestro grupo como un
grupo de permutaciones. De esta manera podemos pensar que cada elemento de G nos da
una permutación de los elementos de X . Otra idea interesante es pensar que los elementos
de X son personas que se van a sacar una foto grupal pero no se deciden en qué orden
ponerse, entonces están en movimiento; y que la acción de G es sacar fotografías de X en
cada momento diferente g P G .

Proposición 1.48. “Es lo mismo” dar una acción de G en X que dar un morfismo de grupos
ρ : G Ñ SympX q.

Demostración. La relación fundamental es g ¨ ´ “ ρpgq.

(ñ) Definamos ρ : G Ñ SympX q, ρpgq “ gL donde gL “ g ¨ ´.

gL es una biyección de X : en efecto, tiene como inversa a g´1L ,

gL ˝ g´1L pxq “ g ¨ pg´1 ¨ xq “ gg´1 ¨ x “ e ¨ x “ x , @x P X

por lo tanto gL ˝ g´1L “ id, análogamente se verifica g´1L ˝ gL “ id.

ρ es morfismo:

ρpg1g2qpxq “ pg1g2qLpxq “ g1g2 ¨ x “ g1 ¨ pg2 ¨ xq

“ g1Lpg2Lpxqq “ ρpg1qpρpg2qpxqq, @x P X

por lo tanto ρpg1g2q “ ρpg1qρpg2q.

(ð) Definamos ¨ : G ˆ X Ñ X mediante g ¨ x “ ρpgqpxq. Es una acción:

i. e ¨ x “ ρpeqpxq “ idpxq “ x ,

ii. g1 ¨ pg2 ¨ xq “ ρpg1qpρpg2qpxqq “ ρpg1q ˝ ρpg2qpxq “ ρpg1g2qpxq “ g1g2 ¨ x .
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Observación 1.9.2. g ¨ x “ g ¨ y ñ x “ y , pues g ¨ ´ “ ρpgq P SympX q, en particular
es inyectiva. Esto es una trivialidad en términos de fotografías: si en un momento dado dos
personas ocupan el mismo lugar, entonces son la misma. Que ρpgq sea sobreyectiva para todo
g P G nos dice que nadie en ningún momento se pone tímido y abandona el encuadre de la
fotografía.

Si el núcleo del morfismo ρ es trivial, nuestra representación es muy buena; esto es
reminiscente de nuestra observación 1.1.7 y motiva la siguiente

Definición. Una acción ¨ : GˆX Ñ X es fiel si g ¨x “ x @x P X ñ g “ e. Equivalentemente,
una acción ρ : G Ñ SympX q es fiel si ρ es inyectivo.

Observación 1.9.3. Una acción es fiel si y sólo si dados distintos g , h P G se tiene que existe
x P X tal que g ¨ x “ h ¨ x . Esto nos dice que si la acción es fiel, las fotografías de X que
nos ofrecen los elementos de G son todas diferentes, i.e. en dos momentos diferentes las
fotografías son diferentes.

Definición. Una acción ¨ : G ˆ X Ñ X es transitiva si para todo x , y P X existe g P G tal
que g ¨ x “ y . Decimos que G actúa transitivamente en X .

Una acción es doblemente transitiva si para todo px1, x2q, py1, y2q P XˆX , x1 “ x2, y1 “ y2
existe g P G tal que g ¨ x1 “ y1, g ¨ x2 “ y2. Análogamente se define una acción k-transitiva,
para todo k ě 3.

Si G ˆ X Ñ X es una acción, y H ă G es tal que la acción restringida H ˆ X Ñ X es
una acción transitiva, diremos que H es un subgrupo transitivo de G .

Observación 1.9.4. Una acción es transitiva si dados dos elementos del conjunto existe un
elemento del grupo que lleva el uno en el otro. O sea, dadas dos personas diferentes de X ,
en algún momento una estuvo en la posición de la otra. Una acción es doblemente transitiva
si dados dos pares de personas, hay un momento en el que los del primer par ocuparon las
posiciones de las del segundo par.
Ejemplo 1.9.5. 1. G actúa sobre sí mismo por conjugación: G ˆ G Ñ G , g ¨ x “ gxg´1.

2. La acción trivial de G en X es G ˆ X Ñ X , g ¨ x “ x para todo g P G , x P X .

3. Una acción de G en X induce una acción en PpX q, definida como g ¨A :“ tg ¨x : x P Au
si A “ H, y g ¨ H :“ H.

4. AutpG q ˆ G Ñ G , ϕ ¨ x “ ϕpxq es una acción tal que la acción por conjugación es su
restricción a InnpG q.

5. SympX q actúa fiel y transitivamente en X .

6. Todo subgrupo H ă G actúa fielmente en G con la acción h ¨ g “ hg .

7. GLnpkq ˆ kn Ñ kn, A ¨ v “ Av es una acción fiel.

Definición. Dados X e Y G -conjuntos, un G -mapa (o morfismo de G -conjuntos) es una
función ϕ : X Ñ Y que respeta la acción de G , i.e. ϕpg ¨xq “ g ¨ϕpxq para todo g P G , x P X .

Un isomorfismo de G -conjuntos es un G -mapa biyectivo (la inversa de un G -mapa siempre
es un G -mapa).
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Definición. Sea X un G -conjunto. Un subconjunto Y Ă X es G -estable si g ¨ y P Y , para
todo g P G , y P Y . En esta situación Y es un G -conjunto por restricción.

Proposición 1.49. Sea G ˆ X Ñ X una acción. La relación „ en X definida como

x „ x 1 ðñ Dg P G : g ¨ x “ x 1

es una relación de equivalencia.

Demostración. x „ x pues e ¨ x “ x .

x „ x 1 ñ Dg P G : g ¨ x “ x 1 ñ g´1 ¨ x 1 “ g´1 ¨ g ¨ x “ g´1g ¨ x “ e ¨ x “ x ñ x 1 „ x .

x „ y , y „ z ñ Dg1, g2 P G , g1 ¨ x “ y , g2 ¨ y “ z . Entonces

pg2g1q ¨ x “ g2 ¨ pg1 ¨ xq “ g2 ¨ y “ z

luego x „ z .

Definición. Sea X un G -conjunto. Las clases de equivalencia de „ en X se dicen órbitas de
la acción. La órbita de un elemento x P X es

opxq :“ tg ¨ x : g P Gu

Si opxq “ txu decimos que es una órbita unitaria.
El conjunto cociente se denota X {G y se llama espacio de órbitas.

Cuando la acción es de un grupo sobre sí mismo por conjugación, las órbitas se llaman
clases de conjugación: la clase de conjugación de x P G es

G xG´1
“ tgxg´1 : g P Gu

Observación 1.9.6. Para todo x P X , opxq Ă X es el menor subconjunto G -estable que
contiene a x , y G ˆ opxq Ñ opxq es una acción transitiva.

Una acción es transitiva si y sólo si tiene una sola órbita.

Como las órbitas son una partición de X , entonces opxq X opyq “ H ñ opxq “ opyq.

Un subconjunto Y Ă X es G -estable si y sólo si para todo y P Y , opyq Ă Y .

La clase de conjugación de x P G es txu si y sólo si x P Z pG q.

Proposición 1.50. Sea X un G -conjunto. Un subconjunto Y Ă X es G -estable si y sólo si
Y es unión de órbitas.

Demostración. Se deduce a partir del cuarto ítem de la observación anterior.

Corolario 1.51. Un subgrupo H ă G es normal si y sólo si es unión de clases de conjugación.
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Demostración. Considerar la acción por conjugación de G en G . Entonces si H ă G , H es
G -estable si y sólo si es unión de órbitas, i.e. si y sólo si es unión de clases de conjugación.
Por otro lado H es G -estable si y sólo si

@x P H opxq Ă H ðñ @x P H tgxg´1 : g P Gu Ă H ðñ H Ÿ G

Definición. Sea X un G -conjunto. El estabilizador o grupo de isotropía de un elemento x P X
es

Stabpxq “ Gx :“ tg P G : g ¨ x “ xu

x P X es un punto fijo para la acción si g ¨ x “ x para todo g P G . Notamos

X0 :“ tx P X : g ¨ x “ x @g P Gu

al conjunto de los puntos fijos de la acción.

Observación 1.9.7. x P X es un punto fijo ðñ opxq “ txu ðñ Gx “ G .

X0 es un subconjunto G -estable, y la restricción G ˆ X0 Ñ X0 es la acción trivial.

Si X “ G y consideramos la acción por conjugación, entonces X0 “ Z pG q.

Proposición 1.52. Sea X un G -conjunto. Si x P X entonces Gx ă G . Además Gx y Gg ¨x se
relacionan mediante Gg ¨x “ gGx g´1.

Demostración. Gx ă G : obviamente e P Gx y si g , h P Gx entonces

gh´1 ¨ x “ g ¨ ph´1 ¨ xq
x“h¨x
“ g ¨ ph´1 ¨ h ¨ xq “ g ¨ x “ x

Gg ¨x “ gGx g´1:

(Ă) Si h P Gg ¨x entonces h ¨ pg ¨ xq “ g ¨ x . Observo que h P gGx g´1 ðñ g´1hg P Gx :

g´1hg ¨ x “ g´1 ¨ ph ¨ g ¨ xq “ g´1 ¨ g ¨ x “ x ñ g´1hg P Gx

(Ą) Sea ghg´1 P gGx g´1, i.e. h ¨ x “ x . Entonces

ghg´1 ¨ pg ¨ xq “ gh ¨ x “ g ¨ x ñ ghg´1 P Gg ¨x

Ejemplo 1.9.8. Si H ă G , entonces G actúa en el conjunto cociente G{H de coclases izquierdas
de H en G mediante G ˆ G{H Ñ G{H , g ¨ aH “ gaH . En este caso se tiene GH “ H , y en
general GgH “ gHg´1.
Observación 1.9.9.

č

xPX

Gx “ tg P G : g ¨ x “ x @x P X u “ tg P G : ρpgq “ id @g P Gu “ ker ρ Ÿ G

Definición. Sea X un G -conjunto y S Ă X un subconjunto. El estabilizador de S es
StabpSq “ tg P G : gS “ Su.

Análogamente que con Stabpxq se prueba que StabpSq ă G y que StabpgSq “ gStab(S)g´1.
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Teorema 1.53 (de la órbita y el estabilizador). Sea X un G -conjunto, x P X . Entonces la
función

ϕ : G{Gx Ñ opxq, gGx ÞÑ g ¨ x

es una isomorfismo de G -conjuntos; en particular, |opxq| “ |G : Gx |.

Demostración. Es sobreyectiva por definición. Está bien definida y es inyectiva pues si g , h P G ,
x P X :

g ¨ x “ h ¨ x ðñ h´1 ¨ g ¨ x “ x ðñ h´1g ¨ x “ x

ðñ h´1g P Gx ðñ gGx “ hGx

Es fácil verificar que ϕ es un G -mapa, donde G{Gx tiene la acción del ejemplo 1.9.8.

Corolario 1.54. Si G es un grupo finito y X es un G -conjunto, entonces |opxq| � |G | para
todo x P X .

Definición. Si G actúa sobre sí mismo por conjugación, entonces el estabilizador de x P G es

CG pxq :“ Gx “ tg P G : gxg´1 “ xu “ tg P G : gx “ xgu

y se llama centralizador de x en G .

Observación 1.9.10. CG pxq consiste de los elementos de G que conmutan con x .

Z pG q “
Ş

xPG

CG pxq Ÿ G .

El teorema anterior nos da, para x P G :

|G xG´1| “ |G : CG pxq|

O sea, la cantidad de elementos de la clase de conjugación de x es el índice del centrali-
zador de x en G . En particular |G xG´1| � |G |.

Definición. Sea SubgpG q “ tH : H ă Gu. Entonces G ˆ SubgpG q Ñ SubgpG q, g ¨ H “

gHg´1 es una acción. El estabilizador de H P SubgpG q es

NG pHq :“ GH “ tg P G : gHg´1 “ Hu “ tg P G : gH “ Hgu

y se llama normalizador de H en G .

Si H , K ă G y H ă NG pK q, decimos que H normaliza a K .

Observación 1.9.11. Sea H ă G . Entonces H ŸG si y sólo si H es un punto fijo de esta
acción, si y sólo si NG pHq “ G .

NG pHq es el mayor subgrupo de G que tiene a H como subgrupo normal.

El teorema anterior nos da, para K ă G :

|tH ă G : H es conjugado de Ku| “ |G : NG pK q|

O sea, la cantidad de subgrupos conjugados de K en G es el índice del normalizador de
K en G . En particular, la cantidad de subgrupos conjugados de K divide |G |.
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Proposición 1.55. Sea G un grupo finito. Si H ă G es tal que |G : H | “ p donde p es el
menor primo que divide |G |, entonces H Ÿ G .

Demostración. Hacemos actuar G en el conjunto G{H de coclases izquierdas de H en G ,
G ˆ G{H Ñ G{H , g ¨ aH “ gaH . Observar que |G{H | “ p; tenemos entonces un morfismo
ρ : G Ñ SympG{Hq » Sp. Sea K “ ker ρ. Si mostramos que H “ K ya está. Como K Ă H ,
basta ver que |G : K | “ |G : H |.

Aplicando la propiedad universal del cociente a ρ, obtenemos una inyección de G{K en
Sp, por lo tanto |G : K | � |Sp| “ p!.

Por otro lado, por Lagrange |G : K | � |G |, y en la descomposición de |G | aparece p como
menor primo, por lo tanto |G : K | “ p.

Ecuación de clases Sea X un G -conjunto, donde |X | ă 8 (o más en general, donde
|X {G | ă 8). Si tomamos tx1, . . . , xnu un conjunto de representantes de las órbitas, i.e.
topxq : x P X u “ topx1q, . . . , opxnqu con opxiq X opxjq “ H si i “ j , se tiene

X “

n
ğ

i“1

opxiq ñ |X | “
n
ÿ

i“1

|opxiq| “
n
ÿ

i“1

|G : Gxi
|

Como los puntos fijos son aquellos tales que opxq “ txu, entonces necesariamente X0 Ă

tx1, . . . , xnu. Escribiendo tx1, . . . , xnu “ X0 \ ptx1, . . . , xnuzX0q, la ecuación de arriba queda:

|X | “ |X0|`
ÿ

|G :Gxi
|ą1

|G : Gxi
| (1.12)

Cuando G es un grupo finito que actúa sobre sí mismo por conjugación, esta ecuación queda

|G | “ |Z pG q|`
ÿ

|G : CG pxq|

donde x recorre un conjunto de representantes de las clases de conjugación con más de un
elemento. Esta ecuación se llama ecuación de clases.

Teorema 1.56 (de Cauchy). Sea G un grupo finito, p � |G |. Entonces G tiene un elemento
de orden p.

Demostración. Por inducción en |G |.

Caso 1: Dy P GzZ pG q : p ffl |G : CG pyq|.
p � |G | “ |G : CG pyq||CG pyq|, entonces p � |CG pyq|. Como y R Z pG q, entonces

CG pyq Ĺ G , luego |CG pyq| ă |G |. Por hipótesis de inducción, CG pyq tiene un elemento
de orden p, luego G también.

Caso 2: @y P GzZ pG q : p � |G : CG pyq|.
Además p � |G |, luego por la ecuación de clases |G | “ |Z pG q| `

ř

|G : CG pyq|, se tiene
que p � |Z pG q|. Pero Z pG q es un grupo abeliano, luego por el teorema fundamental de los
grupos abelianos, existe n P Z` y otro grupo K tal que Z pG q “ Zpn ˆ K . Entonces Z pG q (y
por lo tanto G ) tiene un elemento de orden p, por ejemplo ppn´1, eq.
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Corolario 1.57 (Grupos de orden 6). Todo grupo de orden 6 es isomorfo a S3 (si no es
abeliano) o a Z6 (si es abeliano).

Demostración. Sea G un grupo de orden 6. Por Cauchy, G tiene un elemento a de orden 2
y un elemento b de orden 3. Si ab “ ba, entonces |ab| “ 6. En efecto, pabq2 “ b2 “ e y
pabq3 “ a “ e, luego por Lagrange ab tiene orden 6. Se tendría entonces G “ xaby, y G sería
cíclico, luego isomorfo a Z6.

Supongamos entonces que ab “ ba, en particular bab´1 “ a. Además a “ e ñ bab´1 “ e.
Entonces si H “ xay “ t1, au, se tiene que bab´1 R H , por lo tanto H Ž G .

Hacemos actuar G en G{H por multiplicación a izquierda. Esto nos da un morfismo
ρ : G Ñ SympG{Hq » S3. Si g P ker ρ, entonces gH “ H , luego g P H . Como el núcleo es
un subgrupo, debe ser ker ρ “ teu o ker ρ “ H . Pero no puede ser todo H , pues el núcleo
siempre es un subgrupo normal y H no lo es, luego es ker ρ “ teu y ρ es inyectiva. Además
tanto G como S3 tienen orden 6, luego ρ es un isomorfismo.

El corolario anterior es un caso particular del siguiente, que a su vez son casos particulares
de la clasificación de grupos de orden pq, pero las pruebas nos parecieron interesantes de por
sí.

Corolario 1.58. Todo grupo finito de orden 2p, con p “ 2 primo, es cíclico o diedral.

Demostración. Por Cauchy, el grupo G contiene elementos s y r de órdenes 2 y p respectiva-
mente. Sea H “ xry, entonces |G : H | “ 2 luego H Ÿ G . Como s R H , se tiene G “ H Y Hs,
por lo tanto

G “ t1, r , . . . , r p´1, s, r s, . . . , r p´1su

Como H es normal, entonces srs´1 “ r i para algún i . Teniendo en cuenta que s “ s´1 y que
srs´1 “ r i , se obtiene

r “ s´1r i s “ sr i s´1 “ pr i
q

i
“ r i2

por lo tanto i2 ” 1 (mód p). Es decir, p � pi ´ 1qpi ` 1q, y por lo tanto i ” ˘1 (mód p).

Si i ” 1 (mód p), entonces sr “ r s, luego G es conmutativo, de orden 2p, con mcd(p,2)=1,
luego G » Z2p.

Si i ” ´1 (mód p), se tiene srs´1 “ r´1, luego G » xr , s | r p, s2, srsry » Dp.

Ejercicios

Ej. 34 — GLnpkq actúa en Mnpkq por conjugación. ¿Es una acción fiel? ¿Cuáles son sus
puntos fijos? ¿Cómo es un conjunto de representantes de las órbitas?

Ej. 35 — El único grupo finito con dos clases de conjugación es Z2 (recordar el ejercicio 8).

Ej. 36 — Sean g1, . . . , gn representantes de las clases de conjugación de un grupo finito G .
Para probar que G es abeliano basta probar que los gi conmutan dos a dos.

Ej. 37 — Si G es un grupo de orden impar, entonces todo x P G , x “ e no es conjugado a
x´1.
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Ej. 38 — Una acción de G en X es primitiva si sólo preserva las particiones triviales de X .
Más formalmente, consideremos la acción inducida G ˆ PpX q Ñ PpX q. Decimos que una
partición πpX q es estabilizada por G si g ¨ A P πpX q para todo g P G y A P πpX q. De esta
manera, la acción de G en X se dice primitiva si las únicas particiones de X estabilizadas por
G son tX u y ttxu : x P X u.
Toda acción doblemente transitiva es primitiva.

Ej. 39 — Si una acción de G en X es primitiva y fiel, entonces la acción por restricción de
H en X es transitiva, para cualquier subgrupo normal H Ÿ G , H “ teu.

49



1.10. El grupo simétrico
En esta sección estudiamos uno de los más importantes ejemplos de grupo. La primera

razón es histórica. Antes de llegar a la definición de grupo, Galois („1830) estudió los grupos
de permutaciones de las raíces de polinomios de grado mayor que cuatro en búsqueda de
una fórmula para estas raíces. Cauchy estudió poco después los grupos de permutaciones en
general, y recién en 1854 Cayley dio la primera definición de grupo abstracto.

Definición. Sea X un conjunto. Definimos el grupo simétrico de X como el conjunto de
biyecciones de X :

SympX q :“ tf : X Ñ X : f es una biyecciónu
Los elementos de SympX q se llaman permutaciones. Un subgrupo de un grupo simétrico

se llama grupo de permutaciones. Cuando X “ t1, . . . , nu, n ě 2 el grupo simétrico en n
letras Sympt1, . . . , nuq se nota Sn.

Notación. Dada una permutación σ P Sn adoptamos la notación

σ “

ˆ

1 2 . . . n
σp1q σp2q . . . σpnq

˙

Observación 1.10.1. El orden de Sn es n!, por un sencillo argumento combinatorio.

Definición. Un r -ciclo, 2 ď r ď n es una permutación σ P Sn tal que:

existen i1, . . . , ir P t1, . . . , nu distintos dos a dos tales que σpi1q “ i2, σpi2q “ i3, . . . ,
σpir q “ i1,

σpxq “ x para todo x P t1, . . . , nuzti1, . . . , iru

Notamos σ “ pi1 . . . ir q. Decimos que r es la longitud del ciclo. Un 2-ciclo se llama una
transposición.

Observación 1.10.2. pi1 . . . ir q “ pi2 . . . ir i1q “ ¨ ¨ ¨ “ pir i1 . . . ir´1q,

Si σ “ pi1 . . . ir q entonces |σ| “ r y σ´1 “ pir . . . i1q,

Si σ P Sn es un r -ciclo y x P t1, . . . , nu es tal que σpxq “ x , entonces

σ “ px σpxq . . .σr´1
pxqq

Hay npn ´ 1q . . . pn ´ r ` 1q

r
r -ciclos diferentes en Sn. El factor 1

r
se debe al primer ítem

de esta observación.

Definición. Dos ciclos pi1 . . . ir q, pj1 . . . jsq se dicen disjuntos si mueven lugares diferentes, i.e.
si

ti1, . . . , iru X tj1, . . . , jsu “ H

Observación 1.10.3. Dos ciclos disjuntos conmutan.

Teorema 1.59. Si σ P Sn, σ “ id entonces σ se escribe en forma única (a menos de orden)
como producto de ciclos disjuntos.
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Demostración. Sea G “ xσy, y notemos In “ t1, . . . , nu. Tenemos una acción

G ˆ In Ñ In, σj
¨ i ÞÑ σj

piq

In se descompone como unión disjunta de órbitas:

In “ I σn \
t
ğ

i“1

opxiq

donde I σn es el conjunto de puntos fijos, y |opxiq| ą 1, @i “ 1, . . . , t. Pero

opxiq « G{Gxi
, σr

pxiq Ø σr

y como Gxi
ă G “ xσy entonces existe mi P Z` tal que Gxi

“ tσmi u, de donde G{Gxi
“

tid,σ, . . . ,σmi´1u. Por lo tanto a través de la biyección,

opxiq “ txi ,σpxiq . . . ,σmi´1pxiqu

Para todo i “ 1, . . . , t considero σi “ pxiσpxiq . . .σ
mi´1pxiqq, son ciclos disjuntos pues las

órbitas lo son, y se tiene σ “ σ1 . . .σt .

Unicidad: una descomposición σ “ σ1 . . .σt en producto de ciclos disjuntos se corresponde
con una descomposición de In en órbitas (ignorando ciclos de largo 1 y órbitas con un solo
elemento). Podemos olvidarnos los ciclos de largo 1, cambiar el orden de los ciclos, y cambiar
cómo escribimos los ciclos (escogiendo diferentes posiciones iniciales, i.e. representantes para las
órbitas) pero nada más, pues por la correspondencia las órbitas de σ deben ser respetadas.

La prueba describe un algoritmo para hallar la descomposición: miro adónde va a parar
el 1, luego adónde va a parar σp1q, luego σ2p1q hasta que se cierre el ciclo. Luego tomo un
elemento que no haya tocado en el ciclo recién construido, y repito el procedimiento. Así hasta
agotar los elementos de la permutación.

Ejemplo 1.10.4.
ˆ

1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

˙

“ p13qp245q.

Observación 1.10.5. Como los ciclos disjuntos conmutan (luego pσiσjq
n “ σn

i σ
n
j ), se deduce

(ejercicio) que si σ “ σ1 . . .σr es la descomposición en ciclos disjuntos, entonces

|σ| “ mcmp|σ1|, . . . , |σr |q

Corolario 1.60. Toda permutación se escribe como producto de transposiciones (no necesa-
riamente de forma única).

Demostración. Basta ver que todo ciclo lo verifica, pero

pi1 . . . ir q “ pi1ir qpi1ir´1q . . . pi1i3qpi1i2q

Observación 1.10.6. Analicemos este ejemplo para clarificar cómo se lee un producto de ciclos.
Empezamos de derecha a izquierda. Primero vemos que i1 va a parar a i2. Ahora buscamos si
i2 aparece alguna vez más en los ciclos posteriores. Como no aparece, entonces i1 va a parar
a i2. Ahora, i2 en el primer ciclo va a parar a i1, y en el segundo ciclo i1 va a parar a i3, que
no vuelve a aparecer, luego i2 va a parar a i3, y así sucesivamente.
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El siguiente teorema es de un alto interés teórico. Nos dice que un grupo cualquiera puede
ser pensado como subgrupo de un grupo de permutaciones. Un ejemplo claro de este fenómeno
es el grupo diedral Dn, que podemos pensar como subgrupo (propio) de Sn.

Teorema 1.61 (Cayley). Sea G grupo. Existe un monomorfismo α : G Ñ SympG q.

Demostración. Definimos αpgqpxq “ gx , i.e. αpgq es multiplicar a la izquierda por g : es la
representación regular de G . αpgq P SympG q pues tiene como inversa a αpg´1q. α es un
morfismo:

αpgg 1qpxq “ pgg 1qx “ gpg 1xq “ αpgqpαpg 1qpxqq @x P G ñ αpgg 1q “ αpgqαpg 1q

Es inyectiva: αpgq “ αpg 1q ñ gx “ g 1x @x P G , en particular para e, luego g “ g 1.

Observación 1.10.7. Podemos ver entonces a un grupo G de orden n como subgrupo de
Sn, pero a lo mejor podemos verlo como subgrupo de un grupo simétrico más pequeño. Por
ejemplo, Dn tiene orden 2n. Cayley nos dice que podemos verlo como subgrupo de S2n, pero
Dn puede verse como subgrupo de Sn, enumerando los vértices del n-ágono.

Por otro lado, hay ejemplos de grupos donde el orden del grupo simétrico dado por Cayley
no puede disminuirse. Tomemos el grupo de los cuaterniones Q, y veamos que no es subgrupo
de Si para cualquier i ď 7. En otras palabras, veamos que no existe una acción fiel de Q sobre
un conjunto A de i elementos, para i ď 7.

En efecto, sea ρ : Q Ñ SympAq un morfismo. Si a P A, entonces |Q : Qa| “ |opaq| ď 7,
luego por Lagrange |Q : Qa| P t1, 2, 4u, i.e. |Qa| P t2, 4, 8u y Qa es un subgrupo no trivial de
Q.

Ahora, recordemos que ker ρ “
Ş

xPA

Qx (observación 1.9.9). Por otro lado, es sencillo

observar que todo subgrupo no trivial de Q contiene al subgrupo x´1y, por lo tanto el núcleo
de ρ no es trivial, luego ρ no puede ser inyectiva.

1.10.1. Conjugación en Sn

La conjugación en Sn tiene una interpretación sencilla y similar a la conjugación de matrices.
Dos permutaciones serán conjugadas si y sólo si “hacen lo mismo” pero en lugares diferentes.
Pensemos en lo que sucede con las matrices. La matriz conjugada BAB´1 especifica la misma
transformación lineal que A pero sobre una base nueva. En efecto, BAB´1 actúa de esta
manera sobre los vectores vistos como combinación lineal de la base nueva:

B´1 expresa el vector en la base original,

A hace la transformación original,

B expresa los vectores transformados a la base nueva.

Lo mismo va a estar sucediendo con las permutaciones en Sn. Consideremos στσ´1.
Podemos pensar que tenemos n cosas con etiquetas viejas 1, . . . , n y στσ´1 es la misma
permutación pero reetiquetando las cosas: se la aplicamos a una permutación con las nuevas
etiquetas,

σ´1 convierte las etiquetas nuevas a las viejas,
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τ hace la transformación original,

σ reetiqueta las cosas transformadas con las etiquetas nuevas.

De esta manera podemos pasar por ejemplo de p123qp45q a p513qp24q con σ “ p235q
(verificarlo).

Definición. Decimos que dos permutaciones son del mismo tipo si consisten del mismo
número de ciclos disjuntos del mismo largo.

Adoptaremos una notación para el tipo de una permutación que es más sencillo de describir
mediante un ejemplo:
Ejemplo 1.10.8. p12qp3456q y p123qp456q no son del mismo tipo.

p12q y p34q son del mismo tipo que notamos 2,

p12qp34q y p13qp24q son del mismo tipo que notamos 2 2,

p523qp14q y p617qp32q son del mismo tipo que notamos 3 2, etc.

Proposición 1.62. Dos permutaciones en Sn son conjugadas en Sn si y sólo si son del mismo
tipo. En particular, todos los r -ciclos son conjugados en Sn.

Demostración. (ñ) Basta ver que conjugar un r -ciclo es un r -ciclo. Sea σ P Sn, entonces

σ pi1 . . . ir q “ pσpi1q . . .σpir qqσñ σ pi1 . . . ir qσ
´1
“ pσpi1q . . .σpir qq (1.13)

La primera igualdad es un juego de palabras: primero mover las letras y luego aplicar σ es lo
mismo que primero aplicar σ y luego mover las letras movidas por σ.

(ð) Escribo τ “ pi1 . . . ir q . . . pj1 . . . jsq, η “ pi 11 . . . i 1r q . . . pj
1
1 . . . j 1sq. Definamos σ:

σ “

ˆ

i1 . . . ir . . . j1 . . . js
i 11 . . . i 1r . . . j 11 . . . j 1s

˙

y se tiene que στσ´1 “ η, como queríamos. Observar que σ hace lo que describíamos en la
discusión informal anterior: “reetiquetar las cosas transformadas con las etiquetas nuevas”.

Observación 1.10.9. La igualdad (1.13) es interesante. No sólo nos dice que conjugar un ciclo
τ es un ciclo, sino además qué ciclo. En particular si τ manda k en l entonces la conjugación
στσ´1 manda σpkq en σplq.

Miremos la ecuación de clases en este caso particular. Si la cantidad de clases de conjugación
de Sn es k y xi son representantes (por lo tanto aparece una permutación de cada tipo), notando
cpxiq la clase de conjugación de xi :

|Sn| “ 1`
k
ÿ

i“1

|cpxiq|

Analicemos el caso particular de S4: tenemos 4 clases de conjugación no triviales,15

15Ignorar la última columna hasta no haber leído la sección 1.10.2.
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Tipo de permutación Representante # en la clase de conj. Paridad
1 id 1 par
2 p12q 6 impar
3 p123q 8 par

2 2 p12qp34q 3 par
4 p1234q 6 impar

Observación 1.10.10.

La tercera columna corresponde a la ecuación de clases.

Es fácil verificar que los elementos de tipo 2 2 junto con la identidad forman un subgrupo
de S4 (y de A4, ver sección 1.10.3). Siendo además unión de clases de conjugación, es
por lo tanto un subgrupo normal de orden 4 (de A4 y de S4), sin elementos de orden 4
y por lo tanto isomorfo a V. Esto muestra que S4 (y A4) no son simples.

1.10.2. Signo de una permutación
Teorema 1.63. Si σ P Sn se descompone como dos productos de transposiciones:

σ “ τ1 . . . τr “ τ
1
1 . . . τ

1
r 1

entonces r ” r 1 (mód 2).

Demostración. Observemos primero que τ´1 “ τ para cualquier transposición τ. Entonces
combinando las dos igualdades obtenemos una representación de la permutación identidad
como producto de r ` r 1 transposiciones:

id “ σσ´1 “ τ1 . . . τrτ
1
r 1 . . . τ

1
1

Basta entonces probar que la identidad sólo se puede escribir como un número par de trans-
posiciones, pues entonces r ` r 1 es par y se deduce la tesis. Escribamos pues

id “ pa1b1q . . . pakbkq

con k ě 1 y ai “ bi . Veamos que k es par por inducción en k .
El caso k “ 1 no se puede dar pues la identidad no se puede escribir como una transposición

no trivial. Supongamos entonces que si la identidad se escribe como producto de menos de k
transposiciones entonces k es par.

Alguna de las pai biq para i ě 2 debe mover a1 si queremos que ese producto sea la
identidad. Esto es, algún pai biq tiene a a1, podemos suponer que algún ai “ a1.

Afirmo que podemos suponer i “ 2, en cuyo caso

id “ pa1b1qpa1b2qσ
1 (1.14)

En efecto, si i no es 2 entonces de todas maneras podemos correr pa1biq hasta el comienzo:
si a, b, c , d son números diferentes entonces las fórmulas

pcdqpabq “ pabqpcdq, pbcqpabq “ pacqpbcq
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muestran que cualquier producto de dos transposiciones en el que el segundo factor mueve a
y el primero no, puede ser escrito como producto de dos transposiciones en las que el primer
factor mueve a y el segundo no. Aplicamos esto i ´ 2 veces y obtenemos la forma deseada.

Suponemos entonces i “ 2. Si b2 “ b1 entonces la ecuación (1.14) reduce la identidad a
un producto de k ´ 2 transposiciones. Por hipótesis de inducción k ´ 2 es par, luego k es par,
y terminamos.

En el caso b2 “ b1 se tiene pa1b1qpa1b2q “ pa1b2qpb1b2q, y por lo tanto

id “ pa1b2qpb1b2qpa3b3q . . . pakbkq

Repetimos el argumento anterior: alguno de los ai para i ě 4 debe mover a3. O reducimos el
número de transposiciones en dos en una descomposición de la identidad, y terminamos por
hipótesis de inducción, o de nuevo reescribimos la descomposición con el mismo número de
transposiciones pero con una transposición menos que mueve a1.

Este proceso debe terminar llegando al caso en que dos transposiciones se cancelan, porque
no podemos terminar con una descomposición de la identidad como producto de transposiciones
en que solo la primera mueve a1. Por lo tanto k es par.

El teorema anterior nos permite hacer la siguiente

Definición. Si σ P Sn se escribe como producto de r transposiciones, definimos su signo
como εpσq “ p´1qr . Decimos que σ es par si tiene signo 1, de lo contrario es impar.

Ejemplo 1.10.11. Una transposición tiene signo -1.

La identidad se escribe como p12qp12q, por lo tanto tiene signo 1.

La descomposición de un r -ciclo en r ´ 1 transposiciones

pi1 . . . ir q “ pi1ir qpi1ir´1q . . . pi1i3qpi1i2q

muestra que un r -ciclo es par si y sólo si r es impar.

Teorema 1.64. Existe un único morfismo no trivial Sn Ñ Z˚ “ t˘1u, y este morfismo es
ε : Sn Ñ t˘1u.

Demostración. Existencia: Ya sabemos que ε no es trivial pues vale ´1 en toda transposición.
Es morfismo: sean σ,σ1 P Sn tales que se escriben como producto de k , k 1 transposiciones
respectivamente. Entonces σσ1 se escribe como producto de k ` k 1 transposiciones, por lo
tanto

εpσσ1q “ p´1qk`k 1
“ p´1qkp´1qk

1

“ εpσqεpσ1q

Unicidad :
Paso 1: Si τ P Sn es una transposición, entonces hpτq “ hp12q.
Si τ “ p12q ya está.
Si τ mueve o 1 o 2 (no ambos): supongo que mueve a 1, el otro caso es análogo. Entonces

τ “ p1bq, b ą 2. Observar que
p1bq “ p2bqp12qp2bq

y si le aplicamos h a la ecuación, nos queda

hp1bq “ hp2bqhp12qhp2bq “ rhp2bqs2hp12q “ hp12q
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usando que hp12q y hp2bq conmutan pues t˘1u es conmutativo, y que en t˘1u todo elemento
es idempotente (i.e. 12 “ p´1q2 “ 1).

Si τ no mueve ni a 1 ni a 2, entonces τ “ pabq, a, b ą 2. Observar que

pabq “ p1aqp2bqp12qp2bqp1aq

y si le aplicamos h a la ecuación, nos queda

hpabq “ hp1aqhp2bqhp12qhp2bqhp1aq “ rhp1aqs2rhp2bqs2hp12q “ hp12q

por las mismas razones de antes.

Paso 2: El valor de hpσq para cualquier permutación σ.
Escribo σ como producto de k transposiciones. Por el Paso 1, las k transposiciones tienen

la misma imagen por h, llamémosle u P t˘1u, luego hpσq “ uk .
Si u “ 1, h es trivial, y si u “ ´1 entonces hpσq “ p´1qk “ εpσq para todo σ P Sn.

1.10.3. El grupo alternado
Definición. Sea n ě 3. El grupo alternado en n letras, notado An, es el subgrupo de Sn que
consiste de las permutaciones pares.

Observación 1.10.12. An “ ker ε, por lo tanto An Ÿ Sn.

Más aún, es de índice 2: ε : Sn Ñ t˘1u es un morfismo sobreyectivo, por lo tanto
Sn

An
» t˘1u, luego |Sn : An| “ | Sn

An
| “ 2 ñ |An| “ n!

2
.

Proposición 1.65. El grupo alternado An está generado por los 3-ciclos.

Demostración. Si σ P An, σ “ id entonces σ es producto de un número par de transposiciones.
Veamos entonces que el producto no trivial de dos transposiciones puede ser escrito como
producto de 3-ciclos:

pijqpklq “

#

pi j lq si j “ k

pi jkqpjklq si i , j , k , l son distintas

que son todos los casos posibles de un producto de dos transposiciones, i.e. o todas las letras
son distintas, o podemos suponer que las de en medio son las iguales.

Lema 1.66. Si G es un grupo finito y NŸG entonces todo elemento de G con orden coprimo
a |G : N | está en N . En particular, si N tiene índice 2 entonces todo elemento de G con orden
impar está en N .

Demostración. Sea g P G de orden m coprimo con |G : N |. La ecuación g m “ e se transforma
en g m “ e en G{N . Además g |G{N| “ g |G :N| “ e, luego el orden de g en G{N divide a m y a
|G : N |, que son coprimos, por lo tanto g “ e, i.e. g P N .

Veamos ahora que A4 no es Lagrangiano:

Proposición 1.67. Ningún subgrupo de A4 tiene índice 2.
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Demostración. Si A4 tiene un subgrupo de índice 2, entonces tiene orden 6. Por otro lado,
por el lema anterior tiene a todo elemento de A4 de orden impar. Pero hay 8 elementos de
orden 3 en A4 (los 8 diferentes 3-ciclos), absurdo.

Ya vimos en 1.10.10 que A4 no es simple. Veamos que es la excepción. Para ello, probamos
primero algunos lemas.

Por la proposición 1.62, ya sabemos que los 3-ciclos son conjugados en Sn. Ahora nos
preguntamos si son conjugados como elementos de An. Cuando n “ 4 no, por ejemplo p123q
y p132q no son conjugados en A4. Pero para n ě 5 sí:

Lema 1.68. Si n ě 5, los 3-ciclos son conjugados en An.

Demostración. Como la conjugación es una relación de equivalencia, basta ver que cualquier
3-ciclo σ P An es conjugado a p123q en An. Por la proposición 1.62, existe π P Sn tal que

p123q “ πσπ´1

Si π P An ya está. Si no, sea π1 “ p45qπ P An: como p45q´1 “ p45q entonces

π1σπ1
´1
“ p45qπσπ´1p45q “ p45qp123qp45q “ p123q

Lema 1.69. A5 es simple.

Demostración. Sea N Ÿ A5, N “ tidu. Si probamos que N contiene un 3-ciclo terminamos,
pues por normalidad de N y el lema 1.68, N los contiene a todos, y por 1.65 se tiene que
N “ An.

Sea σ P N , σ “ id. Entonces σ tiene orden 3, 4 o 5, luego es de tipo 3, 2 2, o 5. Si σ es
de tipo 3 ya está. Si σ “ pabqpcdq, entonces N contiene

PN pues NŸA5

ppabeqpabqpcdqpabeq´1qpabqpcdq “ pbeqpcdqpabqpcdq “ paebq

Si σ “ pabcdeq entonces N contiene
PN pues NŸA5

ppabcqpabcdeqpabcq´1qpabcdeq´1 “ padebcqpaedcbq “ pabdq

En cualquier caso N contiene un 3-ciclo, y ya está.

Lema 1.70. Si n ě 5 entonces toda σ P An, σ “ id tiene una conjugada σ1 “ σ que coincide
con σ en algún i , i.e. tal que σpiq “ σ1piq para algún i “ 1, . . . , n.

Demostración. Sea σ P An, σ “ id. Escribimos σ como producto de ciclos disjuntos y notamos
r a la mayor longitud de ciclo que aparece en la descomposición. Reetiquetando los índices
podemos suponer

σ “ p1 . . . rqπ

donde p1 . . . rq y π son disjuntos.
Si r ě 3, sea τ “ p345q y σ1 “ τστ´1. Entonces

σ1p1q “ τστ´1p1q “ τσp1q “ τp2q “ 2 “ σp1q

σ1p2q “ τστ´1p2q “ τσp2q “ τp3q “ 4 “ 3 “ σp2q
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y ya está. Si r “ 2 entonces σ es producto de transposiciones disjuntas. Si es producto de al
menos tres, entonces n ě 6 y reetiquetando (ver observación 1.10.13) podemos suponer

σ “ p12qp34qp56q . . .

Sea τ “ p12qp35q y σ1 “ τσ̃τ´1. Entonces

σ1p1q “ τστ´1p1q “ τσp2q “ τp1q “ 2 “ σp1q

σ1p3q “ τστ´1p3q “ τσp5q “ τp6q “ 6 “ 4 “ σp3q

y ya está. Si es producto de dos transposiciones disjuntas, entonces reetiquetando podemos
suponer

σ “ p12qp34q . . .

Sea τ “ p132q y σ1 “ τστ´1 “ p13qp24q. Entonces σ1 “ σ y ambos fijan 5.

Observación 1.10.13. ¿Por qué podemos hacer esas suposiciones acerca de cómo es σ? Es
decir, si σ tiene un ciclo pi1 . . . ir q, ¿por qué podemos suponer que es p1 . . . rq? Si el lector ya
está convencido, sírvase seguir adelante con su lectura. De lo contrario, aquí va una explicación
más formal.

Consideremos una permutación τ P Sn tal que 1 ÞÑ i1, . . . , r ÞÑ ir . Consideremos

τAnτ
´1
“ tτψτ´1 : ψ P Anu

Definamos el isomorfismo φ : An Ñ τAnτ
´1, ψ ÞÑ τψτ´1. φ : σ ÞÑ τστ´1, y como

pi1 . . . ir q es el ciclo más largo de σ en An, entonces

τστ´1pi1 . . . ir q
1,13
“ pτpi1q . . . τpir qq “ p1 . . . rq

es el ciclo más largo de τστ´1 en τAnτ
´1. Entonces, “reetiquetando σ” significa trabajar

mediante el isomorfismo φ con στσ´1 en τAnτ
´1.

Teorema 1.71. An es simple si y sólo si n “ 3 o n ě 5. En particular, para estos n An no
tiene subgrupos de índice 2.

Demostración. Ya vimos en el ejemplo 1.10.10 que A4 no es simple. Además A3 es simple
porque es de orden 3. Basta ver que si n ě 5 entonces An es simple.

Por inducción en n. Por el lema 1.69, podemos suponer n ě 6. Consideremos la acción
natural An ˆ t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu, y consideremos los subgrupos estabilizadores Gi que
fijan i , de manera que Gi » An´1 que es simple por hipótesis de inducción (y porque n ě 6).

Sea N Ÿ An, N “ tidu. Veremos que N “ An probando que N contiene un 3-ciclo. Sea
σ P N , σ “ id. Por el lema 1.70, existe σ1 conjugada de σ tal que σ1 “ σ, σ1piq “ σpiq para
algún i . Como N Ÿ An entonces σ1 P N .

Entonces σ´1σ1 P N no es la identidad y fija i :

σ´1σ1piq “ σ´1pσpiqq “ i

por lo tanto N X Gi es un subgrupo no trivial de Gi , y es normal en Gi pues lo es en An.
Pero Gi es simple, luego N X Gi “ Gi , por lo tanto Gi Ă N . Pero Gi contiene un 3-ciclo
(construido con 3 índices cualesquiera diferentes de i), entonces N también contiene un 3-ciclo
y ya está.
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Corolario 1.72. Si n ě 5, el único subgrupo normal propio de Sn es An. En particular Sn

tiene un único subgrupo de índice 2, que es An.

Demostración. Sea N Ÿ Sn propio. Entonces N X An Ÿ An, que es simple.
Si N X An “ An, entonces N Ą An que tiene índice 2 en Sn, luego N “ An o N “ Sn.
Si N X An “ teu, el mapa π |N : N Ñ Sn

An
, n ÞÑ n es inyectivo, luego N tiene orden 1 o

2. Pero N no puede tener orden 2, pues al ser normal es unión de clases de conjugación, y
no hay una clase de conjugación unitaria no trivial en Sn por el corolario ?? (recordando que
una clase de conjugación es unitaria si y sólo si el elemento está en el centro, ver observación
1.9.6). Entonces N “ teu.
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1.11. Series subnormales
Definición. Sea G grupo. Una cadena de subgrupos

teu “ G0 Ÿ G1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Gr “ G (1.15)

donde cada uno es normal en el siguiente, se llama una serie subnormal de G . Decimos que
los subgrupos Gi son subnormales en G . Si además cada Gi Ÿ G , entonces (1.15) se llama
serie normal de G .

Los grupos cociente Gi`1{Gi son los factores de la serie.

Una serie subnormal es más una “filtración” de G que una descomposición: si leemos
(1.15) de derecha a izquierda, es como ir imponiendo filtros cada vez más rigurosos a G .
Ejemplo 1.11.1. 1. Todo grupo tiene al menos una serie subnormal, que es la trivial teuŸG .

Si G es simple, entonces es la única.

2. Un grupo puede tener series subnormales con factores no isomorfos, por ejemplo
t0u Ÿ x2y Ÿ Z6 y t0u Ÿ x3y Ÿ Z6.

3. Dos grupos no isomorfos pueden tener series subnormales con factores isomorfos. Por
ejemplo, t0u Ÿ x2y Ÿ Z2n y t1u Ÿ xRy Ÿ Dn son series subnormales de Z2n y de Dn

respectivamente, con factores cíclicos de orden n y 2. Observar además que si n es una
potencia de 2 entonces Z2n no es un producto semidirecto de Z2 con Zn.

4. Si G es un producto directo, entonces induce una serie subnormal con factores isomorfos
a los factores del producto. Por ejemplo, si G “ H1 ˆ H2 ˆ H3, entonces

tpe, e, equ Ÿ H1 ˆ teu ˆ teu Ÿ H1 ˆ H2 ˆ teu Ÿ H1 ˆ H2 ˆ H3

es una serie subnormal de G con factores isomorfos a H1, H2 y H3.
Sin embargo, no toda serie subnormal proviene de una descomposición del grupo en
factores isomorfos a los factores de la serie. En el ejemplo anterior, los factores de Dn

son Zn y Z2, y Dn no es producto directo de éstos pues no es abeliano.

Definición. Una serie subnormal de G es un refinamiento de otra si introdujo más subgrupos
subnormales en medio. Si ninguno de los nuevos factores es el grupo trivial, entonces el
refinamiento es no trivial.

Proposición 1.73. 1. Si H ă G , entonces si intersectamos una serie subnormal de G
como (1.15) con H , obtenemos una serie subnormal para H :

teu “ H X G0 Ÿ H X G1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ H X Gr “ H

Además los factores sucesivos de esta serie son isomorfos a subgrupos de los factores
sucesivos de (1.15).

2. Si NŸG , entonces si (1.15) es una serie subnormal de G , obtenemos una serie subnormal
para G{N :

teu “ G 0 Ÿ G 1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ G r “ G{N (1.16)
donde G i :“ pNGiq{N . Además los factores sucesivos son isomorfos a cocientes de los
factores sucesivos de (1.15).
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Demostración. 1. Consideremos el morfismo obvio (incluir y proyectar): π : Hi`1 :“ H X
Gi`1 Ñ Gi`1{Gi . Entonces

ker π “ Hi`1 X Gi “ pH X Gi`1q X Gi “ H X Gi “ Hi

Entonces Hi Ÿ Hi`1, y además Hi`1{Hi es isomorfo a un subgrupo de Gi`1{Gi .

2. Al ser N Ÿ G y Gi ă G obtenemos NGi ă G para todo i .
Tenemos que N Ÿ NGi pues N Ÿ G . Entonces NGi{N Ÿ NGi`1{N pues Gi Ÿ Gi`1.
Obtenemos entonces que (1.16) es una serie subnormal para G{N .
Combinando los teoremas de isomorfismo con la observación NGi`1 “ pNGiqGi`1 se
obtiene

NGi`1{N

NGi{N

3erteo.
»

NGi`1

NGi
“
pNGiqGi`1

NGi

20teo.
»

Gi`1

Gi`1 X Gi N

3erteo.
»

Gi`1{Gi

pGi`1 X NGiq{Gi

luego los factores de (1.16) son isomorfos a cocientes de (1.15).

A continuación consideramos las series subnormales maximales:

Definición. Una serie subnormal que no se puede refinar no trivialmente y no tiene repeticiones
se llama serie de composición. La cantidad de subgrupos subnormales (descontando el trivial)
que aparecen en la descomposición es el largo de la serie de composición, por ejemplo r en
(1.15) si es una serie de composición.

Observación 1.11.2. Una serie subnormal no se puede refinar no trivialmente si y sólo si todos
los factores son simples. Esto se deduce de la correspondencia entre los subgupos normales
de un cociente H{N y los subgrupos normales de H .

Por lo tanto, una serie es de composición si y sólo si todos sus factores son simples y no
triviales.

De esta manera, una serie de un grupo abeliano es de composición si y sólo si sus factores
tienen orden primo.

Si pensamos en una serie subnormal como una “factorización” del grupo, un refinamiento
sería una factorización mayor, y una serie de composición sería como una factorización en
factores primos. Evitar las repeticiones sería como evitar unos en una factorización.
Ejemplo 1.11.3. 1. Un refinamiento no trivial de t1u Ÿ xR2y Ÿ Dn es t1u Ÿ xR2y Ÿ xRy Ÿ

Dn. Si n “ 4 esta serie no se puede refinar más pues todos los factores tienen or-
den 2: es una serie de composición para D4. Otra serie de composición para D4 es
t1u Ÿ xSy Ÿ xR2, Sy Ÿ D4. Ambas series de composición tienen los mismos factores.

2. t1u Ÿ xR2y Ÿ xRy Ÿ D6 y t1u Ÿ xR3y Ÿ xR3, Sy Ÿ D6 son dos series de composición de
D6. Ambas tienen factores una vez Z3 y dos veces Z2, pero aparecen en otro orden.
Probaremos que esto ocurre en general.

3. Una serie subnormal para S4 es t1u Ÿ A4 Ÿ S4, que a su vez podemos refinar (recordar
observación 1.10.10) a

t1u Ÿ V Ÿ A4 Ÿ S4 (1.17)
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V tiene como subgrupo normal al subgrupo cíclico U generado por un elemento de orden
2, y obtenemos entonces la serie

t1u Ÿ U Ÿ V Ÿ A4 Ÿ S4 (1.18)

que no se puede refinar no trivialmente porque cada subgrupo tiene índice primo en el
subgrupo siguiente. Ésta es entonces una serie de composición para S4 de largo 4.

Proposición 1.74. Todo grupo finito no trivial tiene una serie de composición.

Demostración. Por inducción en |G |. Empezamos con la serie subnormal trivial teuŸG . Si G
es simple entonces es una serie de composición y ya está. Si no, G tiene un subgrupo normal
no trivial N , y obtenemos teu Ÿ N Ÿ G{N .

Si N y G{N son simples, entonces es de composición y ya está. Si no, continuamos refinando
no trivialmente. Este proceso debe parar, pues G es finito y se tiene, por transitividad de
índices:

|G | “ |Gr : Gr´1| . . . |G2 : G1||G1 : G0| ě 2r

Observación 1.11.4. Los grupos infinitos pueden no tener una serie de composición. Por
ejemplo Z no tiene. En efecto, si t0u ŸmZ Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Z es una serie subnormal, entonces por
ejemplo t0u Ÿ 2mZŸmZŸ ¨ ¨ ¨ Ÿ Z también lo es.

Teorema 1.75 (Jordan-Hölder). Si G es un grupo no trivial y

teu “ G0 Ÿ G1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Gr “ G

teu “ G̃0 Ÿ G̃1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ G̃s “ G

son dos series de composición para G , entonces r “ s y para alguna permutación π P Sr se
tiene G̃i{ ˜Gi´1 » Gπpiq{Gπpiq´1 para 1 ď i ď r .

En otras palabras, el largo de una serie de composición para G es único, y los factores
(con multiplicidades) también (aunque no necesariamente aparecen en el mismo orden).

Observación 1.11.5. Esto nos permite especificar cómo “todo grupo finito (o más en general,
todo grupo que admite una serie de composición) está construido a partir de grupos simples”.
Dado un grupo G con una serie de composición, los factores determinan ciertos (únicos por
Jordan-Hölder) grupos simples Hi . Ya vimos en el tercer ejemplo de 1.11.1 que no podemos
esperar recuperar un único grupo solamente a partir del largo de una serie de composición y
de sus factores. Hay que especificar cómo los factores se juntan para formar un grupo mayor.
Hacer esta descripción equivale a describir las posibles extensiones de Hi ,

e // Ki
// Gi

// Hi
// e

donde Gi son los subgrupos subnormales de la serie de composición, Hi “ Gi{Gi´1, y Ki » Gi´1.
Por lo tanto, sabemos que un grupo que admite una serie de composición se construye tomando
extensiones de ciertos grupos simples, pero saber exactamente cómo es el problema de la
extensión que ya comentamos. El tercer ejemplo de 1.11.1 nos muestra que el problema de la
extensión no se resuelve con algo tan sencillo como un producto semidirecto.

Este problema está ausente en la analogía con los números primos, pues determinan un
único número que es la multiplicación.
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Para probar el teorema, empezamos con un lema técnico.

Lema 1.76 (Zassenhaus). Sea G grupo, A Ÿ A˚ ă G , B Ÿ B˚ ă G . Entonces se tiene
ApA˚ X Bq Ÿ ApA˚ X B˚q y BpB˚ X Aq Ÿ BpB˚ X A˚q, y hay un isomorfismo

ApA˚ X B˚q

ApA˚ X Bq
»

BpB˚ X A˚q

BpB˚ X Aq

Demostración. Probemos primero que AXB˚ŸA˚XB˚; intercambiando las letras obtenemos
también A˚ X B Ÿ A˚ X B˚.

Sea c P A X B˚, x P A˚ X B˚. Entonces xcx´1 P A pues c P A y x P A˚ Ź A. También
xcx´1 P B˚ pues c , x P B˚. Por lo tanto xcx´1 P AX B˚, y ya está.

Por lo tanto se tiene D :“ pAXB˚qpA˚XBqŸA˚XB˚. Definamos ahora un isomorfismo

ApA˚ X B˚q

ApA˚ X Bq
»

A˚ X B˚

D

en cuyo caso ya está, pues intercambiando las letras obtenemos otro isomorfismo

BpA˚ X B˚q

BpAX B˚q
»

A˚ X B˚

D

y componiendo isomorfismos obtenemos el deseado.

Sea ϕ : ApA˚ X B˚q Ñ pA˚ X B˚q{D, ax ÞÑ xD, donde a P A y x P A˚ X B˚.
ϕ está bien definida: si ax “ a1x 1, entonces pa1q´1a “ x 1x´1 P AXpA˚XB˚q “ AXB˚ ă D,

luego x 1x´1 P D, i.e. xD “ x 1D.
ϕ es morfismo: ϕpaxa1x 1q

AŸA1
“ ϕpa2xx 1q “ xx 1D “ ϕpaxqϕpa1xq.

Es un ejercicio sencillo verificar que ϕ es sobreyectiva y que ker ϕ “ ApA˚XBq; el primer
teorema de isomorfismo concluye la demostración.

Teorema 1.77 (de refinamiento de Schreier). Dos series subnormales de un grupo admiten
refinamientos equivalentes, i.e. con mismos factores. Esto es, dadas dos series subnormales,
podemos insertar subgrupos subnormales de manera que los factores sean isomorfos, contando
multiplicidades.

Demostración. Sean
teu “ G0 Ÿ G1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Gr “ G

y
teu “ G̃0 Ÿ G̃1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ G̃s “ G

series subnormales para G . La idea es insertar una copia de la segunda serie entre cada Gi y
Gi`1 de la primera serie, y una copia de la primera serie entre cada Gj y Gj`1 de la segunda
serie. El lema de Zassenhaus nos va a permitir probar que estas nuevas series largas son series
subnormales, refinamientos de las originales con factores isomorfos.

Sea Gi j “ GipGi`1 X G̃jq. Se tiene que Gi j ă Gi`1 pues Gi Ÿ Gi`1, luego Gi j ă Gipj`1q.
Obtenemos entonces la serie

¨ ¨ ¨ ă Gi ă Gi1 ă ¨ ¨ ¨ ă Gis “ Gi`1 ă . . .
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Análogamente, si G̃pq “ G̃ppG̃p`1 X Gqq, se obtiene la serie

¨ ¨ ¨ ă G̃p ă G̃p1 ă ¨ ¨ ¨ ă G̃ps “ G̃r`1 ă . . .

Ambas series largas tienen r s términos. Para cada i , j aplicamos el lema de Zassenhaus a los
subgrupos Gi Ÿ Gi`1 y G̃j Ÿ G̃j`1: nos dice que las dos series largas son series subnormales,
por lo tanto refinamientos de las series originales; y que hay un isomorfismo

Gi j

Gipj`1q
“

GipGi`1 X G̃j`1q

GipGi`1 X G̃jq
»

G̃jpG̃j`1 X Gi`1q

G̃jpG̃j`1 X Giq
“

G̃i j

G̃ipj`1q

La asociación Gi j{Gipj`1q ÞÑ G̃i j{G̃ipj`1q es una biyección, por lo tanto los dos refinamientos
son equivalentes.

Ahora el teorema de Jordan-Hölder es un sencillo corolario:

Demostración. Sea G un grupo con dos series de composición. Como una serie de composición
sólo se puede refinar de manera trivial, el teorema de Schreier nos dice entonces que ambas
series tienen factores isomorfos, contando multiplicidades.

Damos otro corolario del teorema de Schreier:

Corolario 1.78. Si G es un grupo con una serie de composición, entonces toda serie subnormal
se puede refinar a una serie de composición.

Demostración. Refinamos la serie subnormal y la serie de composición a un refinamiento
equivalente por Schreier. De nuevo, una serie de composición sólo se puede refinar trivialmente,
luego la serie subnormal se refina a una serie de composición.

Observación 1.11.6. La factorización única en números primos es un caso particular del teorema
de Jordan-Hölder para grupos cíclicos finitos:

Sea n ě 2. Como Zn es abeliano, una serie de composición de Zn tendrá factores cíclicos
de orden primo. Por lo tanto si (1.15) es una serie de composición para G “ Zn, y si
pi “ |Gi`1 : Gi |, entonces se tiene n “ p1 . . . pr , y obtenemos una factorización en primos de
n. Esto prueba la existencia de una factorización.

Si n “ p1 . . . pr es una factorización de n en números primos, entonces la serie

t0u Ÿ xp1 . . . pry Ÿ xp2 . . . pry Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ xpry Ÿ x1y “ Zn

es una serie de composición para Zn con factores primos de orden p1, . . . , pr . Comparando
esta serie con una serie subnormal arbitraria como (1.15) para G “ Zn, se tiene entonces, por
Jordan-Hölder, que dos descomposiciones de n en primos son iguales.

1.11.1. Grupos resolubles
Definición. Un grupo G es resoluble si existe una serie subnormal de G

teu “ G0 Ÿ G1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Gr “ G

tal que los factores Gi`1{Gi son abelianos. Decimos que esta serie es una serie abeliana.
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Ejemplo 1.11.7.

Todo grupo abeliano G es resoluble, tomando la serie trivial t0u Ÿ G .

S3 es un grupo no abeliano y resoluble, pues t1u Ÿ A3 Ÿ S3 tiene factores A3{t1u » Z3

y S3{A3 » Z2.

S4 también es resoluble, pues la serie (1.17) es abeliana: V {t1u » Z2ˆZ2, A4{V » Z3

y S4{A4 » Z2.
Obtenemos además que A4 es un grupo resoluble que no es Lagrangiano (recordar la
proposición 1.67).

Recordemos (ejemplo 1.2.4) que Z pSLnpkqq “ µnpkqIn. Tenemos entonces la serie

tInu Ÿ µnpkqIn Ÿ SLnpkq Ÿ GLnpkq

Si n no es primo, ésta no suele ser una serie de descomposición, pues µnpkq es cíclico
de orden n.
Esta serie no suele ser abeliana, pues (recordar ejemplos 1.2.4 y 1.3.9) mientras que
el primer y último cocientes son abelianos, SLnpkq{µnpkqIn “ PSLnpkq no suele ser
abeliano.

En el corolario 1.89 demostraremos que los grupos de orden pn son resolubles.

Teorema de Burnside: Todo grupo de orden paqb es resoluble. La demostración más
sencilla de este teorema usa la teoría de caracteres. Como corolarios, todo grupo de
orden paqb es simple; además, todo grupo finito no abeliano simple debe tener orden
divisible por tres primos diferentes.

Teorema de Feit-Thompson, 1963: Todo grupo finito de orden impar es resoluble.
La demostración de este teorema está muy lejos del alcance del humilde redactor de
estas notas. Lo enunciamos por completitud y como curiosidad, pero no usaremos el
resultado.

La siguiente proposición dice que “ser resoluble” es una propiedad cerrada bajo subgrupos,
cocientes, extensiones de grupos, y productos.

Proposición 1.79. Se cumple:

1. Si G es resoluble y H ă G , entonces H es resoluble.

2. Si G es resoluble y N Ÿ G , entonces G{N es resoluble.

3. Si N ŸG son tal que N y G{N son resolubles, entonces G es resoluble. En particular el
producto directo de grupos resolubles es resoluble.

4. Si H , K ă G son subgrupos resolubles, y H Ÿ G , entonces HK es resoluble.

Demostración. 1. Basta aplicar el primer ítem de 1.73 a una serie abeliana de G , y observar
que un subgrupo de un grupo abeliano es abeliano.
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2. Basta aplicar el segundo ítem de 1.73 a una serie abeliana de G , y observar que un
cociente de un abeliano es abeliano.

3. Sea teu “ N0 Ÿ N1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Nk “ N una serie abeliana de N . Recordando que los
subgrupos normales de un cociente K{N son de la forma H{N para H Ÿ K , una serie
abeliana de G{N es de la forma teu “ H0{N Ÿ H1{N Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Hs{N “ G{N , donde
Nk “ H0 Ÿ H1 ¨ ¨ ¨ Ÿ Hs “ G . Entonces una serie abeliana de G es

teu “ N0 Ÿ N1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Nk “ H0 Ÿ H1 Ÿ ¨ ¨ ¨ Ÿ Hs “ G

En particular, como H ˆ K{H » K , se deduce que H ˆ K es resoluble.

4. Por el segundo teorema de isomorfismo, HK{H » K{pH X K q, que es resoluble pues
es cociente de K (usando el segundo ítem de esta proposición). Tenemos entonces que
HK{H y H son resolubles, luego por el tercer ítem de esta proposición HK también es
resoluble.

Proposición 1.80. Un grupo finito es simple y resoluble si y sólo si es cíclico de orden primo.

Demostración. Si un grupo es cíclico de orden primo, entonces es abeliano y no tiene subgrupos
propios, luego es simple y resoluble.

Recíprocamente, sea G finito, simple y resoluble. Al ser simple, G admite una única serie
subnormal teu Ÿ G , y al ser G resoluble, G{teu » G debe ser abeliano. Por lo tanto todos
sus subgrupos son normales, luego al ser simple no puede tener subgrupos propios. Sea g P G ,
g “ 0. Entonces xgy “ t0u, y como G no tiene subgrupos propios debe ser G “ xgy, i.e. G
es cíclico. Pero un grupo cíclico finito tiene subgrupos para todos los divisores del orden del
grupo (ver ejercicio 10), luego el orden de G debe ser primo.

Corolario 1.81. Son equivalentes:

1. G es finito y resoluble,

2. G tiene una serie normal con factores cíclicos de orden primo,

3. G tiene una serie de composición con factores cíclicos de orden primo.

Demostración. (1 ñ 2 ñ 3) G tiene una serie abeliana: sus factores son finitos, abelianos y
resolubles por la proposición 1.79: entonces por la proposición anterior, deben ser cíclicos de
orden primo. Ésta es además su serie de composición, pues sus factores son no triviales de
orden primo (observación 1.11.2).

(3ñ 1) Si G tiene una serie de composición con factores cíclicos de orden primo, entonces
es una serie abeliana de G .

Corolario 1.82. Si n ě 5, entonces An y Sn no son resolubles.

Demostración. Ya sabemos que An es simple si n ě 5 (teorema 1.71), luego al ser finito, para
ser resoluble debería ser cíclico de orden primo, y no lo es.

Por el corolario 1.72, la única serie de composición de Sn es t1u Ÿ An Ÿ Sn. Si Sn fuera
resoluble, entonces al ser finito, por el corolario anterior los factores deberían ser cíclicos de
orden primo. Pero An no es cíclico de orden primo, entonces ya está.
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Para terminar la sección, damos otra caracterización de los grupos resolubles.

Definición. Sea G grupo, x , y P G . El conmutador de x e y es

rx , y s :“ x´1y´1xy

El nombre se debe a que xy “ yxrx , y s.

Proposición 1.83. Los conmutadores cumplen las siguientes propiedades:

xy “ yx ðñ rx , y s “ e.

rx , y s´1 “ ry , xs.

Si ϕ : G Ñ H es morfismo de grupos, entonces ϕprx , y sq “ rϕpxq,ϕpyqs. En particular
g rx , y sg´1 “ rgxg´1, gyg´1s.

Demostración. El único ítem que no es obvio es el último:

ϕprx , y sq “ ϕpx´1y´1xyq “ ϕpxq´1ϕpyq´1ϕpxqϕpyq “ rϕpxq,ϕpyqs

Se deduce g rx , y sg´1 “ rgxg´1, gyg´1s tomando H “ G y ϕ la conjugación por g .

Definición. El subgrupo de G generado por todos los conmutadores se llama subgrupo
conmutador o subgrupo derivado, y se nota rG , G s o G 1.

Proposición 1.84. Sea G grupo.

G es abeliano si y sólo si G 1 “ teu.

G 1 char G ,16 en particular G 1 Ÿ G .

Si G 1 ă H ă G entonces H Ÿ G .

G{G 1 es abeliano.

Si N Ÿ G , entonces G{N es abeliano si y sólo si G 1 ă N .

Demostración. G es abeliano ðñ rx , y s “ e @x , y P G ðñ G 1 “ teu.

Todo elemento de G 1 es de la forma rx1, y1s . . . rxn, yns. Sea ϕ P AutpG q. Entonces

ϕprx1, y1s . . . rxn, ynsq “ ϕprx1, y1sq . . .ϕprxn, ynsq

“ rϕpx1q,ϕpy1qs . . . rϕpxnq,ϕpynqs P G 1

luego G 1 char G .

Sea H tal que G 1 ă H ă G y sean g P G , h P H . Se tiene

pghg´1q´1 “ g´1hg “ phh´1qpg´1hgq “ hrh, g s P H

luego ghg´1 P H y H Ÿ G .
16Más aún, G 1 es invariante bajo cualquier endomorfismo de G . Un tal subgrupo se dice totalmente

característico (“fully characteristic” en inglés).
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Sean xG 1, yG 1 P G{G 1. Se tiene

pxG 1
qpyG 1

q “ pyG 1
qpxG 1

q ðñ xyG 1
“ yxG 1

ðñ x´1y´1xy P G 1
ðñ rx , y s P G 1

lo cual es cierto, luego G{G 1 es abeliano.

Si G 1 ă N , entonces por el tercer teorema de isomorfismo G{N » pG{G 1q{pN{G 1q que
es un cociente de un grupo abeliano por el ítem anterior, luego G{N es abeliano.
Recíprocamente, si G{N es abeliano entonces pxNqpyNq “ pyNqpxNq, luego rx , y s “
x´1y´1xy P N . Entonces todos los conmutadores están en N , luego el subgrupo que
generan también, i.e. G 1 ă N .

Observación 1.11.8. Las últimas dos propiedades nos dicen que G 1 es el menor subgrupo
normal de G tal que el cociente es abeliano.

De esta manera, el tamaño del subgrupo conmutador nos da una idea de “cuán lejos” está
el grupo de ser abeliano: a menor subgrupo conmutador, más “abelianidad”. Es un rol “dual”
al que cumple el centro: a mayor centro, más “abelianidad”.

Más evidencia de esta “dualidad” es que todo subgrupo contenido en el centro es normal,
mientras que todo subgrupo que contiene al conmutador es normal.

Definición. Sea G grupo. El grupo abeliano G{G 1 se llama abelianización de G y se denota
Gab.

Proposición 1.85 (Propiedad universal de la abelianización). Sea G grupo. Entonces cualquier
homomorfismo de grupos f : G Ñ A donde A es un grupo abeliano se factoriza a través de
Gab. Es decir: existe un único morfismo f̃ tal que el siguiente diagrama conmuta:

G

π
��

f // A

Gab

f̃

>>

Demostración. Si g , h P G entonces

f prg , hsq “ f pg´1h´1ghq “ f pgq´1f phq´1f pgqf phq “ rf pgq, f phqs “ e

pues A es abeliano. Por lo tanto G 1 Ă ker f , y la existencia y unicidad de f̃ se siguen de la
propiedad universal del cociente.

Definición. Definimos el subgrupo derivado n-ésimo por recursión:

G p0q :“ G G pn`1q :“ pG pnq
q
1

Esto es, el derivado n-ésimo es el conmutador del conmutador del conmutador... n veces. La
serie derivada de G es

G “ G p0q
Ź G 1

“ G p1q
Ź ¨ ¨ ¨ Ź G pnq

Ź . . .

Observación 1.11.9. Como los subgrupos conmutadores son característicos y la propiedad de
ser característico es transitiva, la serie derivada es una serie normal.
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Teorema 1.86. Un grupo es resoluble si y sólo si tiene una serie derivada que estabiliza, i.e.
si existe un n P Z` tal que

G “ G p0q
Ź G 1

“ G p1q
Ź ¨ ¨ ¨ Ź G pnq

“ teu

Además la serie derivada es la menor serie abeliana de un grupo resoluble.

Demostración. Si n P Z` es tal que G pnq “ teu, entonces su serie derivada es una serie
resoluble para G , pues G piq{G pi`1q es abeliano.

Recíprocamente, sea
G “ G0 Ź G1 Ź ¨ ¨ ¨ Ź Gn “ teu

una serie abeliana de G . Como G{G1 es abeliano, entonces G1 ą G 1. Además G2 Ÿ G1, luego
G 1G2 ă G1. El segundo teorema de isomorfismo nos da G 1{pG 1XG2q » G 1G2{G2 ă G1{G2 que
es conmutativo, luego G 1{pG 1 XG2q es conmutativo, luego G 2 ă G 1 XG2 ă G2. Continuando
por inducción, se tiene G piq ă Gi para todo i , y por lo tanto G pnq “ teu.
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1.12. p-grupos y los teoremas de Sylow
Definición. Sea p primo. Un p-grupo es un grupo finito G tal que |G | “ pn para algún n P N.

Proposición 1.87. Un grupo finito G es un p-grupo si y sólo si todo elemento tiene orden
una potencia de p.

Demostración. (ñ) Por el teorema de Lagrange.

(ð) Supongamos que existe q primo distinto de p tal que q � |G |. Entonces por Cauchy
G tiene un elemento de orden q, que no es una potencia de p, absurdo.

Observación 1.12.1. La proposición anterior nos habilita a definir un p-grupo G más general-
mente como un grupo donde todo elemento tiene orden una potencia de p, y entonces G no
tiene por qué ser finito. Como no trabajaremos con estos p-grupos infinitos, no nos hacemos
problema con esta disquisición.

Teorema 1.88. Todo p-grupo no trivial G tiene centro no trivial. Equivalentemente, si G es
un p-grupo no trivial, entonces p � |Z pG q|.

Demostración. La equivalencia se sigue del teorema de Lagrange. Probemos la segunda for-
mulación. Sea G un p-grupo no trivial. Entonces |G : CG pyq| es una potencia de p, para todo
y en la ecuación de clases:

|G | “ |Z pG q|`
ÿ

|G : CG pyq|

Como |G : CG pyq| ą 1, entonces |G : CG pyq| es una potencia de p que no es p0 para todo y ,
luego p �

ř

|G : CG pyq|. Pero además p � |G |, luego p � |Z pG q|.

Corolario 1.89. Todo p-grupo finito es resoluble.

Demostración. Por inducción en el orden de G . Como el centro Z pG q es no trivial, la hipótesis
de inducción nos da que G{Z pG q es resoluble. Por el tercer ítem de 1.79, como Z pG q y
G{Z pG q son resolubles, entonces G es resoluble.

Teorema 1.90. Todo p-grupo tiene subgrupos normales de todos los órdenes posibles.

Demostración. Sea G grupo, |G | “ pn. Veamos que G tiene subgrupos normales de orden
pm, para todo m ď n, por inducción en n. Para n “ 0 el resultado es trivial.

Supongamos que el resultado vale para grupos de orden n ´ 1. Si |G | “ pn, por el
teorema anterior p � |Z pG q|. El teorema de Cauchy nos dice que existe g P Z pG q de orden p.
Consideremos el subgrupo de orden p, N “ xgy Ÿ G , pues xgy ă Z pG q.

Consideremos ahora el cociente G{N : es un grupo de orden |G |{|N | “ pn´1, luego por
hipótesis de inducción G{N tiene subgrupos normales de orden pm para todo m ď n ´ 1.

La correspondencia entre subgrupos normales del cociente G{N y subgrupos normales
H Ÿ G que contienen a N nos garantiza la existencia de subgrupos normales de G de orden
pm, para todo m ď n.

Lema 1.91. Sea G grupo. Si H ă Z pG q es tal que G{H es cíclico, entonces G es abeliano.
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Demostración. Supongo G{H “ xaHy. Afirmo que G “ xayH .
En efecto, si g P G entonces gH “ ai H , luego a´i g P H : existe h P H tal que a´i g “ h.

Se tiene entonces g “ ai h, i.e. g P xayH .
Por lo tanto todo elemento de G es de la forma ai h, i P Z. Sean entonces g “ ai h, g 1 “

ai 1h1 P G :

gg 1 “ pai hqpai 1h1q
hPZpGq
“ ai ai 1hh1

hPZpGq
“ ai 1ai h1h

h1PZpGq
“ ai 1h1ai h “ g 1g

Teorema 1.92. Todo grupo de orden p2 es conmutativo. Por lo tanto si |G | “ p2 entonces
G » Zp ˆ Zp o G » Zp2 .

Demostración. Sea G de orden p2. Entonces G es un p-grupo no trivial, luego Z pG q “ teu.
Si |Z pG q| “ p, entonces |G{Z pG q| “ p, luego G{Z pG q es cíclico: por el lema anterior,

esto implica que G es abeliano.
Si |Z pG q| “ p2, entonces Z pG q “ G y G es abeliano.

Lema 1.93. Sea G un p-grupo que actúa en un conjunto finito X . Entonces

|X | ” |X0| pmód pq

Demostración. Considero la “ecuación de clases general” (1.12):

|X | “ |X0|`
ÿ

|G : Gx | con |G : Gx | ą 1 (1.19)

Se tiene que |G : Gx | � |G | “ pn, y además |G : Gx | ą 1,entonces p � |G : Gx |.
Se deduce la tesis reduciendo módulo p la ecuación (1.19).

Corolario 1.94. Si G es un p-grupo, entonces |Z pG q| ” |G | (mód p).

Demostración. Considerar la acción de G sobre sí mismo por conjugación y aplicar el lema.

Definición. Sea G grupo, p � |G |. Un subgrupo de G es un p-subgrupo de Sylow si su orden
es la mayor potencia de p que divide |G | (i.e. un p-subgrupo de Sylow es un p-subgrupo de
orden maximal).

Notamos SylppG q “ tp-subgrupos de Sylow de Gu.

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de p-subgrupos para todas las potencias
de p posibles; en particular, nos garantiza la existencia de p-subgrupos de Sylow.

Teorema 1.95 (Sylow I). Sea G un grupo finito. Si pr � |G | entonces G tiene un subgrupo
de orden pr .

Demostración. Si probamos que G tiene un p-subgrupo de Sylow ya está, en virtud del teorema
1.90. Sea entonces r maximal: escribimos |G | “ pr m, donde p ffl m.

Consideremos X “ tsubconjuntos de X de tamaño pru y la acción

G ˆ X Ñ X , g ¨ A “ gA :“ tga : a P Au

Observar que efectivamente gA tiene tamaño pr , a ÞÑ ga es una biyección de A en gA,
luego la acción está bien definida.
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Dado A P X , consideramos H “ StabpAq ă G . Afirmo que |H | ď pr . En efecto, dado
a0 P A se tiene que H Ñ A, h ÞÑ ha0 es una inyección de H en A, que tiene tamaño pr . Por
lo tanto

|G | “ |G : H ||H | “ |opAq|
ďpr

|H | (1.20)
por el teorema de la órbita y el estabilizador.

Ahora, si podemos probar que existe un A tal que p ffl |opAq|, entonces H es el subgrupo
que estamos buscando. En efecto, si p ffl |opAq| entonces como |G | “ pr m con p ffl m, se debe
tener pr � |H | ď pr (por la ecuación 1.20), luego |H | “ pr y ya está.

Probemos que existe un tal A. Consideremos X como unión disjunta de órbitas,
X “

Ů

opAq. Se tiene entonces
|X | “

ÿ

|opAq|

Esta ecuación muestra que si pruebo que p ffl |X |, entonces debe existir un A tal que
p ffl |opAq|, terminando la demostración. Ahora bien,

|X | “
ˆ

pr m

pr

˙

“
ppr mq!

ppr m ´ pr q!ppr q!
“
ppr mqppr m ´ 1q . . . ppr m ´ pr ` 1qppr m ´ pr q!

ppr m ´ pr q!ppr q!

“
pr m . . . ppr m ´ iq . . . ppr m ´ pr ` 1q

pr . . . ppr ´ iq . . . ppr ´ pr ` 1q

Observar la simetría entre el numerador y el denominador, con i “ 0, . . . , pr ´ 1. Conside-
remos aquellos i tales que p � ppr m´ iq. La mayor potencia pk de p que divide pr m´ i es la
misma que la mayor potencia de p que divide a i , pues i ă pr implica k ď r ya que p ffl m.

De la misma manera, para aquellos i tales que p � ppr ´ iq, la mayor potencia de p que
divide pr ´ i debe ser la mayor potencia de p que divide a i .

Por lo tanto los términos correspondientes en el numerador y el denominador que son
divisibles por p, son divisibles por las mismas potencias de p, luego se cancelan todas las
potencias de p en el cociente y p ffl |X |, terminando la demostración.

Lema 1.96. Sea P P SylppG q, H ă G un p-subgrupo. Si H normaliza a P , i.e. si H ă NG pPq,
entonces H ă P . En particular, si H P SylppG q y H normaliza a P , se tiene H “ P .

Demostración. Para probar H Ă P probaremos HP “ P . En efecto, si HP “ P , entonces
dado h P H se tiene que si p P P , entonces hp “ p1 P P para algún p1 P P , luego
h “ p1p´1 P P ñ h P P .

Obviamente P Ÿ NG pPq y H ă NG pPq. Por lo tanto HP ă NG pPq. Podemos entonces
aplicar el segundo teorema de isomorfismo:

H

H X P
»

HP

P

Entonces como |H | es potencia de p, |H |{|HXP | es potencia de p, luego |HP|{|P | es potencia
de p, i.e. |HP : P | es potencia de p.

Por otro lado |HP| “ |HP : P ||P |, y P P SylppG q, luego |P | es la mayor potencia de p
que divide |G |, y como HP Ă G , también |P | es la mayor potencia de p que divide |HP|.

Entonces |HP : P | no tiene factores de p, pero recién vimos que |HP : P | es potencia de
p, por lo tanto debe ser |HP : P | “ 1, i.e. HP “ P y la demostración está terminada.

Si además H es de Sylow, entonces H Ă P y tienen mismo orden, luego H “ P .
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Teorema 1.97 (Sylow II). Sea G grupo finito, |G | “ pr m, p ffl m. Entonces:

a) Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.

b) Si sp “ |SylppG q|, entonces sp ” 1 (mód p) y sp � m. Además sp “ |G : NG pPq| para
cualquier P P SylppG q.

c) Todo p-subgrupo de G está contenido en un p-subgrupo de Sylow.

Demostración. Para toda la prueba consideramos la acción de G en X “ SylppG q por conju-
gación: G ˆ X Ñ X , g ¨ P “ gPg´1. Está bien definida porque conjugar un p-subgrupo de
Sylow da un p-subgrupo de Sylow (la condición “ser de Sylow” sólo es una condición en el
orden del subgrupo, y conjugar un subgrupo da un subgrupo con el mismo orden).

a) Sea O una G -órbita. Queremos probar que O “ X , i.e. que la acción es transitiva.
Sabemos que O “ H por el teorema de Sylow I que nos garantiza la existencia de
p-subgrupos de Sylow. Sea P P O. Entonces la acción se restringe a P ˆ O Ñ O.
O puede partirse en varias P-órbitas, una de las cuales es tPu pues qPq´1 “ P para todo
q P P . Pero esta es la única órbita unitaria, pues tQu es P-órbita ðñ P normaliza a Q
ðñ Q “ P pues P P SylppG q y el lema 1.96. Entonces aplicando el lema 1.93 se obtiene

|O| ” 1 pmód pq (1.21)

Supongamos que existe R R O. Entonces de nuevo la acción de G se restringe a una acción
R ˆ O Ñ O, y el mismo razonamiento de recién se aplica probando que no hay órbitas
unitarias. El lema 1.93 nos da ahora que |O| ” 0 (mód p), esto contradice la ecuación
(1.21). Por lo tanto O “ X .

b) Recién probamos que O “ SylppG q, entonces la ecuación (1.21) nos da sp ” 1 (mód p).
Sea P P SylppG q. Por a), se tiene sp “ |opPq| “ |G : NG pPq|. Entonces:

sp “ |G : NG pPq| “
|G |

|NG pPq|
“

|G |
|NG pPq : P ||P |

“
pr m

|NG pPq : P |pr
“

m

|NG pPq : P |

y por lo tanto sp � m.

c) Sea H ă G un p-subgrupo. La acción de G en X por conjugación se restringe a HˆX Ñ X .
Tenemos:

|X0|
lema 1,93
” |X |

bq
” 1 pmód pq

luego |X0| “ 0, i.e. X0 “ H: existe P P X tal que opPq “ tPu, i.e. tal que hPh´1 “ P para
todo h P H . Esto significa que H Ă NG pPq, luego por el lema 1.96 se tiene H Ă P .

Corolario 1.98. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G . Son equivalentes:

i. P Ÿ G ,

ii. P es el único p-subgrupo de Sylow de G (i.e. sp “ 1),

iii. P char G .
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Demostración. (i .ñ i i .) Si P , Q P SylppG q, P Ÿ G : entonces por Sylow IIa) existe g P G tal
que Q “ gPg´1

PŸG
“ P .

(i i .ñ i .) Si SylppG q “ tPu, entonces como gPg´1 P SylppG q para todo g P G , se tiene
gPg´1 “ P para todo g P G , i.e. P Ÿ G .

(i i .ñ i i i .) Si α P AutpG q, entonces |αpPq| “ |P | , luego como αpPq P SylppG q se tiene
αpPq “ P .

(i i i .ñ i .) Siempre.
Corolario 1.99. Si p y q son factores primos diferentes de |G | tales que sp “ 1 y sq “ 1,
entonces los elementos del p-subgrupo de Sylow conmutan con los elementos del q-subgrupo
de Sylow.

Demostración. Sea P el p-subgrupo de Sylow, Q el q-subgrupo de Sylow. Como P y Q tienen
orden coprimo, se intersectan trivialmente (corolario 1.16). Además, el corolario anterior nos
dice que son normales en G . Si a P P y b P Q, se tiene:

aba´1b´1 “

PQ

aba´1 b´1 “ a

PP

ba´1b´1 P P X Q “ teu

luego ab “ ba y ya está.
Corolario 1.100. Sea G grupo con un solo p-subgrupo de Sylow para todo p � |G |, i.e.
sp “ 1 @p � |G |. Entonces G es producto directo de sus p-subgrupos de Sylow.

Demostración. Descomponiendo el orden de G en factores primos diferentes, tenemos |G | “
pn1
1 . . . pnr

r . Sea Pi el pi -subgrupo de Sylow, para i “ 1, . . . , r . Consideremos el mapa

P1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Pr Ñ G , px1, . . . , xmq ÞÑ x1 . . . xm

Es un morfismo de grupos pues los elementos de Pi conmutan con los de Pj si i ‰ j por
el corolario anterior. Es inyectivo pues el orden de un producto de elementos que conmutan y
tienen órdenes coprimos es igual al producto de los órdenes (recordar el ejercicio 18). Entonces
como dominio y codominio tienen mismo orden, el mapa es un isomorfismo.
Ejemplo 1.12.2 (Grupos de orden 99). Veamos que todo grupo G de orden 99 “ 11ˆ 32 tiene
que ser abeliano, de dos maneras diferentes:

1a manera: Tenemos s11 � 9 y s11 ” 1 (mód 11), luego s11 “ 1. Análogamente s3 “ 1.
Por lo tanto G tiene sólo un 3-subgrupo de Sylow (que tiene orden 32 luego es conmutativo)
y sólo un 11-subgrupo de Sylow (que tiene orden primo luego es conmutativo). Entonces G
es producto directo de estos dos subgrupos que son conmutativos, luego es abeliano.

2a manera: Tenemos s11 “ 1, luego G tiene sólo un 11-subgrupo de Sylow N Ÿ G . Sea
Q un 3-subgrupo de Sylow, i.e. Q ă G , |Q| “ 9. Pero mcdp|N |, |Q|q “ 1 luego (corolario
1.16) N X Q “ teu, y |G | “ |N ||Q|, por lo tanto G “ NQ.

Como N Ÿ G , se tiene que G “ N ¸θ Q, para un cierto θ : Q Ñ AutpNq. Ahora,
|AutpNq| “ 10 (teorema 1.34), que es coprimo con |Q| “ 9, luego por el corolario 1.16, θ
debe ser el morfismo trivial, i.e. G es producto directo de N y Q que son abelianos, luego G
es abeliano.
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Teorema 1.101 (Grupos de orden pq, p ă q). Sea G de orden pq, con p ă q. Si p ffl q ´ 1,
entonces G » Zpq. Si p � q ´ 1, entonces hay dos clases de isomorfismo: Zpq y cierto grupo
no abeliano.

Demostración. Sea P P SylppG q, Q P SylqpG q, Entonces |G : Q| “ p que es el menor primo
que divide |G |, por lo tanto (proposición 1.55) se tiene Q Ÿ G .

Como mcdp|P |, |Q|q “ 1, entonces P X Q “ teu, y |G | “ |P ||Q|, luego G “ QP .
Como Q Ÿ G , se tiene que G es un producto semidirecto interno G “ Q ¸θ P , para cierto
θ : P Ñ AutpQq.

Ahora, AutpQq » Zq´1 y |AutpQq| “ q´1, luego si p ffl q´1 se tiene que θ es el morfismo
trivial, luego G » Zq ˆ Zp » Zpq.

Si p � q ´ 1, entonces como AutpQq es cíclico tiene un único subgrupo P 1 de orden p. De
hecho, P 1 “ tx ÞÑ x i : i P Zq, ip “ 1u Ă AutpQq, y necesariamente por Lagrange Im θ Ă P 1,
i.e. θ : P Ñ P 1.

Como P y Q tienen orden primo, escribo P “ xay, Q “ xby. Entonces θ es de la forma

θpaqpxq “ x i0 , i0 P Zq, ip
0 “ 1, i0 “ 1

Es un morfismo no trivial, luego G es un producto semidirecto no trivial, en particular es
un grupo no abeliano (recordar proposición 1.38). La acción de Q en P es por automorfismos
internos, i.e. θpaqpbq “ aba´1 “ bi0 , y elegir un i0 diferente es equivalente a elegir un generador
diferente a para P , luego no resulta en una clase diferente de isomorfismo.

Teorema 1.102 (Grupos de orden 12). Las clases de isomorfismo de grupos de orden 12 son:

Z12 Z2 ˆ Z6 A4 D6 Z3 ¸ Z4

Demostración. Sea G grupo de orden 12 “ 223. Los teoremas de Sylow nos dan:

s2 � 3, s2 ” 1 (mód 2q, s3 � 4, s3 ” 1 (mód 3q.

Por lo tanto s2 “ 1, 3 y s3 “ 1, 4.
Si s2 “ 1 “ s3, entonces G es producto directo de un grupo de orden 4 por un grupo de

orden 3, i.e. G » Z4 ˆ Z3 » Z12 o G » Z2 ˆ Z2 ˆ Z3 » Z2 ˆ Z6.
Supongamos s3 “ 1. Entonces s3 “ 4: tenemos 4 3-subgrupos de Sylow diferentes, que se

intersectan trivialmente pues tienen orden primo, luego cada uno nos da 2 elementos diferentes,
luego G tiene 4 ¨ 2 “ 8 elementos de orden 3. Por lo tanto el resto de los elementos no tiene
orden 3; hay 12´ 8 “ 4 de estos. Como G tiene un 2-subgrupo de Sylow que tiene orden 4
(luego se intersecta trivialmente con los 3-subgrupos de Sylow), estos elementos restantes son
el 2-subgrupo de Sylow de G , y sólo cabe uno, i.e. necesariamente s2 “ 1.

Por lo tanto necesariamente s3 o s2 valen 1. Sea P un 2-subgrupo de Sylow, Q un 3-
subgrupo de Sylow: uno de ellos es normal en G , luego como P X Q “ teu y |G | “ |P ||Q|,
necesariamente G “ PQ, entonces G es producto semidirecto de P y Q: es alguno de estos,

Z4 ¸θ Z3, V ¸θ Z3, Z3 ¸θ Z4, Z3 ¸θ V.

En el primer caso, s2 “ 1 y P “ Z4. El morfismo es θ : Z3 Ñ AutpZ4q » pZ4q
˚ » Z2,

luego θ es trivial (proposición 1.16) y G » Z4 ˆ Z3 » Z12.
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En el segundo caso, s2 “ 1 y P “ V. El morfismo es θ : Z3 Ñ AutpVq » S3. El
isomorfismo es porque cualquier elemento de orden 2 en V es intercambiable.

Si θ es trivial, obtenemos G » V ˆ Z3 » Z2 ˆ Z6.
Si θ no es trivial, entonces su imagen debe estar contenida en el subgrupo de S3 de

elementos de orden 3, tp1q, p123q, p132qu ă S3. Para definir θ basta definir θp1q, para lo cual
tenemos dos posibilidades, θ1 : 1 ÞÑ p123q o θ2 : 1 ÞÑ p132q. Ahora bien, p123q “ p132q´1,
por lo tanto si φ : Z3 Ñ Z3, φp1q “ 2, se tiene φ ˝ θ1 “ θ2. Por el ejercicio 29, el producto
semidirecto que nos dan θ1 y θ2 es el mismo.

Por lo tanto a menos de isomorfismo sólo hay un grupo no abeliano de orden 12 con s2 “ 1,
y A4 es un tal grupo pues ya sabemos que tiene un subgrupo normal de orden 4 (recordar la
observación 1.10.10).

En el tercer caso, s3 “ 1 y P “ Z4. El morfismo es θ : Z4 Ñ AutpZ3q » pZ3q
˚; hay

un sólo morfismo no trivial, y es el que está definido por 1 ÞÑ 2. Obtenemos un producto
semidirecto no trivial Z3 ¸ Z4.

En el cuarto caso, s3 “ 1 y P “ V. El morfismo es θ : V Ñ AutpZ3q » pZ3q
˚. Hay tres

no triviales, pues hay que mandar los generadores p1, 0q y p0, 1q a ˘1 sin mandar ambos a
1. Ahora, precomponiendo cada uno de ellos con algún automorfismo de AutpVq » S3 se
obtienen los otros, luego los tres productos semidirectos no triviales son isomorfos.

Por lo tanto a menos de isomorfismo sólo hay un grupo no abeliano de orden 12 con s3 “ 1
y un 2-subgrupo de Sylow isomorfo a V, y D6 es un tal grupo: su 3-subgrupo de Sylow normal
es xR2y “ t1, R2, R4u y su 2-subgrupo de Sylow es t1, R3, S , R3Su » V.

Ejercicios

Ej. 40 — Un p-subgrupo normal de un grupo finito G está contenido en la intersección de
todos los p-subgrupos de Sylow de G , que es un subgrupo normal.

Ej. 41 — Sea G de orden pnq, donde p ą q y n P Z`. Entonces alguno de sus subgrupos
de Sylow es normal. Por lo tanto un tal grupo no puede ser simple (esto ya nos lo daba el
teorema de Burnside que no demostramos).

Ej. 42 — Sea G un grupo de orden 36.
a) Si G es simple, entonces existen dos 3-subgrupos de Sylow diferentes cuya intersección
es no trivial.

b) Si G es simple y H es un subgrupo no trivial de un 3-subgrupo de Sylow P , entonces
NG pHq “ P .

c) Deducir que no hay grupos simples de orden 36.
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1.13. Tabla de grupos de orden pequeño
Orden No de clases de iso. Grupos
1 1 Trivial
2 1 Z2

3 1 Z3

4 2 Z4 y V
5 1 Z5

6 2 Z6 y S3

7 1 Z7

8 5 Z8, Z4 ˆ Z2, Z2 ˆ Z2 ˆ Z2, D4, Q
9 2 Z3 ˆ Z3 y Z9

10 2 Z10 y D5

11 1 Z11

12 5 Z12, Z2 ˆ Z6, D6, A4, Z3 ¸ Z4

13 1 Z13

14 2 Z14, D7

15 1 Z15

Esta tabla es el resultado de juntar la clasificación que hicimos en el texto de los grupos
de orden p, p2, 2p, pq, 8 y 12.

Para una discusión de los grupos de orden 16 (de los cuales hay 14 clases de isomorfismo),
ver [Wi].
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Capítulo 2

Teoría de cuerpos y teoría de Galois

2.0. Preliminares sobre polinomios
Antes de empezar recordamos algunas definiciones y resultados de polinomios.

Recordemos que si R es un anillo, RrX s es el anillo de polinomios de R en una indeterminada.
RrX1, . . . , Xns es el anillo de polinomios en n indeterminadas que conmutan.

Si R es un dominio de factorización única, entonces RrX s también lo es. Si R “ k es un
cuerpo, entonces krX s es un dominio de ideales principales.

Si I Ÿ R es un ideal de un anillo conmutativo, entonces I es un ideal maximal si y sólo si
el cociente R{I es un cuerpo.

Definición. El máximo común divisor de dos polinomios p y q no ambos nulos es el único
polinomio mónico d de grado mayor tal que d � p, d � q.

Observación 2.0.1. mcd(p,qq “ 1 ðñ p, q no tienen raíces en común. Por lo tanto, si
mcd(p, qq “ 1 y gr mcdpp, qq ă 1 entonces p “ 0 o q “ 0.

Proposición 2.1 (Criterio de la raíz racional). Sea r P Q raíz del polinomio anX n`an´1X n´1`

¨ ¨ ¨ ` a0 P ZrX s. Entonces si r “ c{d con mcdpc , dq “ 1, se tiene c � a0 y d � an.

Proposición 2.2 (Criterio de Eisenstein). Sea f “ anX n ` an´1X n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 P ZrX s. Si
existe un primo p tal que:

p � a0, . . . , p � an´1,

p ffl an,

p2 ffl a0,

entonces f es irreducible en QrX s.

Recordemos que un ideal p Ă R de un anillo conmutativo es primo si p “ R y ab P pñ
a P p o b P p.

Proposición 2.3 (Criterio de Eisenstein general). Sea D un dominio de factorización única,
f “ anX n ` an´1X n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 P DrX s. Supongamos que existe un ideal primo p Ă D tal
que:
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ai P p para cada i “ 0, . . . , n ´ 1

an R p,

a0 R p
2,

entonces f es irreducible sobre FracpDqrX s.

Observación 2.0.2. Sea ϕ : R Ñ S un homomorfismo de anillos; lo extendemos a ϕ : RrX s Ñ
SrX s. Si f P RrX s es tal que ϕpf q es irreducible en SrX s, entonces f es irreducible en RrX s
(pues una factorización de f en R es enviada a una factorización de ϕpf q en S).

Esto nos da otra manera de verificar que un polinomio es irreducible. Es usual tomar R “ Z
y S “ Zp para algún primo p. Para probar que un polinomio es irreducible en Zp se puede
utilizar el criterio de Eisenstein general.

Existen sin embargo polinomios en ZrX s irreducibles que son reducibles módulo p para
cualquier primo p, por ejemplo f pX q “ X 4 ´ 10X 2 ` 1.

Una prueba sencilla de este hecho es la siguiente ([M2], pp. 6-7). Sea p primo. Si 2 fuera
un cuadrado en pFpq

˚, entonces:

X 4
´ 10X 2

` 1 “ pX 2
´ 2
?

2X ´ 1qpX 2
` 2
?

2X ´ 1q

y X 4 ´ 10X 2 ` 1 es reducible módulo p. Si 3 fuera un cuadrado en pFpq
˚, entonces:

X 4
´ 10X 2

` 1 “ pX 2
´ 2
?

3X ` 1qpX 2
` 2
?

3X ` 1q

y X 4 ´ 10X 2 ` 1 es reducible módulo p. Si ni 2 ni 3 son cuadrados, entonces por el ejercicio
16, 6 debe ser un cuadrado en pFpq

˚, y entonces:

X 4
´ 10X 2

` 1 “ pX 2
´ p5` 2

?
6qqpX 2

´ p5´ 2
?

6qq

y X 4 ´ 10X 2 ` 1 es reducible módulo p.
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2.1. Definiciones y propiedades básicas
Definición. Un cuerpo es una quíntupla pK ,`, ¨, 0, 1q, donde K es un conjunto, `, ¨ son
operaciones binarias en K , 0, 1 P K y se verifica:

1 “ 0,

pK ,`, 0q es un grupo abeliano,

pKzt0u, ¨, 1q es un grupo abeliano,

Propiedad distributiva: a ¨ pb ` cq “ pa ¨ bq ` pa ¨ cq para todo a, b, c P K .

Equivalentemente, un cuerpo es un anillo con división conmutativo.
Cuando no haya riesgo de confusión, sobreentenderemos las operaciones y diremos simple-

mente que K es un cuerpo.

Definición. Sea K un cuerpo. Si F Ă K es un subconjunto que es un cuerpo con las
operaciones de K restringidas a F , decimos que F es un subcuerpo de K , que K es una
extensión de F y que F Ă K es una extensión de cuerpos.

Observación 2.1.1. F Ă K , F “ H es un subcuerpo si y sólo si:

a ´ b P F para todo a, b P F ,

ab´1 P F para todo a, b P F , b “ 0,

1 P F .

Observación 2.1.2. La intersección de una familia no vacía de subcuerpos es un subcuerpo.

Definición. La característica de un cuerpo K es el menor natural n ě 2 tal que

n ¨ 1F “

n veces

1F ` ¨ ` 1F “ 0F . Si no existe un tal n, diremos que la característica del cuer-
po es 0.

Notamos car k “ n o car k “ 0.

Observación 2.1.3. Si la característica es positiva, entonces es prima. En efecto, si n “ ab,
entonces n ¨ 1F “ pabq ¨ 1F “ pa ¨ 1F qpb ¨ 1F q “ 0. Como F es un dominio de integridad,
entonces a ¨ 1F “ 0 o b ¨ 1F “ 0, contradiciendo la minimalidad de n.
Ejemplo 2.1.4. Recordemos que Zn es un cuerpo si y sólo si n es primo.

ZppX q es un cuerpo infinito de característica finita.

Definición. Sean F , K cuerpos. Un homomorfismo de cuerpos o simplemente morfismo entre
F y K es una función ϕ : F Ñ K que satisface:

ϕpa ` bq “ ϕpaq `ϕpbq para todo a, b P F ,

ϕpabq “ ϕpaqϕpbq para todo a, b P F ,

ϕp1q “ 1.
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Análogamente a la situación con grupos, se define monomorfismo, epimorfismo, isomorfis-
mo, endomorfismo y automorfismo de cuerpos.

Observación 2.1.5. Una función entre dos cuerpos es un homomorfismo de cuerpos si y sólo
si es un homomorfismo de anillos. Por lo tanto, dados dos cuerpos, los homomorfismos de
cuerpos entre ellos son todos los homomorfismos de anillos.1 Tenemos entonces a nuestra
disposición los teoremas de isomorfismo y más propiedades que conocemos para morfismos de
anillos.

Proposición 2.4. Sea F un cuerpo y A un anillo no trivial. Entonces todo morfismo de anillos
F Ñ A es un monomorfismo.

Demostración. Sea ϕ : F Ñ A homomorfismo de anillos. Entonces ker ϕ es un ideal de F .
Pero en un cuerpo los ideales son triviales: si ker ϕ “ t0u, entonces ϕ es un monomorfismo y
terminamos. El caso ker ϕ “ F es absurdo, pues implicaría que 1 “ ϕp1q “ 0 que no puede
suceder pues A ‰ t0u.

Como corolario, la siguiente sorprendente propiedad de la categoría de cuerpos: todo
morfismo es inyectivo.

Corolario 2.5. Todo morfismo de cuerpos es un monomorfismo.

Definición. Sea K cuerpo. El cuerpo primo de K es el menor subcuerpo de K .

Observación 2.1.6. F Ă K es el cuerpo primo de K si y sólo si F “ x1y.
Todo cuerpo es una extensión de su cuerpo primo.

Proposición 2.6. Todo cuerpo tiene una copia de Q o de Zp para un único primo p (y sólo
de uno de ellos).

Demostración. Para cualquier cuerpo F tenemos un morfismo de anillos ϕ : ZÑ F , n ÞÑ n¨1F .
Tenemos entonces ker ϕ “ xcar F y, y el primer teorema de isomorfismo nos da:

Z
xcar F y

» Im ϕ Ă F

Ahora bien, como la característica de un cuerpo es prima o nula, se tiene xcar F y “ t0u
o xcar F y “ pZ. Por lo tanto F tiene una copia de Z o de Zp. Si F tiene una copia de Z,
entonces tiene una copia de Q, pues por definición Q “ FracpZq es el menor cuerpo que
contiene a Z.

Si tiene una copia de Zp, entonces no tiene una copia de Zq para ningún otro primo q,
pues la característica es única. Además, tiene una copia de Zp si y sólo si no tiene una copia
de Q, pues tiene característica prima si y sólo si no tiene característica 0.

Observación 2.1.7. Como Q y Zp no tienen subcuerpos, deducimos que el cuerpo primo de
un cuerpo siempre es isomorfo a Q o a Zp.

Definición. Sea F Ă K una extensión de cuerpos. En esta situación K es un F -espacio
vectorial. La dimensión dimF K de K como F -espacio vectorial se llama el grado de la extensión.

Notamos |K : F | :“ dimF K . Si |K : F | ă 8, la extensión se dice finita. En caso contrario
se dice infinita.

1Esto nos dice que la categoría de cuerpos es una subcategoría plena de la categoría de anillos.
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Ejemplo 2.1.8. |R : Q| “ 8: en efecto, todo espacio vectorial de dimensión finita sobre Q es
isomorfo a Qn para algún n, y por lo tanto es numerable (pues Q lo es y el producto cartesiano
finito de numerables es numerable), pero R no es numerable.

A continuación empezamos una de las construcciones más importantes que haremos con
cuerpos: la de ir agregando raíces de polinomios al cuerpo que previamente no estaban.
Teorema 2.7. Sea F cuerpo, p P F rX s un polinomio no constante. Existe una extensión de
F en la que p tiene una raíz.

Demostración. Como F rX s es un dominio de factorización única, dado p P F rX s lo podemos
descomponer como producto de polinomios irreducibles, p “ p1 . . . pn.

Basta ver que existe una extensión de F en la que p1 tiene una raíz.
Identifiquemos a F con su copia en K “ F rX s{xp1y. Como p1 es irreducible y F rX s es un

dominio de ideales principales, xp1y es un ideal maximal, luego K es un cuerpo que tiene una
copia de F .

Además p1 tiene a X como raíz en K : p1pX q “ p1pX q “ 0.
Corolario 2.8. Sean p, q P F rX s no constantes. Entonces son coprimos si y sólo si no tienen
raíces en común en ninguna extensión de F .

Demostración. Si p, q son coprimos, entonces existen u, v P F rX s tales que pu ` qv “ 1. Si
hubiera una raíz común a p y q en alguna extensión de F , evaluando obtendríamos 0 “ 1,
absurdo.

Recíprocamente, supongamos que p, q tienen un factor común h P F rX s. Sea F Ă K una
extensión en la que h tiene una raíz. Este elemento es también raíz de p y q en K , absurdo.
Teorema 2.9. Sea p P F rX s irreducible de grado n, y sea K “ F rX s{xpy. Entonces
B “ t1, X , . . . , X

n´1
u es una base de K como F -espacio vectorial. En particular |K : F | “ n,

y
F rX s{xpy “ ta0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` an´1X

n´1
: a0, a1, . . . , an´1 P F u

Demostración. B es generador de K : Sea a P F rX s. Lo divido por p: a “ pq ` r donde
q, r P F rX s, y r “ 0 o grprq ă n.

pq P xpy, luego en K se tiene a “ pq ` r “ pq ` r “ r , que es nulo o tiene grado menor
que n, luego a es combinación lineal de t1, X , . . . , X

n´1
u.

B es linealmente independiente: si b0 ` b1X ` ¨ ¨ ¨ ` bn´1X
n´1

“ 0, entonces
p � b0`b1X `¨ ¨ ¨`bn´1X n´1, pero p tiene grado n ą n´1, luego b0 “ ¨ ¨ ¨ “ bn´1 “ 0.
Ejemplo 2.1.9. Consideremos X 2 ` 1 P RrX s. Es irreducible de grado 2, luego

RrX s{xX 2 ` 1y es una extensión de R de grado 2, y

RrX s{xX 2
` 1y “ ta ` bi : a, b P Ru, i :“ X

es un cuerpo isomorfo a C.

Consideremos X 2 ´ 2 P QrX s. Es irreducible de grado 2, luego QrX s{xX 2 ´ 2y es una
extensión de Q de grado 2, y

QrX s{xX 2
´ 2y “ ta ` b

?
2 : a, b P Qu,

?
2 :“ X

En esta construcción,
?

2 es alguna raíz de X 2 ´ 2. Si queremos ser coherentes con la
definición usual de

?
2, podemos decir que tomamos la raíz positiva.
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Definición. Sea F Ă K una extensión de cuerpos, S Ă K un subconjunto. El menor subcuerpo
de K que contiene a F y a S se denota F pSq y decimos que es el cuerpo de adjunción a F de
los elementos de S .

Si S “ ta1, . . . , anu es finito, decimos que la extensión es finitamente generada, y notamos
F pSq “ F pa1, . . . , anq. En el caso particular en que S “ tαu, decimos que F pαq es una
extensión simple de F , y α se llama elemento primitivo de la extensión.

Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Si α P K es raíz de un polinomio en F rX s,
entonces α se dice algebraico sobre F . En caso contrario, se dice trascendente sobre F .

Observación 2.1.10. Es equivalente ser algebraico con ser raíz de un polinomio irreducible en
F rX s, pues F rX s es dominio de factorización única.

Proposición 2.10. Sea F Ă K extensión de cuerpos.

1. Si α P K es algebraico sobre F , raíz de un polinomio p P F rX s irreducible, entonces
F pαq » F rX s{xpy.

2. Si α P K es trascendente sobre F entonces F pαq » F pX q.

Demostración. 1. Sea ϕ : F rX s Ñ F pαq, f ÞÑ f pαq. Es un morfismo de anillos. Como
ppαq “ 0, entonces xpy Ă ker ϕ, luego la propiedad universal del cociente nos da un
mapa ϕ̃ : F rX s{xpy Ñ F pαq.
Como p es irreducible, F rX s{xpy es un cuerpo, y el morfismo no es nulo pues por ejemplo
ϕ̃|F “ idF , luego ϕ̃ es inyectiva. La imagen es un subcuerpo de F pαq que contiene a
F “ ϕ̃pF q y a α “ ϕ̃pX q, por lo tanto es igual a F pαq.

2. Definimos ϕ : F pX q Ñ F pαq, f {g ÞÑ f pαq{gpαq morfismo de cuerpos. Es inyectiva:
si existiera f {g P F pX q tal que f pαq{gpαq “ 0, entonces f pαq “ 0 y α sería raíz de
f P F rX s. La imagen es un subcuerpo de F pαq que contiene a F “ ϕpF q y a α “ ϕpX q,
luego es igual a F pαq. Por lo tanto ϕ es el isomorfismo deseado.

Corolario 2.11. Sea F Ă K extensión de cuerpos y α P K algebraico sobre F . Si α es raíz
de un polinomio p P F rX s irreducible, entonces si n “ gr p:

F pαq “ ta0 ` a1α` ¨ ¨ ¨ ` an´1α
n´1 : a0, a1, . . . , an´1 P F u

Demostración. En efecto, la base t1, X , . . . , X
n´1
u de F rX s{xpy se envía a t1,α, . . . ,αn´1u Ă

F pαq por el isomorfismo, por lo tanto es una base de F pαq.

Ejemplo 2.1.11. El ejemplo anterior nos dice que C » Rpiq: el cuerpo de los números complejos
es el resultado de adjuntar la unidad imaginaria i a R.

Teorema 2.12 (de extensión). Sea ϕ : F Ñ F 1 isomorfismo de cuerpos.

1. Sea p P F rX s irreducible y p1 el polinomio en F 1rX s obtenido al aplicarle ϕ a los
coeficientes de p. Sea α P F raíz de p, β P F 1 raíz de p1. Entonces existe σ : F pαq Ñ
F 1pβq isomorfismo de cuerpos tal que α ÞÑ β y σ|F “ ϕ.
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2. Si F Ă K , F 1 Ă K 1 son extensiones de cuerpos, y α P K , β P K 1 no son raíces de
ningún polinomio en F rX s y F 1rX s respectivamente, entonces existe σ : F pαq Ñ F 1pβq
isomorfismo de cuerpos tal que α ÞÑ β y σ|F “ ϕ.

Demostración. 1. Veamos que p1 es irreducible en F 1rX s: ϕ se extiende a ϕ : F rX s Ñ
F 1rX s isomorfismo de anillos, que manda el ideal maximal xpy en xp1y, luego xp1y también
es maximal y por lo tanto p1 es irreducible.
Bajamos el isomorfismo al cociente:

F rX s ϕ
»
//

πp

��

F 1rX s

πp1

��

F pαq » // F rX s
xpy

» // F
1rX s
xp1y

» // F 1pβq

y obtenemos el isomorfismo deseado.

2. El isomorfismo ϕ : F Ñ F 1 se extiende a un isomorfismo de cuerpos ϕ : F pX q Ñ F 1pX q.
La proposición 2.10 nos da la siguiente cadena de isomorfismos:

F pαq
ψ´1
// F pX q ϕ // F 1pX q

η
// F 1pβq

La composición es el isomorfismo buscado.

Corolario 2.13. Sean F Ă K , F Ă E extensiones de cuerpos, y sean α P K , β P E algebraicos
sobre F . Entonces α y β son raíz del mismo polinomio irreducible f P F rX s si y sólo si existe
un isomorfismo de cuerpos σ : F pαq Ñ F pβq tal que σ : α ÞÑ β, σ|F “ id.

Demostración. (ñ) Es el teorema de extensión aplicado a ϕ “ id : F Ñ F .

(ð) Sea f P F rX s un polinomio irreducible con α como raíz. Si f “
řn

i“0 ai X
i , entonces

0 “ f pαq “
řn

i“0 aiα
i . Pero entonces

0 “ σp0q “ σ

˜

n
ÿ

i“0

aiα
i

¸

“

n
ÿ

i“0

σpaiα
i
q “

n
ÿ

i“0

σpaiqσpαq
i

σ|F“id
“

n
ÿ

i“0

aiσpαq
i
“

n
ÿ

i“0

aiβ
i
“ f pβq

Ejercicios

Ej. 43 — (Invariancia del mcd bajo extensiones de cuerpos) Sea F Ă K extensión de cuerpos,
y sean f , g P F rX s polinomios no nulos. Entonces el mcd de f y g como polinomios en K rX s
es igual al mcd de f y g como polinomios en F rX s.
En particular, f � g en F rX s sii f � g en K rX s, y f , g son coprimos en F rX s sii son coprimos
en K rX s.

Ej. 44 — Qpiq y Qp
?

2q son isomorfos como Q-espacios vectoriales pero no como cuerpos.
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2.2. Extensiones algebraicas
Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Decimos que es algebraica si todo α P K es
algebraico sobre F . En caso contrario, i.e. si existe α P K trascendente sobre F , decimos que
es una extensión trascendente.

Proposición 2.14. Sea F Ă K extensión de cuerpos, α P K algebraico sobre F . Entonces:

1. Existe un único polinomio mα,F en F rX s mónico e irreducible tal que mα,F pαq “ 0.

2. Si f P F rX s es tal que f pαq “ 0, entonces mα,F � f .

Demostración. Como α es algebraico sobre F , el conjunto tf P F rX s : f pαq “ 0u es no
vacío. Elijo g en ese conjunto de grado mínimo. Como F es cuerpo, puedo suponer g mónico
(dividiendo por el coeficiente líder si no lo fuera).

Supongo g “ ab, a, b P F rX s de grado ě 1. Pero entonces gpαq “ apαqbpαq, y como F
es dominio de integridad se tiene apαq “ 0 o bpαq “ 0, lo cual contradice la minimalidad del
grado de g . Por lo tanto g prueba la existencia del polinomio buscado.

Si mα,F � f entonces todas las raíces de mα,F lo son de f , en particular f pαq “ 0.

Sea f tal que f pαq “ 0. Tiene grado mayor o igual que g . Entonces f “ gq ` r , donde
q, r P F rX s y gr r ă gr g o r “ 0.

Por lo tanto 0 “ f pαq “ gpαqqpαq ` rpαq “ rpαq, luego por minimalidad del grado de g
debe ser r “ 0. Entonces f “ gq y g � f .

Por lo tanto g es el único polinomio en F rX s mónico, irreducible de grado mínimo que
anula a α, pues cualquier otro de grado mínimo que anule a α debe ser múltiplo escalar de g ,
que es mónico; luego g es único.

Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos, α P K algebraico sobre F . Llamaremos
polinomio mínimo de α sobre F al único polinomio en F rX s mónico e irreducible que anula a
α, y lo notaremos mα,F . El grado de α sobre F , notado grF pαq es el grado de mα,F .

Corolario 2.15. Sean p, q P F rX s, p “ q irreducibles y mónicos. Entonces no tienen raíces
en común.

Demostración. Supongamos que existe α P F raíz de p y q. Entonces mα,F � p y mα,F � q,
i.e. existen p1, q1 P F rX s tales que p “ mα,F p1, q “ mα,F q1. Como p “ q se debe tener
p1 “ q1. Pero p y q son mónicos, entonces como mα,F también lo es, necesariamente p1 o q1

es de grado ě 1, y entonces p o q no es irreducible, absurdo.

Definición. Una sucesión de cuerpos encajados F1 Ă F2 Ă ¨ ¨ ¨ se dice una torre de cuerpos.

Observación 2.2.1. Si F Ă K Ă L es una torre de cuerpos donde L es algebraico sobre F ,
entonces obviamente L es algebraico sobre K .

Corolario 2.16. Sea F Ă K Ă L una torre de cuerpos, α P L algebraico sobre F . Entonces
mα,K � mα,F .
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Demostración. mα,F P F rX s Ă K rX s, luego mα,F es un polinomio con coeficientes en K que
anula a α. Por definición de mα,K se debe tener mα,K � mα,F .

Proposición 2.17. Sea F Ă K extensión de cuerpos, α P K algebraico sobre F . Entonces
F pαq » F rX s{xmα,F y. En particular |F pαq : F | “ gr mα,F “ grF pαq.

Demostración. Se deduce de la proposición 2.10, con p “ mα,F , y del teorema 2.9.

Proposición 2.18. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Entonces α es algebraico sobre F si y
sólo si la extensión F Ă F pαq es finita.

Demostración. (ñ) Si α es algebraico sobre F , entonces |F pαq : F | “ gr mα,F ă 8.

(ð) Sea n “ |F pαq : F |. El F -espacio vectorial F pαq tiene como F -base a t1,α, . . . ,αn´1u,
entonces existen a0, . . . , an P F no todos nulos tales que a0 ` a1α ` ¨ ¨ ¨ ` anα

n “ 0. Por lo
tanto el polinomio f “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` anX n P F rX s anula a α, i.e. α es algebraico sobre
F .

Corolario 2.19. Toda extensión de cuerpos finita es algebraica.

Demostración. Sea F Ă K extensión de cuerpos finita. Sea α P K . Se tiene que F pαq Ă K
es un F -subespacio vectorial, por lo tanto |F pαq : F | ď |K : F | ă 8, luego |F pαq : F | ă 8
para todo α P K . Por la proposición anterior, esto implica que todo α P K es algebraico sobre
F , i.e. F Ă K es algebraica.

Teorema 2.20 (Transitividad de grados). Sea F Ă K Ă L una torre de cuerpos. Entonces

|L : F | “ |L : K ||K : F |

Demostración. Supongamos primero que F Ă K , K Ă L son extensiones finitas. Sean entonces
tα1, . . . ,αmu una K -base de L, y tβ1, . . . ,βnu una F -base de K .

Dado γ P L, existen únicos ai P K tales que γ “ a1α1 ` ¨ ¨ ¨ ` amαm.
A su vez ai P K , luego existen bi j P F tales que ai “ bi1β1 ` ¨ ¨ ¨ ` binβn. Por lo tanto

γ “
m,n
ÿ

i“1,j“1

bi jβjαi

Entonces tβjαiu
m,n
i ,j“1 es un generador de F sobre L.

Es linealmente independiente: supongamos que
ř

i ,j bi jβjαi “ 0, i.e.
ř

i aiαi “ 0. Como
tαiu

m
i“1 es l.i., entonces ai “ 0 para todo i “ 1, . . . , m. Entonces bi1β1 ` ¨ ¨ ¨ ` binβn “ 0.

Como tβju
n
j“1 es l.i., entonces bi j “ 0 para todo i , j .

Tenemos entonces que tβjαiu
m,n
i ,j“1 es una F -base de L. Como tiene cardinal mn, se deduce

lo deseado.
En el caso en que F Ă K , K Ă L son extensiones infinitas, entonces F Ă L es infinita,

pues L como F -espacio vectorial contiene al subespacio K de dimensión infinita.

Corolario 2.21. Si F Ă K Ă L es una torre de cuerpos, entonces |K : F | � |L : F | y
|L : K | � |L : F |.

Proposición 2.22. Sea F Ă K , α,β P K . Entonces F pα,βq “ F pαqpβq.
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Demostración. (Ă) F pα,βq es el menor subcuerpo de K que contiene a F , α y β. Pero
F pαqpβq es un subcuerpo de K que contiene a F , α y β, luego F pα,βq Ă F pαqpβq.

(Ą) F pαqpβq es el menor subcuerpo de K que contiene a F pαq y a β. Pero F pα,βq es un
subcuerpo de K que contiene a F pαq y a β, luego F pαqpβq Ă F pα,βq.
Corolario 2.23. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Si α1, . . . ,αk P K son algebraicos sobre
F , y grFαi “ ni para todo i , entonces

|F pα1, . . . ,αkq : F | ď n1 . . . nk

Demostración. Consideremos la torre

F Ă F pα1q Ă F pα1,α2q Ă ¨ ¨ ¨ Ă F pα1, . . . ,αkq

La primera extensión tiene grado n1. La segunda extensión tiene grado

|F pα1,α2q : F pα1q| “ |F pα1qpα2q : F pα1q| “ gr mα2,F pα1q ď gr mα2,F “ |F pα2q : F | “ n2

Por inducción, cada cuerpo en la torre tiene grado sobre el cuerpo anterior menor o igual que
el grado del nuevo elemento que se adjunta. Por lo tanto, aplicando transitividad de grados k
veces, se obtiene lo deseado.
Ejemplo 2.2.2. Q Ă Qp

?
2q Ă Qp

?
2, 6
?

2q “ Qp 6
?

2q (pues p 6
?

2q3 “
?

2) es un ejemplo
de desigualdad estricta. En efecto, |Qp 6

?
2q : Q| “ 6 pues por el criterio de la raíz

racional (proposición 2.1) X 6 ´ 2 es irreducible sobre Q. Entonces:

|Qp 6
?

2q : Q| “ 6 ă grQ
?

2 grQ
6
?

2 “ 12

Qp
?

2,
?

3q “ Qp
?

2 `
?

3q. Es trivial que Qp
?

2 `
?

3q Ă Qp
?

2,
?

3q. Veamos la
desigualdad inversa.
Sea u “

?
2`

?
3. Entonces

u ´
?

2 “
?

3 ñ pu ´
?

2q2 “ 3 ñ u2
´ 2
?

2u ` 2 “ 3 ñ
?

2 “
u2 ´ 1

2u

Por lo tanto
?

2 P Qpuq. Además
?

3 “ u ´
?

2 luego
?

3 P Qpuq. Por lo tanto?
2,
?

3 P Qpuq ñ Qp
?

2,
?

3q Ă Qpuq.
Observar además que este método también nos da el polinomio mínimo de u sobre Q:
?

2 “
u2 ´ 1

2u
ñ 2 “

u4 ´ 2u2 ` 1

4u2
ñ 8u2

“ u4
´ 2u2

` 1 ñ u4
´ 10u2

` 1 “ 0

Por lo tanto X 4 ´ 10X 2 ` 1 P QrX s es un polinomio mónico de grado 4 que anula a u.
Probemos que es el polinomio mínimo de u sobre Q.
Basta probar que |Qpuq : Q| “ |Qp

?
2,
?

3q : Q| “ 4 para haber probado que es el
polinomio mínimo de u sobre Q. Para ver esto, consideremos la torre Q Ă Qp

?
2q Ă

Qp
?

2,
?

3q. Por transitividad de grados se tiene:

|Qp
?

2,
?

3q : Q| “ |Qp
?

2,
?

3q : Qp
?

2q||Qp
?

2q : Q|

Tenemos que X 2 ´ 2 es un polinomio de grado 2 irreducible sobre Q que anula a
?

2,
luego |Qp

?
2q : Q| “ 2. Además |Qp

?
2,
?

3q : Qp
?

2q| “ 2 pues
?

3 es raíz de X 2 ´ 3
que es irreducible en Qp

?
2q.
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Teorema 2.24. Una extensión de cuerpos F Ă K es finita si y sólo si es finitamente generada
por elementos algebraicos, si y sólo si es finitamente generada y algebraica.

Demostración. Si una extensión es finitamente generada y algebraica, obviamente es finita-
mente generada por elementos algebraicos. Recíprocamente, si es finitamente generada por
elementos algebraicos α1, . . . ,αk P K , entonces es algebraica, pues en virtud del corolario
anterior, si ni “ gr αi para todo i ,

|F pα1, . . . ,αkq : F | ď n1 . . . nk ă 8

entonces F Ă F pα1, . . . ,αkq es finita, luego algebraica.

Veamos que si F Ă K es finita entonces es finitamente generada por elementos algebrai-
cos. Ya sabemos que es algebraica, por lo tanto basta ver que es finitamente generada. Sea
tα1, . . . ,αnu una F -base de K . Entonces K “ F pα1, . . . ,αnq, y K es finitamente generado
sobre F .

Recíprocamente, supongamos que K es finitamente generada sobre F por elementos
algebraicos. Trabajemos por inducción en la menor cantidad de elementos algebraicos de K
que generan K sobre F . Por simplicidad supongamos que es 2, i.e. K “ F pα,βq con α,β P K
algebraicos sobre F . Se tiene |F pα,βq : F pαq| ă 8 pues al ser F pα,βq algebraica sobre F
también es algebraica sobre F pαq. Entonces como |F pα,βq : F | “ |F pα,βq : F pαq||F pαq : F |
y también |F pαq : F | ă 8, se tiene |F pα,βq : F | ă 8.

Corolario 2.25. Sea F Ă K una extensión de cuerpos. Los elementos de K algebraicos sobre
F forman un subcuerpo de K .

Demostración. Sean α,β P K algebraicos sobre F . Entonces F Ă F pα,βq es algebraica, y
α´β,αβ´1 P F pα,βq. Por lo tanto α´β,αβ´1 son algebraicos sobre F , para todo α,β P K
algebraicos sobre F , de donde se deduce la tesis.

Ejemplo 2.2.3. Sea Q :“ tα P C : α es algebraico sobre Qu. Por el corolario anterior es un
subcuerpo de C, que llamamos cuerpo de los números algebraicos.

Q Ă Q es una extensión algebraica. Es infinita: en efecto, n
?

2 P Q para todo n P Z`. Por
lo tanto |Q : Q| ě n para todo n P Z`, luego |Q : Q| “ 8.

En particular Q Ă Q no puede ser una extensión finitamente generada.
Se puede probar que Q “ R, probando por ejemplo que π P RzQ. Los elementos de RzQ

se llaman números trascendentes.

Proposición 2.26. Sea F Ă K Ă L torre de cuerpos. Si F Ă K y K Ă L son extensiones
algebraicas, entonces F Ă L es una extensión algebraica.

Demostración. Sea α P L. Como L es algebraico sobre K , existen a0, . . . , an P K tales que

a0 ` a1α` ¨ ¨ ¨ ` anα
n
“ 0 (2.1)

Se tiene entonces por transitividad de grados:

|F pα, a0, . . . , anq : F | “ |F pa0, . . . , anqpαq : F pa0, . . . , anq||F pa0, . . . , anq : F | (2.2)
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|F pa0, . . . , anq : F | ă 8 pues a0, . . . , an P K que es algebraica sobre F , luego F pa0, . . . , anq

es algebraica sobre F y finitamente generada, entonces finita.
|F pa0, . . . , anqpαq : F pa0, . . . , anq| ă 8, pues por el polinomio (2.1) se tiene que α es una

raíz de un polinomio con coeficientes en F pa0, . . . , anq, i.e. F pa0, . . . , anq Ă F pa0, . . . , anqpαq

es una extensión algebraica, y es finitamente generada, entonces es finita.
La ecuación (2.2) nos da entonces que |F pα, a0, . . . , anq : F | ă 8 para todo α P L. Pero

usando transitividad de grados en la torre F Ă F pαq Ă F pα, a0, . . . , anq se ve que esto implica
que |F pαq : F | ă 8 para todo α P L, i.e. F Ă L es algebraica.

Ejercicios

Ej. 45 — Se tiene que
?

2 ` 3
?

5 es algebraico sobre Q de grado 6. ¿Cuál es el grado de?
2` 3

?
5 sobre Qp

?
2q y sobre Qp 3

?
5q?

Ej. 46 — Sea F Ă K extensión de cuerpos y α,β P K . Si β es algebraico sobre F pαq y β
es trascendente sobre F , entonces α es algebraico sobre F pβq.

Ej. 47 — Hallar una base de Qpi ,
?

3,ωq donde ω es una raíz cúbica primitiva de la unidad.

Ej. 48 — Un natural n P N es libre de cuadrados si no existe m ě 2 tal que m2 � n.
El conjunto t

?
n : n P Nu es linealmente independiente sobre Q.2 Se deduce entonces que

Qp?p : p es primoq es una extensión algebraica de Q que no es finita ni finitamente generada.
2Sugerencia: proceder por inducción. Ver http://www.thehcmr.org/issue2_1/mfp.pdf para una dis-

cusión sobre este problema.
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2.3. Construcciones con regla y compás
Nuestro objetivo en esta sección es demostrar o refutar la posibilidad de las siguientes

construcciones clásicas griegas con regla (sin graduar) y compás:

1. Duplicar el cubo: construir un cubo con el doble de volumen de uno dado.

2. Trisectar el ángulo: construir un ángulo que sea el tercio de uno dado.

3. Cuadrar el círculo: construir un cuadrado con la misma área que uno dado.

Empezamos con el plano R2 donde tenemos los ejes graduados por una distancia prefijada
que denotamos 1, y que se cruzan en el origen. A partir de esto, diremos que un punto
px , yq P R2 es constructible a partir de 1 (o sencillamente constructible) si utilizamos las
siguientes construcciones:

1. Unir dos puntos con una recta,

2. Encontrar el punto de intersección de dos rectas,

3. Construir una circunferencia con centro y radio dados,

4. Hallar la intersección entre dos circunferencias o una circunferencia y una recta.

Un número x P R es constructible si es la coordenada de un punto px , yq P R2 constructible.

El conjunto de los números constructibles es un subcuerpo de R. En efecto, dados a, b
constructibles, podemos construir con regla y compás a˘b, ab, a{b. Está claro cómo construir
a ˘ b; las figuras 2.1 y 2.2 muestran cómo construir ab y a{b a partir de a y b. Por lo tanto
Q, el menor subcuerpo de R, consiste de números constructibles.

La raíz cuadrada de un número constructible es constructible: la figura 2.3 muestra cómo
construir

?
a a partir de a.

Veamos que éstas son esencialmente las únicas construcciones que podemos hacer para
conseguir nuevos números constructibles. En efecto, si F Ă R consiste de números cons-
tructibles (ya sabemos que Q Ă F ), entonces tenemos cuatro maneras de conseguir nuevos
números.

b

1

a

ab

Figura 2.1: Cómo construir ab a partir de a y
b constructibles

1

a/b

a

b

Figura 2.2: Cómo construir a{b a partir de a y
b constructibles
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a

1a

Figura 2.3: Cómo construir
?

a a partir de a constructible

Intersectar dos rectas es resolver el sistema
#

ax ` by “ c

a1x ` b1y “ c 1
donde a, a1, b, b1, c , c 1 P F .

Es un sistema de dos ecuaciones lineales en F ; si tiene solución, será en F , luego no consegui-
mos elementos adicionales.

Intersectar una circunferencia y una recta es resolver el sistema
#

px ´ hq2 ` py ´ kq2 “ r 2

ax ` by “ c

donde h, k , r , a, b, c P F . De la última ecuación se deduce y “ c´ax
b

, sustituyendo en la primera
vemos que x se obtiene con a lo sumo una extracción de raíz de un elemento de F , e y se
consigue linealmente a partir de x .

Intersectar dos circunferencias C1 y C2 es resolver el sistema
#

px ´ hq2 ` py ´ kq2 “ r 2 C1

px ´ h1q2 ` py ´ k 1q2 “ r 12 C2

donde h, k , r , h1, k 1, r 1 P F . Esto es lo mismo que intersectar C1 con la resta C1 ´ C2 que es
una recta, entonces como antes, agregando la intersección se obtiene a lo sumo un elemento
que es extracción de raíz de un elemento de F .

Por lo tanto, un elemento constructible a partir de F es resultado de finitas extracciones
sucesivas de raíces cuadradas empezando con un elemento de F . Recíprocamente, si un
elemento es resultado de finitas extracciones sucesivas de raíces cuadradas a partir de un
elemento de F , entonces es constructible. En particular los elementos de F al ser constructibles
son resultado de finitas extracciones sucesivas de raíces cuadradas a partir de un elemento de
Q. En conclusión,

Teorema 2.27. α P R es constructible con regla y compás si y sólo si existe una torre de
cuerpos

Q “ F0 Ă F1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fn

donde |Fi : Fi´1| “ 2 para todo i “ 1, . . . , n y α P Fn.
En particular, si α P R se construye a partir de F Ă R con regla y compás, entonces

|F pαq : F | “ 2k para cierto k P N.

Teorema 2.28. Ninguna de las tres construcciones clásicas es posible.

Demostración. 1. Duplicar el cubo: para duplicar el cubo unitario tendríamos que construir
3
?

2 a partir de Q, pero |Qp 3
?

2q : Q| “ 3 que no es potencia de 2.
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2. Trisectar el ángulo: trisectar un ángulo dado θ es equivalente a: dado cos θ, construir
cos θ{3. En efecto, tener un ángulo θ es equivalente a tener el punto en la circunferencia
unidad con ángulo θ, i.e. a tener pcos θ, sin θq, que es equivalente a tener sólo cos θ.
Consideremos θ “ 600. Entonces cos θ “ 1{2. Tenemos la identidad:

cos θ “ 4 cos3 θ{3´ 3 cos θ{3

En este caso, si β “ cos 200, la fórmula queda

4β3
´ 3β´ 1{2 “ 0 ñ 8β3

´ 6β´ 1 “ 0 ñ p2βq3 ´ 3p2βq ´ 1 “ 0

Si α “ 2β, nos queda α3 ´ 3α´ 1 “ 0. Construir β es equivalente a construir α, pero
α es raíz del polinomio f “ X 3 ´ 3X ´ 1 de grado 3 que es irreducible sobre Q pues
˘1 no son raíces (proposición 2.1). Tenemos entonces |Qpαq : Q| “ 3, luego α no es
constructible.

3. Cuadrar el círculo: para construir un cuadrado con misma área que un círculo de diámetro
1, tendríamos que construir

?
π. Pero si

?
π fuera algebraico, también π sería algebraico.

En efecto, si consideramos Q Ă Qpπq Ă Qp
?
πq, entonces la transitividad de grados

nos dice |Qp
?
πq : Q| “ |Qp

?
πq : Qpπq||Qpπq : Q|. Suponiendo el lado izquierdo finito,

se tendría |Qpπq : Q| ă 8, absurdo.

Más adelante, en el teorema 2.84 daremos un criterio necesario y suficiente para construir
un n-ágono regular.
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2.4. Cuerpos de descomposición y clausuras algebraicas
Definición. Sea f P F rX s. Decimos que f se escinde sobre F , o que se factoriza completa-
mente sobre F , si f se escribe como producto de factores lineales en F .

Ejemplo 2.4.1. X 2 ` 1 no se escinde sobre R; se escinde sobre C.

Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Decimos que K es un cuerpo de descomposición
de un polinomio f P F rX s sobre F si f se factoriza completamente en K , y K es el menor tal
que esto ocurre. Notamos K “ DescF pf q.3

Ejemplo 2.4.2. DescQpX 2 ` 1q “ Qpiq, y DescRpX 2 ` 1q “ C.

Qp 3
?

2q no es el cuerpo de descomposición de f “ X 3 ´ 2 sobre Q: en efecto, Qp 3
?

2q
tiene sólo una de las tres raíces de f . De hecho el cuerpo de descomposición de f sobre
Q tiene grado 6.

El cuerpo de descomposición de f “ X 4 ` 4 sobre Q tiene grado 2, pues
f “ pX 2 ` 2X ` 2qpX 2 ´ 2X ` 2q P QrX s tiene raíces ˘1˘ i , luego DescQpf q “ Qpiq.

Los ejemplos anteriores muestran que el grado del cuerpo de descomposición sobre el
cuerpo base puede ser igual, mayor o menor que el grado del polinomio.

Teorema 2.29. Dado f P F rX s, existe un cuerpo de descomposición para f sobre F .

Demostración. La idea de la prueba es la siguiente. Sabemos que existe una extensión de F
donde f tiene una raíz. Miramos f sobre esta extensión, y aplicando el mismo teorema vamos
agregando raíces hasta agotarlas todas.

Más formalmente, es por inducción en el grado de f . Si gr f “ 1, el cuerpo de descom-
posición es E “ F . Si gr f “ n: si f se factoriza en factores lineales en F , tomo E “ F . Si
no, considero F pαq con α raíz de un factor irreducible de f en F . El polinomio que queda al
quitarle este factor irreducible a f tiene grado menor que n: por hipótesis de inducción tiene
un cuerpo de descomposición E sobre F .

Considero E pαq: f se factoriza en factores lineales en E pαq. Entonces
Ş

tK cuerpo : F Ă K Ă E pαq, f se factoriza completamente en Ku es el cuerpo busca-
do.

Observación 2.4.3. Se desprende de la prueba que si F Ă K , K “ DescF pf q y α1, . . . ,αr P K
son las raíces de f , entonces K “ F pα1, . . . ,αr q.

Proposición 2.30. Sea f P F rX s de grado n. Entonces |DescF pf q : F | ď n!.

Demostración. Sea α1 P DescF pf q raíz de f . Entonces como mα1,F � f , se tiene

|F pα1q : F | “ gr mα1,F ď gr f “ n

Sea α2 P DescF pf q raíz del polinomio g1 que queda al sacarle todos los factores pX ´ α1q a
f : se tiene gr g1 ď n ´ 1. Entonces |F pα1qpα2q : F pα1q| ď n ´ 1.

Continuando hasta agotar todas las raíces α1, . . . ,αr de f , se tiene |DescF pf q : F | “
|F pα1, . . . ,αr q : F | ď npn ´ 1q . . . 1 “ n!.

3Esta notación se ve justificada por el hecho que dos cuerpos de descomposición de un polinomio sobre un
cuerpo son isomorfos, como veremos más tarde.
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Teorema 2.31. Sea ϕ : F Ñ F 1 isomorfismo de cuerpos, f P F rX s y f 1 P F 1rX s el resultado
de aplicarle ϕ a los coeficientes de f . Sea E un cuerpo de descomposición para f sobre F ;
E 1 un cuerpo de descomposición para f 1 sobre F 1. Entonces ϕ se extiende a ϕ : E Ñ E 1

isomorfismo de cuerpos.

Demostración. Es extender ϕ de a una raíz de f , usando el teorema de extensión 2.12.

El siguiente corolario nos permite hablar de el cuerpo de descomposición de un polinomio
sobre un cuerpo, y escribir DescF pf q.

Corolario 2.32. Dos cuerpos de descomposición de un mismo polinomio son isomorfos.

Demostración. La identidad id: F Ñ F se extiende a un isomorfismo entre dos cuerpos de
descomposición dados del mismo polinomio f P F rX s.

Proposición 2.33. Sea K cuerpo. Son equivalentes:

1. K no tiene extensiones algebraicas distintas de sí mismo.

2. Los polinomios irreducibles en K rX s son los polinomios de grado 1.

3. Todo polinomio en K rX s no constante tiene una raíz en K .

4. Todo polinomio en K rX s se escinde sobre K .

5. K contiene un subcuerpo F tal que la extensión F Ă K es algebraica y todo polinomio
en F rX s se escinde sobre K .

Demostración. (1 ñ 2) Si existiera un polinomio irreducible p P K rX s de grado mayor que
1, entonces existiría una extensión K pαq de K donde p tendría una raíz α que no está en K .
Entonces K Ă K pαq sería una extensión algebraica propia, absurdo.

(2 ñ 3) Un polinomio no constante debe tener un factor irreducible, que por hipótesis
será de la forma ax ` b P K rX s con a “ 0. Pero entonces tiene como raíz a ´b{a.

(3 ñ 4) Si f P K rX s es constante, entonces se escinde sobre K . Si no es constante,
entonces tiene una raíz α1 P K , luego f “ pX ´α1qf1 para cierto f1 P K rX s. Si f1 es constante
ya está. Si no lo es, entonces tiene una raíz a2 P K , y f “ pX ´ α1qpX ´ α2qf2, para cierto
f2 P K rX s. Iterando la construcción, eventualmente llegamos a un fn “ α0 P K constante
(pues a cada paso el polinomio fi baja de grado), y se tiene f “ α0pX ´ α1q . . . pX ´ αn´1q.

(4 ñ 5) Basta tomar F “ K .

(5 ñ 1) Sea K Ă L extensión algebraica, α P L. Entonces α es algebraico sobre F ,
luego tiene un polinomio mínimo mα,F que por hipótesis se escinde sobre K . Luego mα,F “

α0pX ´ α1q . . . pX ´ αnq para ciertos α0, . . . ,αn P K .
Como mα,F anula a α, necesariamente α “ αi para algún i “ 1, . . . , n, pero entonces

α P K para todo α P L, i.e. L “ K .

94



Definición. Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si cumple cualquiera de las condiciones
equivalentes del teorema anterior.

Un cuerpo K es una clausura algebraica de un cuerpo F si F Ă K es una extensión
algebraica y todo polinomio f P F rX s se escinde sobre K .

Observación 2.4.4. La condición 5 de la proposición anterior nos dice que es equivalente ser
algebraicamente cerrado a ser la clausura algebraica de un subcuerpo.
Observación 2.4.5. Supongamos que no conocemos la proposición anterior. Digamos que un
cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio en K rX s se escinde sobre K . Entonces
la equivalencia con el ítem 3 de la proposición nos dice que para verificar que un cuerpo K es
algebraicamente cerrado, basta verificar sencillamente que todo polinomio (no constante) en
K rX s tiene una raíz en K .

Por otro lado, la condición 5 nos dice que basta verificar que todos los polinomios de un
subcuerpo F del cual K es una extensión algebraica se escinden sobre K .

Es natural preguntarse si podemos juntar estas dos aparentes debilitaciones de ser alge-
braicamente cerrado, en una debilitación mayor: ¿será cierto que si todos los polinomios de
un subcuerpo F del cual K es una extensión algebraica tienen una raíz en K , entonces K es
algebraicamente cerrado?

Esto es cierto pero considerablemente más difícil de probar: es el teorema 2.94.

Teorema 2.34. Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

Demostración. Sea K cuerpo, y P el conjunto de todos los polinomios no constantes de K rX s.
La idea de la demostración es formalizar lo que uno haría intuitivamente, que es adjuntar a
K todas las raíces de todos los polinomios no constantes de K rX s. Para hacer esto, tenemos
que usar el axioma de elección. Éste nos garantiza que existe ď un buen orden en P .4

Vamos a construir por recursión en el buen orden pP ,ďq una cadena tKquqPP de K tales
que para todo q, q1 P P :

i. K Ă Kq es una extensión algebraica,

ii. Si q ď q1 entonces Kq Ă Kq1 ,

iii. q se escinde sobre Kq.

Definimos Kp0 “ DescK pp0q, es una extensión algebraica de K . Definamos Kq1 supuestos
definidos tKquqăq1 : sea

K˚
q1 “

ď

qăq1

Kq

Es un cuerpo por la condición i i . de los Kq para q ă q1, y es una extensión algebraica de
K por la condición i para q ă q1. Podemos definir entonces Kq1 “ DescK˚

q1
pq1q. Esto completa

la definición por recursión.
Sea ahora K “

Ť

qPP

Kq. Es un cuerpo por la condición i i . de todos los Kq, y es una

extensión algebraica por la condición i . de todos los Kq. Ahora, todo polinomio no constante
4Recordemos que un buen orden es un orden total tal que todo subconjunto tiene un mínimo. Los buenos

órdenes permiten, como los naturales, hacer definiciones por recursión. Si el lector no se siente cómodo con
esta demostración porque la instancia del axioma de elección que utilizamos (el principio de buena ordenación)
le resulta incómoda, lo remitimos a [M2] para otras demostraciones que usan, por ejemplo, el lema de Zorn.
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p P K rX s se escinde sobre Kp Ă K , luego se escinde sobre K , y K es la clausura algebraica
de K buscada.

Ejemplo 2.4.6. El teorema fundamental del álgebra (que probaremos más adelante) afirma
que C es una clausura algebraica de R.

Una clausura algebraica de Q es el cuerpo de los números algebraicos Q discutido en el
ejemplo 2.2.3.

Teorema 2.35. Sea F Ă K una extensión algebraica, L un cuerpo algebraicamente cerrado.
Entonces cualquier morfismo σ : F Ñ L se extiende a un morfismo σ˚ : K Ñ L.

Demostración. Consideraremos el conjunto de cuerpos intermedios entre F y K junto con sus
extensiones de σ. El lema de Zorn nos garantizará un elemento maximal que mostraremos que
debe ser K , y esto terminará la prueba.

Sea M “ tpA, τq : A cuerpo , F Ă A Ă K , τ : A Ñ L morfismo que extiende a σu.
Consideremos el orden parcial ď en M dado por

pA, τq ď pA1, τ1q ðñ A Ă A1 y τ1|A “ τ

Toda cadena tpAα, ταquαPI tiene cota superior: es pA, τq, con A “
Ť

αPI Aα y τ : A Ñ L
definida como τpaq “ ταpaq para cierto α P I tal que a P Aα.

Por el lema de Zorn, M tiene un elemento maximal pA, τq: esto es, σ no se extiende a
ningún otro cuerpo más grande que A. Basta probar que A “ K .

Supongamos que A Ĺ K . Sea α P KzA.
Afirmación: τ se extiende a un morfismo Apαq Ñ L.
Demostración: Apαq “ ArX s{xmα,Ay. Si le aplico τ a los coeficientes de mα,A me da un

polinomio τmα,A P LrX s que tiene una raíz r P L pues L es algebraicamente cerrado.
Sea ϕ : ArX s Ñ L definido por ϕ|A “ τ, ϕpX q “ r . Es un morfismo de anillos tal que

ϕ : mα,ApX q ÞÑ τmα,Aprq “ 0, entonces por la propiedad universal del cociente, obtenemos
Apαq » Arxs{xmα,Ay

ϕ̃ // L morfismo. Esto demuestra la afirmación.

La afirmación demostrada contradice la maximalidad de pA, τq.

Corolario 2.36. Sean F Ă K , F 1 Ă K 1 clausuras algebraicas de F y de F 1. Entonces un
isomorfismo σ : F Ñ F 1 se extiende a un isomorfismo K Ñ K 1. En particular dos clausuras
algebraicas de un cuerpo F son isomorfas.

Demostración. El isomorfismo σ : F Ñ F 1 puede ser visto como un (mono)morfismo σ :
F Ñ K 1. Por el teorema anterior se extiende a un (mono)morfismo σ˚ : K Ñ K 1. Como K
es algebraicamente cerrado, entonces σ˚pK q también lo es. Además K Ă K 1 es algebraica,
entonces σ˚pK q Ă K 1 también es una extensión algebraica, por lo tanto σ˚pK q “ K 1. Entonces
σ˚ es sobreyectiva, luego es un isomorfismo.

En particular, tomando F “ F 1 y σ “ id, se obtiene que dos clausuras algebraicas de un
cuerpo F son isomorfas.

Ejemplo 2.4.7. La clausura algebraica Q de Q que discutimos en el ejemplo 2.2.3 descansa
sobre el teorema fundamental del álgebra, que aún no demostramos. Podemos afirmar ahora la
existencia de una clausura algebraica Q de Q, sin pasar por los complejos. El corolario anterior
nos dice que de todas maneras el resultado es el mismo.
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2.5. Separabilidad y perfección
Definición. Un polinomio f P F rX s es separable si no tiene raíces múltiples en su cuerpo de
descomposición sobre F .5

Una extensión de cuerpos F Ă E es separable (o algebraicamente separable) si todo
elemento de E es raíz de un polinomio f P F rX s separable.

Un polinomio o una extensión que no es separable se dice inseparable.
Observación 2.5.1. Si F Ă K y α P K es raíz de un polinomio separable f P F rX s, entonces
como mα,F � f , se tiene que mα,F también es separable. Por lo tanto es lo mismo que α sea
raíz de un polinomio separable que mα,F sea separable. De esta manera, una extensión es
separable si y sólo si es algebraica y todos los polinomios mínimos son separables.
Observación 2.5.2. Si F Ă E Ă K es torre de cuerpos con F Ă K separable, entonces F Ă E
es separable.

Definición. Sea f P F rX s, f “
n
ř

i“0

ai X
i . La derivada formal del polinomio f es el polinomio

Df “ f 1 :“
n
ÿ

i“1

iai X
i´1
P F rX s

Proposición 2.37. Sean f , g P F rX s. Se cumplen las siguientes propiedades:
Si f P F entonces f 1 “ 0.

Si c P F entonces pcf q1 “ cf 1.

pf ` gq1 “ f 1 ` g 1.

pf gq1 “ f 1g ` f g 1.

pf {gq1 “ pf 1g ´ f g 1q{g 2.
Demostración. Ejercicio.
Proposición 2.38. Sea f P F rX s. Entonces f tiene una raíz múltiple α si y sólo si α es
también raíz de la derivada Df .

En particular f es separable si y sólo si mcd(f ,Df )=1 sobre el cuerpo de descomposición
de f sobre F .

Demostración. (ñ) Sea α raíz múltiple de f . Entonces sobre DescF pf q se tiene
f “ pX ´αqngpxq para cierto n ě 2. Derivando obtenemos Df “ npX ´αqn´1`pX ´αqnDg ,
con n ´ 1 ě 1. Por lo tanto Df tiene a α como raíz.

(ð) Si α es raíz de f , entonces f “ pX ´αqh para cierto h P F rX s. Derivando obtenemos
Df “ h ` pX ´ αqDh. Como α también es raíz de Df , α debe ser entonces raíz de h, luego
f “ pX ´ αq2h1 para cierto h1 P F rX s.

Por lo tanto α es raíz múltiple de f si y sólo si f y Df son ambos divisibles por mα,F . En
particular f no tiene raíces múltiples (i.e. es separable) si y sólo si mcd(f ,Df )=1.

5Algunos autores como [M2] dan una definición no equivalente de un polinomio separable: un polinomio
es separable si todos sus factores irreducibles no tienen raíces múltiples en sus cuerpos de descomposición
respectivos.

97



Corolario 2.39.
Todo polinomio irreducible sobre un cuerpo de característica cero es separable. Por lo
tanto toda extensión algebraica de un cuerpo de característica cero es separable.

Un polinomio sobre un cuerpo de característica cero es separable si y sólo si es producto
de irreducibles diferentes.

Demostración. Sea F cuerpo de característica cero, f P F rX s irreducible de grado n.
Sus factores irreducibles son de grado 0 y n, pero su derivada Df tiene grado n ´ 1
porque al tener car F “ 0, se tiene n ´ 1 “ 0. Entonces necesariamente mcd(f ,Df )=1,
luego f es separable.

(ñ) Siempre p es producto de irreducibles: éstos deben ser distintos pues p es separable.
(ð) Sea p producto de irreducibles diferentes. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer p mónico. Entonces p es producto de separables diferentes (por el primer ítem),
luego producto de irreducibles que no tienen raíces en común. Aplicando el corolario
2.15 se tiene que p debe ser separable.

Ejemplo 2.5.3. El corolario anterior nos dice que en característica cero, los polinomios insepa-
rables son aquéllos donde un factor irreducible se repite, por ejemplo pX 2 ` 1q2 P QrX s.

Un ejemplo menos trivial es X 2 ´ t P Z2ptqrX s. Es irreducible por el criterio de Eisenstein
general (el ideal xty Ă Z2rts es primo), pero no es separable: sea

?
t una raíz en algún cuerpo

de descomposición. Entonces pX ´
?

tq2 “ X 2 ´ 2X
?

t ` t “ X 2 ` t “ X 2 ´ t usando
reiteradamente que la característica de Z2 es dos. Entonces

?
t es una raíz doble de X 2 ´ t,

luego X 2 ´ t no es separable.
Análogamente X p ´ t P ZpptqrX s es irreducible y no es separable.

Proposición 2.40. Sea f P F rX s irreducible no constante. Son equivalentes:
a) f es inseparable.

b) mcdpf , Df q “ 1.

c) Df “ 0.

d) car F “ p ą 0 y f es un polinomio en X p.

e) Todas las raíces de f son múltiples.
Demostración. (a ô b) Ya lo sabemos.

(b ñ c) f es irreducible, y gr Df ă gr f , entonces mcdpf , Df q “ 1 ñ Df “ 0 (recordar
observación 2.0.1).

(cñ d) Como f no es constante, Df puede ser el polinomio nulo sólo si f es un polinomio
en X p y car F “ p, pues todos los factores de la derivada se tienen que anular.

(dñ e) Sea f pX q “ gpX pq. Escribo gpX q “
ś

pX ´aiq
mi en el cuerpo de descomposición

para f sobre F . Entonces en ese cuerpo, usando el lema 2.71,

f pX q “ gpX p
q “

ź

pX p
´ aiq

mi “
ź

pX ´ p
?

aiq
pmi

donde p
?

ai es alguna raíz de X p ´ ai . Entonces todas las raíces de f tienen multiplicidad al
menos p.

(e ñ a) Obvio.
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Definición. Un cuerpo F es perfecto si todo polinomio f P F rX s irreducible es separable.

Ejemplo 2.5.4. Todo cuerpo algebraicamente cerrado es perfecto.

Definición. Sea F un cuerpo de característica p ą 0. El endomorfismo de Frobenius es el
morfismo F Ñ F , x ÞÑ xp.

Observación 2.5.5. El endomorfismo de Frobenius σ es efectivamente un endomorfismo: si
a, b P F , σpabq “ pabqp “ apbp “ σpaqσpbq, obviamente σp1q “ 1 y por el lema 2.71 se
tiene σpa ` bq “ pa ` bqp “ ap ` bp “ σpaq ` σpbq.

La siguiente propiedad nos dice que “casi todos los cuerpos son perfectos”.

Proposición 2.41.

1. Todo cuerpo de característica cero es perfecto.

2. Si F es un cuerpo de característica p ą 0, entonces F es perfecto si y sólo si
F “ F p :“ tap : a P F u (i.e. si y sólo si el endomorfismo de Frobenius es un au-
tomorfismo).

3. Todo cuerpo finito es perfecto.

Demostración. 1. Ya lo sabemos.

2. (ñ) Si a P F zF p, entonces X p ´ a P F rX s es irreducible (pues a no es raíz) , y no es
separable, pues por el lema 2.71, si p

?
a es una raíz de X p ´ a en el cuerpo de descom-

posición, se tiene X p ´ a “ pX ´ p
?

aqp.

(ð) Supongamos que f P F rX s es irreducible pero no separable. Entonces f es un
polinomio en X p:

f pX q “
ÿ

ai X
pi
“
ÿ

bp
i X pi

“

´

ÿ

bi X
i
¯p

para ciertos ai P F , bi P F tales que ai “ bp
i (existen pues F “ F p); en el último paso

usamos el lema 2.71. Pero entonces f no sería irreducible, absurdo.

3. Sea F un cuerpo finito, entonces tiene característica p ą 0. Sea φ : F Ñ F p, a ÞÑ ap

el endomorfismo de Frobenius. Es inyectivo: ap “ bp ñ pa ´ bqp “ 0 ñ a “ b, y es
obviamente sobreyectivo, luego F “ F p.

Por lo tanto para que un cuerpo no sea perfecto, debe tener característica p y ser infinito.
En el ejemplo 2.5.3 vimos que Zpptq no es perfecto.

Proposición 2.42. Sea F cuerpo. Son equivalentes:

1. F es perfecto,

2. Toda extensión finita de F es separable,

3. Toda extensión algebraica de F es separable.
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Demostración. (1 ñ 2) Si F Ă K es finita, entonces como F es perfecto para todo α P K se
tiene que mα,F es separable, i.e. F Ă K es separable.

(2 ñ 1) Supongamos que toda extensión finita de F es separable. Sea p P F rX s irreducible.
Consideremos K “ F pαq donde α es alguna raíz de p. La extensión F Ă K es finita, por lo
tanto separable. Como p “ mα,F entonces p es separable.

(2 ñ 3) Sea F Ă K algebraica. Entonces dado α P K tenemos que F Ă F pαq es finita,
luego separable, de donde α es raíz de un polinomio en F rX s separable.

(3 ñ 2) Toda extensión finita es algebraica.
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2.6. Fundamentos de la teoría de Galois
Citamos el primer párrafo de la introducción de [KM] como motivación para la definición

siguiente.

¿Por qué un cuadrado nos parece una figura simétrica, un círculo aún más simétrico,
pero el dígito “4” completamente asimétrico? Para responder a esta pregunta,
consideremos los movimientos del plano que dejan cada una de estas figuras en
el mismo lugar que antes. Es fácil ver que para el cuadrado hay ocho de estos
movimientos, para el círculo hay infinitos, pero para el dígito “4” sólo uno, la
identidad, que deja cada punto del dígito fijo. El conjunto G de movimientos
diferentes que dejan una figura ocupando el mismo lugar que antes sirve como
una medida para su grado de simetría: a mayor cantidad de elementos de G , i.e.,
los movimientos, a mayor simetría de la figura. [Este conjunto G es un grupo con
la composición.]

M.I. Kargapolov, Ju.I. Merzljakov

Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos. El grupo de Galois de la extensión es

GalKF :“ tσ P AutpK q : σpαq “ α @α P F u

Consiste de los elementos de AutpK q que dejan fijo F .

Definición. Sea k Ă F Ă L torre de cuerpos. Si σ : F Ñ L es tal que σ|k “ id, decimos que
σ es un k-monomorfismo de cuerpos.

De esta manera, los elementos del grupo de Galois GalKF son los F -automorfismos de K .

Proposición 2.43. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Entonces GalKF permuta las raíces en
K de los polinomios en F rX s. Es decir, si f P F rX s y R es el conjunto de raíces en K de f ,
entonces σ|R P SympRq.

Demostración. Sea σ P GalKF y α P K raíz de un polinomio f “ anX n`¨ ¨ ¨`a1X `a0 P F rX s.
Se tiene entonces anα

n ` ¨ ¨ ¨ ` a1α` a0 “ 0. Apliquémosle σ:

0 “ σp0q “ σpanα
n
` ¨ ¨ ¨ ` a1α` a0q “ σpanqσpαq

n
` ¨ ¨ ¨ ` σpa1qσpαq ` σpa0q

σ|F“id
“ anσpαq

n
` ¨ ¨ ¨ ` a1σpαq ` a0

Tenemos entonces que σpαq es también raíz de f , i.e. σpRq Ă R . Como σ|R : R Ñ R es
inyectiva y R es un conjunto finito, entonces σ|R es biyectiva, i.e. σ|R P SympRq.

Observación 2.6.1. Si descomponemos un polinomio como producto de irreducibles, entonces
el grupo de Galois permuta sus raíces permutando las de cada factor irreducible.

Definición. Sea K cuerpo, H ă AutpK q. Definimos el cuerpo fijo de H como

FixpHq :“ tα P K : σpαq “ α @σ P Hu

Consiste en los elementos de K que quedan fijos por H .
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Observación 2.6.2. “Grupo de Galois” y “cuerpo fijo” es considerar la ecuación σpαq “ α

desde los dos puntos de vista posibles.
Observación 2.6.3. Es sencillo verificar que el cuerpo fijo de H es un subcuerpo de K .

Proposición 2.44. Las asociaciones F Ă K ÞÑ GalKF y H ă AutpK q ÞÑ FixpHq revierten
inclusiones:

Si F1 Ă F2 Ă K es torre de cuerpos, entonces GalKF2
ă GalKF1

Si H1 Ă H2 Ă AutpK q es una cadena de subgrupos, entonces FixpH2q Ă FixpH1q.

Demostración. Todo automorfismo de K que deja fijo F2 es un automorfismo de K que deja
fijo F1.

Si un elemento de K queda fijo por H2, entonces queda fijo por H1.

Definición. Una extensión de cuerpos finita F Ă K es de Galois si Fix(GalKF q “ F . Equiva-
lentemente, si para todo u P KzF existe σ P GalKF tal que σpuq “ u.

Observación 2.6.4. Una extensión es de Galois cuando el grupo de Galois es lo más grande
posible, i.e. cuando hay la mayor cantidad posible de automorfismos que dejan fijo F . En
virtud de la cita del comienzo de la sección, una extensión es de Galois cuando “exhibe la
mayor simetría posible”.
Observación 2.6.5. Sea F Ă K extensión de cuerpos finita. La extensión Fix(GalKF q Ă K
siempre es de Galois. Esto no es más que un juego de palabras: en efecto, estamos diciendo
que para todo elemento u en K que no queda fijo por los automorfismos de K que dejan fijo
F hay un automorfismo de K que deja fijo lo que queda fijo por los automorfismos de K que
dejan fijo F que mueve u (¡!).

Definición. Un carácter de un grupo G sobre un cuerpo L es un morfismo de grupos G Ñ L˚.

Definición. Sean χ1, . . . ,χn caracteres de un grupo G sobre un cuerpo L. Decimos que son
linealmente independientes si lo son como elementos del L-espacio vectorial HompG , L˚q, i.e.
si para todo a1, . . . , an P L se tiene

a1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` anχn “ 0 ñ a1 “ ¨ ¨ ¨ “ an “ 0

Si no son linealmente independientes, se dicen linealmente dependientes.

Teorema 2.45 (de independencia lineal de caracteres de Dedekind). Si χ1, . . . ,χn son carac-
teres diferentes de un grupo G sobre un cuerpo L, entonces son linealmente independientes.

Demostración. Supongamos por absurdo que son linealmente dependientes. Sea m el menor
número de escalares no nulos tal que hay una relación de dependencia lineal entre m caracteres
de los n. A menos de reordenación podemos suponer que son los m primeros. Se tiene entonces
para ciertos a1, . . . , am P L:

a1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` amχm “ 0, ai “ 0 @i “ 1, . . . , m

Evaluando en g P G se tiene

a1χ1pgq ` ¨ ¨ ¨ ` amχmpgq “ 0 @g P G (2.3)
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Como χ1 “ χm, existe g0 P G tal que χ1pg0q “ χmpg0q. Evaluando en g0g y usando que los
χi son morfismos de grupos, se obtiene

a1χ1pg0qχ1pgq ` ¨ ¨ ¨ ` amχmpg0qχmpgq “ 0 @g P G (2.4)

Restándole a la ecuación (2.4) la ecuación (2.3) multiplicada por χmpg0q, se obtiene

0 “ a1χ1pg0qχ1pgq ` ¨ ¨ ¨ `((((((((
amχmpg0qχmpgq ´ a1χ1pgqχmpg0q ´ ¨ ¨ ¨ ´((((((((

amχmpgqχmpg0q

“ a1pχ1pg0q ´ χmpg0q

“0

χ1pgq ` . . . am´1pχm´1pg0q ´ χmpg0qqχm´1pgq @g P G

Ésta es una relación de dependencia lineal no trivial de m ´ 1 caracteres: contradice la
minimalidad de m, llegando a un absurdo.

Corolario 2.46. Sean σ1, . . . ,σn : K Ñ L morfismos de cuerpos diferentes. Entonces son
linealmente independientes como funciones K Ñ L.

Demostración. Como un morfismo de cuerpos envía el cero en el cero, cada σi induce un
morfismo de grupos σ˚i : K˚ Ñ L˚. Estos σ˚i son caracteres del grupo K˚ sobre L. Por el
teorema anterior, σ˚1 , . . . ,σ˚n son linealmente independientes, luego σ1, . . . ,σn son linealmente
independientes, pues difieren con los σ˚i sólo en el cero, lo cual no afecta a la independencia
lineal.

Sobre el siguiente teorema (cuya prueba es esencialmente álgebra lineal) descansa gran
parte de los teoremas posteriores de teoría de Galois.

Teorema 2.47. Sea K cuerpo, H “ tσ1, . . . ,σnu ă AutpK q. Entonces

|K : FixpHq| “ |H : 1| “ |H | “ n

Gráficamente,6
K 1

FixpHq H

Demostración. Notemos F :“ FixpHq. Supongamos por absurdo que n “ |K : F |.
Caso 1: n ą |K : F | “: m.
Sea ω1, . . . ,ωm una F -base de K . El sistema

$

’

&

’

%

σ1pω1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpω1qxn “ 0
...

σ1pωmqx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpωmqxn “ 0

es un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incógnitas, m ă n: tiene una solución
no trivial β1, . . . ,βn.

6El diagrama tendrá más sentido cuando enunciemos el teorema fundamental de la teoría de Galois.
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Sean a1, . . . , am elementos arbitrarios de F . Como F “ FixpHq, entonces σipajq “ aj para
todo i “ 1, . . . , n, j “ 1, . . . , m. Por lo tanto, multiplicando la i -ésima ecuación por ai y
remplazando las incógnitas por la solución no trivial, se obtiene:

$

’

&

’

%

σ1pa1ω1qβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpa1ω1qβn “ 0
...

σ1pamωmqβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpamωmqβn “ 0

Sumando las m ecuaciones, se obtiene:

σ1pa1ω1 ` ¨ ¨ ¨ ` amωmqβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpa1ω1 ` ¨ ¨ ¨ ` amωmqβn “ 0

para cualquier a1, . . . , am P F . Pero ω1, . . . ,ωm es una F -base, luego a1ω1 ` ¨ ¨ ¨ ` amωm

representa un elemento arbitrario α P K . La ecuación queda entonces

σ1pαqβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpαqβn “ 0 @α P K

Como los βi no son todos cero, entonces la ecuación anterior nos dice que σ1, . . .σn son
morfismos de cuerpos linealmente dependientes. Esto contradice el corolario anterior.

Caso 2: n ă |K : F |.
Existen entonces n ` 1 elementos α1, . . . ,αn`1 P K linealmente independientes sobre F .

El sistema
$

’

&

’

%

σ1pα1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ1pαn`1qxn`1 “ 0
...

σnpα1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpαn`1qxn`1 “ 0

(2.5)

es un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n` 1 incógnitas, luego tiene una solución
no trivial β1, . . . ,βn P K .

Afirmación: existe j tal que βj R F .
Demostración: Supongamos por absurdo que los βi están todos en F . Existe un i tal que

σi “ id (pues H es un grupo). La ecuación i -ésima queda entonces α1β1`¨ ¨ ¨`αn`1βn`1 “ 0:
es una relación de dependencia de los αi , absurdo pues estos son linealmente independientes
sobre F .

Elegimos una solución del sistema con número mínimo r de βi no nulos. A menos de
reordenación podemos suponer que son los r primeros: β1, . . . ,βr , y podemos suponer βr “ 1
por estar trabajando en un cuerpo y ser el sistema homogéneo. Como no pueden estar todos
en F , debe ser r ą 1 (pues 1 P F ). A menos de reordenación podemos suponer β1 R F .

El sistema queda
$

’

&

’

%

σ1pα1qβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ1pαr´1qβr´1 ` σ1pαr q “ 0
...

σnpα1qβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpαr´1qβr´1 ` σnpαr q “ 0

(2.6)

Como F “ FixpHq y β1 R F , entonces existe k0 P t1, . . . , nu tal que σk0pβ1q “ β1. Apliquemos
σk0 al sistema: para todo j “ 1, . . . , n se tiene

pσk0σjqpα1qσk0pβ1q ` ¨ ¨ ¨ ` pσk0σjqpαr´1qσk0pβr´1q ` σk0σjpαr q “ 0
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Pero tσk0σ1, . . . ,σk0σnu “ tσ1, . . . ,σnu pues H es un grupo. El sistema queda, para todo
i “ 1, . . . , n:

σipα1qσk0pβ1q ` ¨ ¨ ¨ ` σipαr´1qσk0pβr´1q ` σipαr q “ 0

Restándoselo al sistema (2.6), nos queda, para todo i “ 1, . . . , n:

σipα1q

“0

rβ1 ´ σk0pβ1qs` ¨ ¨ ¨ ` σipαr´1qrβr´1 ´ σk0pβr´1qs “ 0

Esta es una solución no trivial del sistema (2.5) con a lo sumo r ´ 1 elementos no nulos:
contradice la minimalidad de r .

Corolario 2.48. Sea F Ă K extensión de cuerpos finita. Entonces |GalKF | ď |K : F |, y

|GalKF | “ |K : F | ðñ F Ă K es de Galois.

Demostración. Aplicando el teorema anterior a H “ GalKF obtenemos |K : FixpHq| “ |GalKF |.
Por otro lado tenemos la torre de cuerpos F Ă FixpHq Ă K : la transitividad de grados nos da
|K : F | “ |K : FixpHq||FixpHq : F |, i.e.

|K : F | “ |GalKF ||FixpHq : F |

Luego |GalKF | ď |K : F |, y

|GalKF | “ |K : F | ðñ |FixpHq : F | “ 1 ðñ FixpHq “ F
def.
ðñ F Ă K es de Galois.

Corolario 2.49. Sea K cuerpo, H ă AutpK q. Entonces GalKFixpHq “ H , luego si FixpHq Ă K
es finita, es de Galois.

Demostración. (Ą) Por definición de Fix.
(Ă) Como tenemos la inclusión Ą, basta ver que |GalKFixpHq| “ |H |. Pero tenemos

|K : FixpHq| teo.“ |H |
Ą

ď |GalKFixpHq|
corolario
ď |K : FixpHq|

Por lo tanto la cadena de desigualdades es de igualdades, y GalKFixpHq “ H .

Corolario 2.50. Sea K cuerpo. La función Fix que a cada subgrupo de AutpK q le asocia su
cuerpo fijo es inyectiva.

Demostración. En efecto, lo que nos dice el corolario anterior es que dado un subgrupo de
AutpK q, aplicar Fix y luego la función GalK´ que a un subcuerpo de K le asocia su grupo de
Galois es la identidad, i.e. Fix tiene inversa por izquierda, i.e. es inyectiva.

Teorema 2.51. Sea F cuerpo. Si f P F rX s es separable, entonces

|GalDescF pf q
F | “ |DescF pf q : F |

y por lo tanto si una extensión de F es el cuerpo de descomposición de un polinomio separable,
entonces es de Galois.
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Demostración. Sean α1, . . . ,αm las raíces diferentes de f en su cuerpo de descomposición
sobre F . La prueba es por inducción en m; lo haremos para m “ 2 por simplicidad.

Considero mα1,F : es irreducible sobre F . Con el teorema de extensión extiendo la identidad
id: F Ñ F a un isomorfismo ϕ1 : F pα1q Ñ F pα11q donde α11 es otra raíz de mα1,F . El número
de ϕ1’s posibles es en general ď gr mα1,F “ |F pα1q : F |, pero se da la igualdad pues mα1,F

es separable (pues divide a f que es separable).
Considero mα2,F pα1q: es irreducible sobre F pα1q. Con el teorema de extensión extiendo

el isomorfismo ϕ1 : F pα1q Ñ F pα11q a un isomorfismo ϕ2 : F pα1,α2q Ñ F pα11,α12q donde
α12 es otra raíz de mα2,F pα1q. Observar que F pα11,α12q “ F pα1,α2q pues sólo hay dos raíces
posibles para mα2,F pα1q ya que divide a f . El número de ϕ2’s posibles es en general ď gr
mα2,F pα1q “ |F pα1,α2q : F pα1q|, pero se da la igualdad pues mα2,F pα1q es separable (pues
divide a f que es separable).

Considero la torre de cuerpos F Ă F pα1q Ă F pα1,α2q:

|DescF pf q : F | “ |F pα1,α2q : F |
“ |F pα1q : F ||F pα1,α2q : F pα1q|
“ n0 de ϕ1’s ¨ n0 de ϕ2’s
“ n0 de extensiones de id : F Ñ F a un iso. ϕ : F pα1,α2q Ñ F pα1,α2q

“ |GalDescF pf q
F |

Definición. Una extensión finita F Ă K es normal si todo polinomio f P F rX s irreducible
que tiene una raíz en K se escinde sobre K .

Ejemplo 2.6.6. La extensión Q Ă Qp 3
?

2q no es normal: el polinomio X 3´ 2 P QrX s tiene una
raíz 3

?
2 P Qp 3

?
2q, pero no tiene a las dos otras.

Teorema 2.52. Si F Ă K es de Galois entonces es normal y separable.

Demostración. Sea p P F rX s irreducible tal que existe α P K raíz de p. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer p mónico. Veamos que p se escinde sobre K .

Sea GalKF “ tid,σ2, . . . ,σnu. Considero entre α,σ2pαq, . . . ,σnpαq P K los elementos
diferentes, que llamo α,α2, . . . ,αr , 0 ď r ď n.

Sea f “ pX ´ αqpX ´ α2q . . . pX ´ αr q P K rX s.
Afirmación: p “ f .
Demostración: Como todas las raíces de f lo son de p, entonces f � p.
Si pruebo que f P F rX s y anula a α, entonces como p “ mα,F se tiene p � f . Obviamente

f pαq “ 0: veamos que f P F rX s.
Usemos que F “ FixpGalKF q para demostrar esto. Sea τ P GalKF , entonces como

tτ, τσ2, . . . , τσnu “ tid,σ2, . . . ,σnu, aplicarle τ a α,σ2pαq, . . . ,σnpαq los permuta. A su vez
tid,σ2, . . . ,σnu permutan α,α2, . . . ,αr (pues son raíces de p) luego τ permuta α,α2, . . . ,αr .

Por lo tanto f queda invariante por GalKF , i.e. los coeficientes de f (no estamos diciendo
los αi , atención) están en FixpGalKF q “ F , i.e. f P F rX s.

Entonces f � p, p � f y son ambos mónicos: se tiene p “ f .

Por lo tanto p se escinde sobre K , y más aún, es separable. Entonces la extensión es
normal, y es separable, pues dado α P K obtuvimos que mα,F es separable.
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Teorema 2.53. Una extensión F Ă K es finita, normal y separable si y sólo si K es el cuerpo
de descomposición sobre F de un polinomio en F rX s separable.

Demostración. (ð) Es el teorema 2.51 junto con el teorema anterior 2.52.
(ñ): Como F Ă K es finita, sea tω1, . . . ,ωnu una F -base de K . Sea pi “ mωi ,F : son

irreducibles y tienen una raíz en K , luego como F Ă K es normal y separable, los pi se escinden
sobre K y son separables. Sea f el producto p1 . . . pn sacando los factores repetidos.

Afirmación: K “ DescF pf q.
Demostración: (Ą) Es obvio pues DescF pf q está generado por las raíces de f que son

elementos de K .
(Ă) Se tieneω1, . . . ,ωn P DescF pf q por construcción, y DescF pf q Ă K es un F -subespacio

vectorial, luego como los ωi son una F -base de K , necesariamente DescF pf q “ K .

Resumamos la situación:

Teorema 2.54. Sea F Ă K extensión de cuerpos. Son equivalentes:

1. La extensión es de Galois.

2. |K : F | “ |GalKF |.

3. K “ DescF pf q para algún f P F rX s separable.

4. La extensión es finita, normal y separable.

Demostración. (1 ô 2) es el corolario 2.48. Los teoremas anteriores son 1 ñ 4 ñ 3 ñ 2.

A continuación, un lema técnico que nos será de utilidad a posteriori.

Lema 2.55. Sea k Ă F Ă K Ă L una torre de extensiones algebraicas, con K “ Desckpf q
para algún f P krX s. Entonces si σ : F Ñ L es un k-monomorfismo de cuerpos, se tiene que
σpF q Ă K , y σ se extiende a un k-automorfismo de K (i.e. un elemento de GalKk .)

Demostración. Sea L1 una clausura algebraica de L (lo es entonces de F y de σpF q). Entonces
como σ : F Ñ σpF q es un k-automorfismo, por el corolario 2.36, se extiende a un k-
automorfismo σ˚ : L1 Ñ L1. Basta ver que σ˚pK q “ K , porque entonces σpF q “ σ˚pF q Ă K ,
y además la restricción σ˚|K es el automorfismo buscado.

Tenemos que K “ Desckpf q. Sean α1, . . . ,αn las raíces de f en K : se tiene entonces
K “ kpα1, . . . ,αnq. Entonces σ˚pK q “ kpσ˚pa1q, . . . ,σ˚panq pues σ˚|k “ id.

Pero σ˚ P GalL1k , luego lleva raíces de f en raíces de f . Al ser un automorfismo es biyectivo,
luego tσ˚pa1q, . . . ,σ˚panqu “ ta1, . . . , anu.

Por lo tanto σ˚pK q “ kpa1, . . . , anq “ K y el lema queda demostrado.

2.6.1. Un poco más de extensiones normales
Una extensión es finita, normal y separable si y sólo si es el cuerpo de descomposición de

un polinomio separable. Esto sigue siendo válido si quitamos la separabilidad de ambos lados.
Para demostrar esto, usamos el lema técnico recién demostrado.

Proposición 2.56. Una extensión finita F Ă K es normal si y sólo si K es el cuerpo de
descomposición sobre F de un polinomio en F rX s.
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Demostración. (ñ) La extensión F Ă K es finita, luego finitamente generada por elementos al-
gebraicos: K “ F pα1, . . . ,αnq. Como la extensión es normal, los polinomios pi “ mαi ,F se escin-
den sobre K , luego f “ p1 . . . pn también se escinde sobre K . Entonces K “ F pα1, . . . ,αnq “

DescF pf q.

(ð) Sea p P F rX s un polinomio irreducible con una raíz α P K . Sea L una clausura
algebraica de K , y β P L otra raíz de p. Entonces extendiendo la identidad id: F Ñ F con el
teorema de extensión, existe un F -isomorfismo σ : F pαq Ñ F pβq. Por el lema anterior (con
F “ kpαq) resulta que kpβq Ă K , para cualquier otra raíz β P L de f . Pero f se escinde sobre
L pues L es algebraicamente cerrado, luego en realidad se escinde sobre K .

De esta manera, el lema 2.55 nos dice que un k-monomorfismo que parte de un subcuerpo
de una extensión normal a un cuerpo mayor, en realidad no se sale de la extensión normal, y
además se extiende a un k-automorfismo de la extensión normal.

Definición. Sea F Ă E extensión de cuerpos finita. Decimos que un cuerpo K es una clausura
normal de la extensión si F Ă K es normal, K Ą E , y K es la menor extensión normal de F
tal que K Ą E .

Proposición 2.57. Toda extensión finita F Ă E tiene una clausura normal K , y dos clausuras
normales son isomorfas.

Demostración. Tenemos E “ F pα1, . . . ,αnq para ciertos α1, . . . ,αn P E . Consideremos
f “ mα1,F . . .mαn,F y K “ DescF pf q. Entonces F Ă K es normal, K Ą E y por definición de
cuerpo de descomposición f no se escinde en ningún subcuerpo propio de K que contiene a
E , luego K es una clausura normal de F Ă E . Además K es único a menos de isomorfismo
porque dos cuerpos de descomposición para f sobre F son isomorfos.

Definición. Sea F Ă E extensión de cuerpos finita. Decimos que un cuerpo K es una clausura
de Galois de la extensión si F Ă K es de Galois, K Ą E , y K es la menor extensión de Galois
de F tal que K Ą E .

Corolario 2.58. Toda extensión finita y separable F Ă E tiene una clausura de Galois, que
es la clausura normal.

Demostración. Sea K la clausura normal de F Ă E . Como en la demostración de la proposición
anterior, K es el cuerpo de descomposición sobre F de f “ mα1,F . . .mαn,F . En este caso los
mαi ,F son separables. Entonces si a f le quitamos los factores repetidos, nos queda un polinomio
separable g P F rX s tal que DescF pf q “ DescF pgq, por lo tanto F Ă K es de Galois.

2.6.2. Teorema fundamental de la teoría de Galois
Teorema 2.59 (Teorema fundamental de la teoría de Galois). Sea F Ă K extensión de cuerpos
de Galois. Hay una biyección entre los subcuerpos intermedios de la extensión (los subcuerpos
E Ă K que contienen a F ) y los subgrupos H Ă GalKF dada por las correspondencias inversas
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una de la otra E
GalK´
ÞÑ GalKE y FixpHq Fix

Ð [ H :

tsubcuerpos E Ă K que contienen a F u oo
GalK´
Fix
// tsubgrupos H Ă GalKF u

K 1

E oo

Fix(H)Ð [H

E ÞÑGalKE // H

F GalKF

Esta correspondencia, llamada correspondencia de Galois, cumple las siguientes propieda-
des:

1. Revierte inclusiones: si subcuerpos intermedios E1, E2 se corresponden con subgrupos
H1, H2, entonces E1 Ă E2 ðñ H2 ă H1.

2. E Ă K es de Galois para cualquier subcuerpo E de K que contiene a F .

3. Para cualquier subcuerpo intermedio E se tiene

|K : E | “ |GalKE | y |E : F | “ |GalKF : GalKE |

4. Para cualquier subcuerpo intermedio E se tiene que F Ă E es Galois ðñ GalKE ŸGalKF .
Si este es el caso, entonces GalEF »

GalKF
GalKE

.

Demostración. Ya sabemos que Fix es inyectivo con inversa por izquierda GalK´.
Para probar que Fix es sobreyectivo probemos primero 2. Sea E un subcuerpo intermedio.

Como F Ă K es de Galois, entonces K “ DescF pf q para cierto f P F rX s separable. Pero
entonces f P E rX s y E Ă K “ DescE pf q, luego E Ă K es de Galois.

Por definición de extensión de Galois se tiene E “ FixpGalKE q. Esto nos dice que Fix tiene
inversa por derecha GalK´. Por lo tanto Fix y GalK´ son biyectivos, uno inverso del otro.

1. Es la proposición 2.44.

3. Como E Ă K es de Galois, entonces |K : E | “ |GalKE |.
Como F Ă K es de Galois, entonces |K : F | “ |GalKF |. Por otro lado la torre F Ă E Ă K
nos da |K : F | “ |K : E ||E : F |. Tenemos entonces

|GalKF : GalKE | “
|GalKF |
|GalKE |

“
|K : F |
|K : E |

“ |E : F |

4. (ñ) Sea F Ă E de Galois, en particular es normal. Sea σ P GalKE , τ P GalKF . Sabemos
que τστ´1 P GalKF , pero queremos que ver que τστ´1 P GalKE .
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Tenemos la torre F Ă E Ă E Ă K , donde F Ă E es normal y τ´1|E : E Ñ K
es un F -monomorfismo. Entonces por el lema 2.55, se tiene que τ´1|E pE q Ă E , i.e.
τ´1pE q Ă E .
Entonces dado a P E , se tiene τ´1 P E . Por lo tanto como σ es un E -automorfismo,
στ´1paq “ τ´1paq. Aplicando τ se obtiene τστ´1paq “ ττ´1paq “ a, luego τστ´1|E “
id y τστ´1 P GalKE .

(ð) Supongamos GalKE Ÿ GalKF . Tenemos que F Ă E es separable pues F Ă K lo es.
Veamos que F Ă E es normal: sea p P F rX s irreducible con una raíz a P E .
Como F Ă K es normal (por ser de Galois), p se escinde sobre K . Basta ver que las
raíces de p en K están en E .
Sea b otra raíz de p en K . Entonces por el teorema de extensión, existe τ P GalKF tal
que τpbq “ a. Para ver que b P E veamos que b P FixpGalKE q, aprovechando que E Ă K
es de Galois.
Sea σ P GalKE . Entonces τστ´1 P GalKE por normalidad, luego

τστ´1paq “ a ñ τσpbq “ a ñ σpbq “ τ´1paq “ b

Entonces σpbq “ b, i.e. b P FixpGalKE q.

Observación 2.6.7. En la prueba del recíproco del cuarto ítem hemos probado que F Ă E es
normal ðñ GalKE es normal en GalKF , lo cual explica por qué la misma nomeclatura.

En la proposición 2.64 detallamos otro aspecto de la correspondencia de Galois.

2.6.3. Aplicación: teorema fundamental del álgebra
El teorema fundamental del álgebra no tiene una demostración que se base únicamente en

el álgebra. Esto es lógico pues en el fondo nos dice algo sobre números reales, y los números
reales no son una construcción algebraica.

La demostración que daremos usa una cantidad mínima de análisis que se concentra en el
siguiente lema.

Lema 2.60. a) Todo polinomio en RrX s de grado impar tiene una raíz real. Por lo tanto R
no admite extensiones propias de grado impar.

b) C no admite extensiones cuadráticas (de grado 2), i.e. todo f P CrX s de grado 2 se escinde
sobre C.

Demostración. a) Los polinomios de grado impar tienden a ˘8 en ´8, y a ¯8 en `8,
luego por el teorema de Bolzano, tienen una raíz real.
Si R tuviera una extensión de grado impar, existiría un polinomio de grado impar sobre R
irreducible, absurdo.

b) Por la fórmula de las raíces de los polinomios de grado 2, basta ver que todo α P C tiene
una raíz cuadrada en C. Escribiendo α “ re iθ, r ě 0, θ P r0, 2πq, se tiene que

?
re i θ

2 es
una raíz cuadrada de α en C.
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Teorema 2.61 (fundamental del álgebra). Todo polinomio no constante en RrX s tiene una
raíz en C. En otras palabras, C es algebraicamente cerrado.

Demostración. Sea f P RrX s, gr f “ n ě 1, y sea K “ DescRpf q.
Adjuntarle i a K es lo mismo que tomar el cuerpo de descomposición sobre R del producto

f ¨ pX 2 ` 1q, i.e. K piq “ DescRpf ¨ pX 2 ` 1qq, entonces R Ă K piq es de Galois.
Consideremos GalKpiqC ă GalKpiqR . Queremos probar que GalKpiqC “ tidu, en cuyo caso por la

correspondencia de Galois C “ K piq, luego como K piq “ DescRpf ¨ pX 2 ` 1qq, se tendría que
f tiene una raíz en C y el teorema estaría demostrado.

Supongamos por absurdo que GalKpiqC “ tidu.
Sea P2 un 2-subgrupo de Sylow de GalKpiqR . Entonces |P2| es par, luego |GalKpiqR : P2| es

impar. Por la correspondencia de Galois, |FixpP2q : R| es impar, luego por la parte a) del lema
2.60, FixpP2q “ R.

Entonces GalKpiqR “ GalKpiqFixpP2q
“ P2, luego como tidu “ GalKpiqC ă GalKpiqR “ P2, se tiene

que GalKpiqC es un 2-grupo. Por ser un p-grupo tiene subgrupos de todos los órdenes posibles,
en particular uno de índice 2, que por la correspondencia de Galois se corresponde con una
extensión cuadrática de C, absurdo por la parte b) del lema 2.60.

Observación 2.6.8. De los números reales tuvimos que usar la completitud, necesariamente,
pues esto está en la base de su definición. Sin embargo no usamos la completitud en toda
su potencia, la usamos sólo en la expresión del lema 2.60. Esto nos dice que la demostración
que hemos dado del teorema fundamental del álgebra no nos dice sólo que Rp

?
´1q es

algebraicamente cerrado, donde R es el único cuerpo ordenado y completo, sino que Rp
?
´1q

es algebraicamente cerrado cuando R es un cuerpo ordenado que satisface las condiciones del
lema 2.60 (observar que la condición b) es una consecuencia de que todo número real positivo
tiene una raíz cuadrada real).

Más explícitamente, un cuerpo ordenado es un cuerpo F junto con un orden total ď en F
que es compatible con las operaciones de F , de esta manera:

a ď b ñ a ` c ď b ` c para todo a, b, c P F ,

a, b ď 0 ñ ab ď 0 para todo a, b P F .

Un cuerpo real cerrado es un cuerpo ordenado R tal que todo elemento positivo tiene raíz
cuadrada en R , y todo polinomio de grado impar en RrX s tiene una raíz en R ..

Un ejemplo de cuerpo real cerrado, aparte de R, es el de los números algebraicos reales,
i.e. QX R.

Con esta definición capturamos exactamente lo que utilizamos de los números reales para
probar el teorema fundamental del álgebra. Podemos entonces enunciar lo que hemos probado
en realidad:

Teorema (fundamental del álgebra generalizado). Sea R un cuerpo real cerrado. Entonces
Rp
?
´1q es algebraicamente cerrado.

Como última observación, destacamos que la noción de cuerpo real cerrado captura
exactamente las propiedades de los números reales necesarias para que valga el teorema
fundamental del álgebra. Es decir, vale el recíproco: si R es un cuerpo no algebraicamente
cerrado tal que Rp

?
´1q es algebraicamente cerrado, entonces R es un cuerpo real cerrado.
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Además, captura otras propiedades equivalentes, por ejemplo: si R es un cuerpo ordenado,
es real cerrado si y sólo si hay un orden en R que no se extiende a ningún orden en cualquier
extensión algebraica propia de R , si y sólo si hay un orden en R que hace que R sea un
cuerpo ordenado tal que, con este orden, vale el teorema del valor intermedio para todos los
polinomios sobre R .

Recomendamos [J], capítulo 5, para profundizar en este tema.

Ejercicios

Ej. 49 — Toda extensión de grado 2 es normal.

Ej. 50 — GalRQ “ tidu (Sugerencia: un automorfismo de R es una función monótona. Ade-
más, por Dedekind-completitud de R, para todo x P RzQ, A “ ta P Q : a ă xu y
B “ tb P Q : b ą xu conforman una partición de Q tal que a ă b para todo a P A,
b P B y x “ sup A “ ı́nf B .)

Ej. 51 — Hallar los grupos de Galois sobre Q de Qp
?

2,
?

5q y de Qp
?

2,
?

3,
?

5q.
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2.7. Extensiones compuestas y extensiones simples
Definición. Sean K1, K2 Ă K subcuerpos. El cuerpo compuesto de K1 y K2, notado K1K2,
es el menor subcuerpo de K que contiene K1 y K2.

Tomar el cuerpo compuesto de dos subcuerpos es la idea recíproca de tomar su intersección.

Proposición 2.62. Sean K1, K2 extensiones finitas de F contenidas en K . Entonces

|K1K2 : F | ď |K1 : F ||K2 : F |

y se da la igualdad si y sólo si una F -base de K1 es linealmente independiente en K2 o viceversa.

Demostración. Consideremos la torre F Ă K1 Ă K1K2. La transitividad de grados nos da

|K1K2 : F | “ |K1 : F ||K1K2 : K1| ď |K1 : F ||K2 : F |

Se tiene |K1K2 : K1| ď |K2 : F | pues si tomo una F -base de K2, es un K1-generador de K1K2.
Se da la igualdad si y sólo si es l.i. en K1.

Corolario 2.63. Si K1, K2 son extensiones finitas de F contenidas en K tales que |K1 : F | “ n
y |K2 : F | “ m, con mcdpm, nq “ 1, entonces |K1K2 : F | “ mn.

Demostración. Las torres F Ă K1 Ă K1K2 y F Ă K2 Ă K1K2 nos dan respectivamente

n “ |K1 : F | � |K1K2 : F | y m “ |K2 : F | � |K1K2 : F |

Por lo tanto mcmpn, mq “ nm � |K1K2 : F |, y por la proposición |K1K2 : F | ď nm, por lo
tanto se da la igualdad.

Ejemplo 2.7.1. Sea F Ă K extensión de cuerpos, α,β P K algebraicos de grados n, m
respectivamente. Se tiene F pαqF pβq “ F pα,βq. Entonces |F pα,βq : F | ď nm, y se da la
igualdad si m y n son coprimos.

La siguiente proposición nos da más información sobre la correspondencia de Galois, y nos
dice que “tomar cuerpo compuesto” se corresponde con “tomar subgrupo generado por la
unión”. No podemos simplemente tomar la unión de dos subgrupos puesto que no tendría por
qué ser un subgrupo.

Proposición 2.64. En la correspondencia de Galois, si subcuerpos intermedios E1 y E2 se
corresponden con subgrupos H1 y H2, entonces E1 X E2 ÞÑ xH1 Y H2y y E1E2 ÞÑ H1 X H2.

Demostración. E1E2 ÞÑ H1 X H2 ðñ GalKE1E2
“ H1 X H2, con H1 “ GalKE1

y H2 “ GalKE2
.

(Ă) Si σ P GalKE1E2
entonces claramente σ P GalKE1

y σ P GalKE2
, luego σ P H1 X H2.

(Ą) Si σ P H1 X H2, entonces σ|E1 “ id y σ|E2 “ id, luego σ|E1E2 “ id, por lo tanto
σ P GalKE1E2

.

La proposición anterior nos dice que el retículo de subcuerpos de K que contienen F y el
retículo de subgrupos de GalKF son “duales”.

Es fácil recordar la proposición que sigue pensando que “deslizamos” hacia arriba a la
derecha una extensión de Galois a una de Galois.
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Proposición 2.65. Sea F Ă K extensión de Galois, F Ă F 1 extensión. Supongamos que
K , F 1 están contenidas en alguna extensión de F . Entonces F 1 Ă K F 1 es de Galois, y GalKF 1

F 1 »

GalKKXF 1 . Gráficamente,
K F 1

Galois

K

Galois

F 1

K X F 1

F

Demostración. Como F Ă K es de Galois, entonces K “ DescF pf q para cierto f P F rX s sepa-
rable. Entonces K “ F pα1, . . . ,αnq donde α1, . . . ,αn son las raíces de f . Luego como F Ă F 1,
se tiene K F 1 “ F 1pα1, . . . ,αnq, i.e. K F 1 “ DescF 1pf q y f es separable, luego F 1 Ă K F 1 es de
Galois.

Sea ϕ : GalKF 1

F 1 Ñ GalKF , σ ÞÑ σ|K . Está bien definida: σ : K F 1 Ñ K F 1, y como σ|F 1 “ id,
entonces σ|K : K Ñ K y es inyectiva. Como F Ă K es finita, entonces σ|K es un automorfismo
de K , y deja fijo F pues deja fijo F 1 Ą F .

Obviamente ϕ es un morfismo de grupos. Se tiene ker ϕ “ tσ P GalKF 1

F 1 : σ|K “ idu “ tidu,
pues un elemento de ker ϕ es la identidad en K y en F 1, luego en K F 1. Por lo tanto ϕ es
inyectiva.

Afirmación: Im ϕ “ GalKKXF 1

Demostración: Para ver esto, por la correspondencia de Galois basta probar que FixpIm ϕq “

K X F 1, pues F Ă K es de Galois.
pĂq: FixpIm ϕq “ FixpGalKF 1

F 1 X AutpK qq “ F 1 X K .
pĄq: Si x P K X F 1, entonces σ|K pxq “ x pues x P F 1, para todo σ|K P Im ϕ.

Entonces ϕ es un isomorfismo sobre su imagen, y ya está.

El siguiente corolario debe ser leído sobre el mismo diagrama que la proposición anterior.

Corolario 2.66. Si F Ă K es de Galois y F Ă F 1 es finita, con K , F 1 contenidas en alguna
extensión de F , entonces

|K F 1 : F | “ |K : F ||F 1 : F |
|K X F 1 : F |

Demostración. Por la proposición anterior, |K F 1 : F 1| “ |K : K X F 1|.
Por otro lado las torres F Ă F 1 Ă K F 1 y F Ă K X F 1 Ă K nos dan respectivamente

|K F 1 : F | “ |K F 1 : F 1||F 1 : F | y |K : K X F 1| “ |K : F |
|K X F 1 : F |

Juntando las tres igualdades se deduce la tesis.

Proposición 2.67. Sean F Ă K1, F Ă K2 extensiones de Galois con K1, K2 contenidas en
alguna extensión de F . Entonces:

114



1. F Ă K1 X K2 es de Galois.

2. F Ă K1K2 es de Galois, y GalK1K2
F » tpσ, τq P GalK1

F ˆGalK2
F : σ|K1XK2 “ τ|K1XK2u “: H .

Demostración. 1. Basta ver que la extensión es normal. Si p P F rX s es irreducible con una
raíz α P K1 X K2, entonces para i “ 1, 2, α P Ki que es de Galois sobre F , luego todas
las raíces de p están en Ki , i.e. están todas en K1 X K2.

2. Tenemos K1 “ DescF pf1q y K2 “ DescF pf2q para sendos f1, f2 P F rX s separables.
Entonces K1K2 “ DescF pgq, donde g es el producto f1f2 a menos de factores repetidos,
de donde g es separable. Por lo tanto F Ă K1K2 es de Galois.

Sea ϕ : GalK1K2
F Ñ GalK1

F ˆGalK2
F , σ ÞÑ pσ|K1 ,σ|K2q. Está bien definida: para i “ 1, 2 se

tiene Im σ|Ki
Ă Ki pues las raíces de fi van a parar a raíces de fi por σ.

Claramente ϕ es un morfismo de grupos. Es inyectivo:

ker ϕ “ tσ P GalK1K2
F : σ|K1 “ σ|K2 “ idu “ tσ P GalK1K2

F : σ|K1K2 “ idu “ tidu

Veamos que Im ϕ “ H . Se tiene Im ϕ Ă H pues pσ|K1q|K1XK2 “ σ|K1XK2 “ pσ|K2q|K1XK2 .
Para ver la igualdad, veamos que tienen el mismo orden. Sea σ P GalK1

F .
Considero σ|K1XK2 : hay |GalK2

K1XK2
| maneras de extender σ|K1XK2 a K2. Luego conside-

rando la torre de extensiones de Galois F Ă K1 X K2 Ă K2,

|H | “ |GalK1
F ||GalK2

K1XK2
| “ |GalK1

F | |GalK2
F |

|GalK1XK2
F |

corolario
“ |K1K2 : F | “ |GalK1K2

F | “ |Im ϕ|

donde la última igualdad se deduce de que ϕ es inyectiva. Esto termina la demostración.

Corolario 2.68. Sean F Ă K1, F Ă K2 extensiones de Galois, con K1 X K2 “ F y K1, K2

contenidas en alguna extensión de F . Entonces GalK1K2
F » GalK1

F ˆ GalK2
F .

Recíprocamente, si F Ă K es de Galois y GalKF “ G1 ˆ G2, entonces K “ K1K2 con
K1 X K2 “ F , para ciertas extensiones de Galois F Ă K1, F Ă K2 tales que K1 X K2 “ F .

Demostración. (ñ) Se deduce de la proposición anterior, observando que

Im ϕ “ tpσ, τq : σ|K1XK2 “ τ|K1XK2u “ GalK1
F ˆ GalK2

F

pues σ|K1XK2 “ σ|F “ id “ τ|F “ τ|K1XK2 para cualquier pσ, τq.

(ð) Tomemos K1 “ FixpG1q y K2 “ FixpG2q.
Por la correspondencia de Galois, K1 X K2 ÞÑ G1G2 “ GalKF pues GalKF es el producto

directo, y GalKF ÞÑ F . Por lo tanto K1 X K2 “ F .
K1K2 ÞÑ G1 X G2 “ teu, y teu ÞÑ K , luego K1K2 “ K .

Teorema 2.69. Sea F Ă K extensión de cuerpos finita. Entonces F Ă K es simple si y sólo
si hay finitos subcuerpos intermedios entre F y K .
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Demostración. (ñ) Como F Ă K es simple, existe θ P K tal que K “ F pθq.
Sea E cuerpo tal que F Ă E Ă K . Sea f :“ mθ,F . Como mθ,F P E rX s y anula a θ,

mθ,E � f .
Si mθ,E “ a0` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` anX n P E rX s, considero E 1 :“ F pa0, . . . , anq. Se tiene E 1 Ă E .
Como F Ă E 1 Ă E Ă K “ F pθq, entonces también K “ E pθq “ E 1pθq.
Además mθ,E “ mθ,E 1 . En efecto, E 1 Ă E ñ mθ,E � mθ,E 1 , y mθ,E P E 1rX s por definición

de E 1 luego mθ,E 1 � mθ,E . Por lo tanto

|K : E | “ |E pθq : E | “ gr mθ,E “ gr mθ,E 1 “ |E 1pθq : E 1| “ |K : E 1|

Entonces E 1 y E tienen el mismo grado sobre K y E 1 Ă E , luego E 1 “ E .
Obtenemos que tsubcuerpos de K que contienen Fu Ă tsubcuerpos de K que contienen

F y son generados sobre F por los coeficientes de un polinomio mónico irreducible que divide
a f u, y este último conjunto es obviamente finito.

(ð) Caso 1: F es finito. Tomemos te1, . . . , enu una F -base de E . Se tiene que
E “ t

řn
i“1 fi ei , fi P F u es finito ya que F lo es. Entonces por el teorema 1.7, E˚ es cí-

clico: existe θ P E tal que E˚ “ xθy y por lo tanto como 0 P F , se tiene E “ F pθq.

Caso 2: F es infinito. Como F Ă K es finita, es finitamente generada. La prueba es por
inducción en el tamaño de un generador de K sobre F . Por simplicidad supongamos que K
está generado sobre F por dos elementos α,β P K , i.e. K “ F pα,βq.

Consideremos los subcuerpos de K de la forma F pα`cβq, donde c P F . Pero F es infinito,
y estos son subcuerpos de K que contienen a F , por lo tanto debe haber finitos de ellos. Luego
existen c , c 1 P F , c “ c 1 tales que F pα` cβq “ F pα` c 1βq.

Entonces α`cβ,α`c 1β P F pα`cβq, luego su diferencia también: pc´c 1qβ P F pα`cβq.
Pero c ´ c 1 P F , luego necesariamente β P F pα ` cβq. Entonces α “ pα ` cβq ´ cβ P
F pα` cβq. Tenemos entonces F pα,βq Ă F pα` cβq, y la inclusión inversa es obvia, por lo
tanto K “ F pα,βq “ F pα` cβq y F Ă K es simple.

Corolario 2.70 (Teorema del elemento primitivo). Toda extensión finita y separable es simple.
En particular toda extensión finita de un cuerpo de característica cero es simple.

Demostración. Sea F Ă K extensión finita y separable. Sea L la clausura de Galois de K sobre
F . Entonces cualquier subcuerpo de K que contenga a F se corresponde con un subgrupo del
grupo de Galois GalLF que es finito porque F Ă L es de Galois. Luego hay finitos subgrupos en
GalLF : la correspondencia de Galois nos da que hay finitos cuerpos entre F y L, en particular
entre F y K . La proposición anterior implica entonces que F Ă K es una extensión simple.

En característica cero, toda extensión finita es separable, luego por lo recién probado es
simple.

Veamos un ejemplo de una extensión que no es simple.
Ejemplo 2.7.2. Sea F “ Fpps, tq y E el cuerpo de descomposición sobre F de pX p´sqpX p´tq.
En otras palabras, E “ F pα,βq donde αp “ s y βp “ t. Entonces |E : F | “ p2. Por otro
lado es fácil verificar que para todo α P E se tiene que αp P F , luego |F pαq : F | P t1, pu, y
en particular F pαq Ă E para cualquier α P E , mostrando que E no puede ser una extensión
simple.
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Ejercicios

Ej. 52 — Sean F Ă E1 Ă K , F Ă E2 Ă K extensiones de cuerpos, con F Ă E1, F Ă E2 de
Galois.

a)Todo σ P GalE1
F se extiende a un automorfismo σ̃ P GalE1E2

F , no necesariamente único.
b)E1 X E2 “ F si y sólo si todo σ P GalE1

F se extiende a un automorfismo σ̃ P GalE1E2
F tal

que σ̃|E2 “ id.
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2.8. Cuerpos finitos
Empecemos demostrando un lema que ya hemos utilizado.

Lema 2.71. Sea F cuerpo de característica p ą 0. Entonces para todo a, b P F y n P N se
tiene pa ˘ bqp

n
“ apn

˘ bpn .

Demostración. Por inducción en n. Probémoslo para n “ 1. El teorema del binomio nos da

pa ` bqp “
p
ÿ

k“0

ˆ

p

k

˙

akbp´k
“ ap

` bp
`

p´1
ÿ

k“1

ˆ

p

k

˙

akbp´k

Pero sabemos que p �
`

p
k

˘

si 0 ă k ă p, luego al estar en característica p, concluimos
pa ` bqp “ ap ` bp.

Además pa ´ bqp “ pa ` p´bqqp “ ap ` p´bqp. Pero p´bqp “ ´bp: si p es impar,
p´bqp “ p´1qpbp “ ´bp, y si p “ 2 entonces b2 ` b2 “ 2b2 “ 0 ñ b2 “ ´b2.

Supongamos que vale para n ´ 1. Entonces:

pa ˘ bqp
n

“

´

pa ˘ bqp
n´1

¯p

“

´

apn´1

˘ bpn´1
¯p

“

´

apn´1
¯p

˘

´

bpn´1
¯p

“ apn

˘ bpn

Veamos que los cuerpos finitos no pueden tener cualquier tamaño.

Proposición 2.72. Si F es un cuerpo finito de característica p, entonces |F | “ pn para algún
n P N.

Demostración. Sea F un cuerpo finito. Entonces su característica p es prima. Entonces debe
ser una extensión finita de su cuerpo primo Zp pues de lo contrario contendría una base infinita
y entonces sería infinito. Luego |F : Zp| “ n para algún n P N. Entonces F es un Zp-espacio

vectorial de dimensión n, luego es linealmente isomorfo a
n veces

Zp ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zp, luego |F | “ pn.

Observación 2.8.1. El isomorfismo de la demostración anterior es un isomorfismo de Zp-
espacios vectoriales, en particular de grupos abelianos. No estamos diciendo que Zpˆ¨ ¨ ¨ˆZp

tenga estructura de cuerpo. De hecho aún no sabemos que exista un cuerpo de cardinal pn.
Pero sabemos que si existe, entonces su grupo aditivo es isomorfo a Zp ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zp.

Teorema 2.73. Sea p primo, n P N. Entonces DescZppX
pn
´ X q es un cuerpo con pn

elementos, que notaremos Fpn . Además es el único cuerpo de pn elementos, a menos de
isomorfismo.

Demostración. Existencia: Probemos que DescZppX
pn
´ X q “ traíces de X pn

´ X P ZprX su.
Basta probar que los elementos del conjunto de la derecha son un cuerpo, porque entonces

es necesariamente el menor que tiene todas las raíces de X pn
´X , i.e. es igual a DescZppX

pn
´X q.

Veamos esto. Si u, v son raíces de X pn
´ X , i.e. upn

q “ u, v pn
“ v , entonces:

puvqp
n
´ uv “ upn

v pn
´ uv “ uv ´ uv “ 0.

pu´1qp
n
´ u´1 “ pupn

q´1 ´ u´1 “ u´1 ´ u´1 “ 0.
pu ´ vqp

n
´ pu ´ vq “ upn

´ v pn
´ pu ´ vq “ u ´ v ´ pu ´ vq “ 0.

Para ver que tiene pn elementos, hay que ver que las raíces de X pn
´X son todas diferentes,

i.e. que f :“ X pn
´ X es separable. Pero su derivada es Df “ pnX pn´1 ´ 1 “ ´1, luego
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mcdpf , Df q “ 1, entonces es separable.

Unicidad: Sea F un cuerpo con pn elementos. Entonces si probamos que todo elemento
de F es raíz de X pn

´ X , como recién vimos que X pn
´ X tiene pn raíces diferentes, se tiene

que F es el menor cuerpo que contiene todas las raíces de X pn
´ X , i.e. F es un cuerpo de

descomposición de X pn
´ X sobre Zp, y son todos isomorfos, concluyendo el teorema.

Tenemos que F ˚ es cíclico de orden pn ´ 1, luego para todo u P F ˚ se tiene upn´1 “ 1,
i.e. upn

´ u “ 0 para todo u P F ˚. Esta ecuación vale trivialmente para u “ 0, entonces todo
elemento de F es raíz de X pn

´ X .

Observación 2.8.2. Fp » Zp, pero como dijimos en la observación anterior, Fpn es un cuerpo
con pn elementos mientras que ni Zpn ni Zp ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zp tienen estructura de cuerpo si n ě 2
(pues el grupo multiplicativo de un cuerpo finito debe ser cíclico).

Proposición 2.74. La extensión Fp Ă Fpn es de Galois, y GalFpn

Fp
“ xσy, donde σ : a ÞÑ ap

es el endomorfismo de Frobenius.

Demostración. Fp Ă Fpn es de Galois pues por el teorema anterior es el cuerpo de descompo-
sición de un polinomio separable.
σ es un automorfismo de Fpn , pues es un morfismo inyectivo y Fpn es finito.
σ|Fp “ id pues ap´1 “ 1 ñ apa´1 “ 1 ñ ap “ a para todo a P Fp.
Ahora, a P Fixpxσyq ðñ ap “ a ðñ a P Fp, luego Fixpxσyq “ Fp y como Fp Ă Fpn es

Galois, se tiene Fp “ FixpGalFpn

Fp
q. La inyectividad de Fix nos da xσy “ GalFpn

Fp
.

Observación 2.8.3. La proposición anterior nos da una manera de construir grupos de Galois
cíclicos.

Corolario 2.75. Fpn contiene exactamente un subcuerpo con pm elementos, para todo m � n,
m ě 0.

Demostración. Fp Ă Fpn es de Galois, y GalFpn

Fp
“ xσy, pero xσy tiene exactamente un

subgrupo de orden n{m para todo m � n, i.e. xσmy.
Por la correspondencia de Galois Fpn tiene exactamente un subcuerpo de grado m sobre

Fp para todo m � n, i.e. Fixpxσmyq. Pero |Fixpxσmyq : Fp| “ m ñ |Fixpxσmyq| “ pm.

Corolario 2.76. Sea n P N y d � n. Todo polinomio f P ZprX s irreducible de grado d aparece
exactamente una vez como factor de X pn

´ X . En particular |DescZppf q : Zp| ď d .

Demostración. Ya vimos que X pn
´ X es separable, luego todos sus factores en un cuerpo de

descomposición son distintos. Entonces si f es de grado d � n, basta ver que f � X pn
´ X .

Como f es irreducible de grado d , f tiene una raíz α en un cuerpo L de grado d sobre Zp.
Pero DescZppX

pn
´ X q “ Fpn , que por el corolario anterior tiene una copia de todo cuerpo de

grado d sobre Fp, para todo d � n. Por lo tanto L Ă Fpn “ traíces de X pn
´ X sobre Zpu,

luego α es raíz de X pn
´ X , en particular f � X pn

´ X .
En particular, tomando n “ d se obtiene f � X pd

´X ñ f se escinde en DescZppX
pd
´X q

que tiene grado d sobre Zp, luego |DescZppf q : Zp| ď d .

119



Corolario 2.77. Sea F una clausura algebraica de Fp. Entonces F contiene exactamente
una copia de Fpn para todo n P Z`, que consiste de las raíces de X pn

´ X . Más aún,
Fpm Ă Fpn ðñ m � n.

En particular, una clausura algebraica de Fp es
8
Ť

n“1

Fpn .

120



2.9. Grupos de Galois de polinomios
Definición. Sea F cuerpo, f P F rX s. El grupo de Galois de f sobre F es el grupo de Galois
de DescF pf q sobre F .

Observación 2.9.1. Si f tiene raíces α1, . . . ,αn, entonces como los elementos de GalF pf q las
permutan (y son biyecciones), se tiene que GalF pf q Ă Sympα1, . . . ,αnq » Sn. De esta manera
podemos pensar GalF pf q Ă Sn.

Si f se factoriza en irreducibles f “ f1 . . . fk , y ni :“ gr fi , entonces como GalF pf q actúa
en las raíces de f permutando las de los factores irreducibles, podemos pensar GalF pf q Ă
Sn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Snk

.
Más aún: si f es irreducible, entonces dadas dos raíces de f , por el teorema de extensión

existe un elemento de GalF pf q que manda una en la otra. Esto nos dice que la acción
GalF pf q ˆ tα1, . . . ,αnu Ñ tα1, . . . ,αnu es transitiva. Por lo tanto si n :“ gr f , entonces
GalF pf q se identifica con un subgrupo transitivo de Sn.

Definición. Sea f P F rX s un polinomio que se factoriza en su cuerpo de descomposición
como f “ cpX ´ r1q . . . pX ´ rnq. Se define su discriminante, ∆pf q como

∆pf q :“
ź

iăj

prj ´ riq
2

Cuando no haya riesgo de confusión notaremos simplemente ∆.

Observación 2.9.2. Para un polinomio de grado 2, f “ aX 2 ` bX ` c , su discriminante es
∆ “ b2´4ac

a2
.

Enunciaremos ahora la clasificación de los grupos de Galois de polinomios de grados 2, 3
y 4 (para cuerpos de característica “ 2). Las demostraciones son cálculos no muy ilustrativos;
remitimos al lector al artículo [KC] para los detalles.

Polinomios de grado 2: Sea f “ aX 2 ` bX ` c P F rX s polinomio de grado 2.
Si es reducible sobre F , entonces se escribe como producto de dos factores lineales sobre

F , luego su grupo de Galois es trivial.

Si es irreducible, sus raíces son ´b˘
?

∆
2

. El grupo de Galois es trivial si ∆ es un cuadrado
en F . Notaremos ∆ “ ˝ en F .

Si ∆ “ ˝ en F , entonces su grupo de Galois es isomorfo a Z2, pues DescF pf q “ F p
?

∆q.

Polinomios de grado 3: Sea f P F rX s polinomio de grado 3, irreducible y separable7.
Entonces:

Si ∆ “ ˝ en F , GalF pf q » Z3.
Si ∆ “ ˝ en F , GalF pf q » S3.

Por lo tanto, los grupos de Galois de polinomios de grado 3 se determinan completamente
a partir del discriminante.

El discriminante de un polinomio de grado 3 mónico es ∆pX 3 ` aX ` bq “ ´4a3 ´ 27b2.

7Si car F “ 3, los polinomios de grado 3 irreducibles son separables.
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Polinomios de grado 4: sea f P F rX s de grado 4. En este caso la clasificación es un
poco más complicada.

Definición. Si f P F rX s es un polinomio mónico irreducible de grado 4, f “ X 4 ` aX 3 `

bX 2 ` cX ` d , su resolvente cúbica es el polinomio de grado 3

R3pX q “ X 3
´ bX 2

` pac ´ 4dqX ´ pa2d ` c2
´ 4bdq P F rX s

La siguiente tabla determina casi todas las posibilidades:

∆pf q en F R3pX q en F GalF pf q
“ ˝ irreducible S4

“ ˝ irreducible A4

“ ˝ reducible V
“ ˝, ă 0 reducible D4

“ ˝, ą 0 reducible D4 o Z4

En el último caso, el criterio debido a Kappe-Warren es el siguiente:
Si f “ X 4 ` aX 3 ` bX 2 ` cX ` d , y r 1 P F es la única raíz de R3 en F , considero:

ξ1 “ pa
2
´ 4pb ´ r 1qq∆, ξ2 “ pr

12
´ 4dq∆

Si al menos uno “ ˝ en F , entonces GalF pf q » D4.
Si ambos “ ˝ en F , entonces GalF pf q » Z4.

Ejercicios

Ej. 53 — Sea f “ X 4 ´ 3 P QrX s. Determinar GalQpf q como subgrupo de S4.

Ej. 54 — Determinar el grupo de Galois de los siguientes polinomios sobre los cuerpos
indicados:

a)X 3 ´ 2 sobre Q,
b)pX 3 ´ 2qpX 2 ´ 5q sobre Q,
c)X 4 ´ 5 sobre Q, sobre Qp

?
5q y sobre Qpi

?
5q,

d)X 3 ´ 10 sobre Q y sobre Qp
?

2q.

Ej. 55 — Determinar todos los subgrupos del grupo de Galois y todas las extensiones
intermedias del cuerpo de descomposición sobre Q del polinomio X 3 ´ 2 P QrX s.
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2.10. Polinomios simétricos
La siguiente definición involucra algunas verificaciones de rutina que dejamos como ejercicio

sencillo para el lector. Intuitivamente lo único que haremos será ver Sn como subgrupo de
AutpF pX1, . . . , Xnqq, de manera obvia, i.e. una permutación de t1, . . . , nu se corresponde con
el automorfismo que permuta las n indeterminadas de una función racional.

Definición. Sea F cuerpo, σ P Sn. σ induce un mapa σ : F rX1, . . .Xns Ñ F rX1, . . . , Xns

permutando las indeterminadas, i.e. definido mediante

σpppX1, . . . , Xnqq “ ppXσ1 , . . . , Xσpnqq

Es un endomorfismo de anillos; claramente es un automorfismo que se extiende a un automor-
fismo de cuerpos (que seguiremos llamando σ) de F pX1, . . . , Xnq.

El mapa Sn Ñ AutpF pX1, . . . , Xnqq, σ ÞÑ σ es un monomorfismo de grupos; podemos
identificar entonces Sn con un subgrupo de AutpF pX1, . . . , Xnqq. Escribiremos σppq en vez de
σppq si no hay riesgo de confusión.

Una función racional p (en particular un polinomio) se dice simétrico si σppq “ p para
toda σ P Sn, i.e. si ppX1, . . . , Xnq “ ppXσp1q, . . . , Xσpnqq para toda σ P Sn.

Observación 2.10.1. Como σ son isomorfismos, los polinomios simétricos en F rX1, . . . , Xns

son un subanillo de F rX1, . . . , Xns, y las funciones racionales simétricas son un subcuerpo de
F pX1, . . . , Xnq.

Definición. Sea F cuerpo. Los polinomios simétricos elementales de F rX1, . . . , Xns son, para
r “ 1, . . . , n:

sr “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăirďn

Xi1 . . .Xir

En otras palabras, sr es la suma de todos los monomios que pueden construirise multiplicando
r indeterminadas distintas. Explícitamente, son:

s1 “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn

s2 “ X1X2 ` X1X3 ` ¨ ¨ ¨ ` X2X3 ` X2X4 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn´1Xn

...
sn “ X1 . . .Xn

Observación 2.10.2. Los polinomios simétricos elementales son polinomios simétricos.

Definición. Sea F cuerpo, y s1, . . . , sn los polinomios simétricos elementales de F rX1, . . . , Xns.
El polinomio general de grado n sobre F es:

pX ´ X1q . . . pX ´ Xnq “ X n
´ s1X n´1

` s2X n´2
´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qnsn P F ps1, . . . , snqrX s (2.7)

El teorema que sigue justifican la nomenclatura de elementales: toda función racional
simétrica es una función racional en los polinomios simétricos elementales. Se puede probar
además que todo polinomio simétrico es un polinomio en los polinomios simétricos elementales
(teorema fundamental de los polinomios simétricos); no lo haremos porque no es central a
nuestras motivaciones.
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Teorema 2.78 (fundamental de las funciones racionales simétricas). El cuerpo de las funciones
racionales simétricas de F pX1, . . . , Xnq es F ps1, . . . , snq. Además la extensión F ps1, . . . , snq Ă

F pX1, . . . , Xnq es de Galois, y su grupo de Galois es Sn.

Demostración. Consideremos el polinomio ppX q “ pX ´X1q . . . pX ´Xnq P F pX1, . . . , XnqrX s.
La ecuación (2.7) nos muestra que p P F ps1, . . . , snqrX s y que las las indeterminadas X1, . . . , Xn

son raíces de p, i.e. son algebraicas sobre F ps1, . . . , snq. Como p es separable, entonces
F pX1, . . . , Xnq es el cuerpo de descomposición de p sobre F ps1, . . . , snq, por lo tanto la exten-
sión F ps1, . . . , snq Ă F pX1, . . . , Xnq es de Galois.

El grupo de Galois G :“ GalF pX1,...,Xnq

F ps1,...,snq
es el grupo de Galois del polinomio p, por lo tanto

G se identifica con un subgrupo (transitivo) de Sn. En particular |G | ď n!.
Por otro lado tenemos la identificación Sn Ă AutpF pX1, . . . , Xnqq como en la definición

de polinomios simétricos. Los polinomios simétricos elementales s1, . . . sn son polinomios
simétricos, luego son fijados por los elementos de Sn. En otras palabras, F ps1, . . . , snq Ă

FixpSnq.
Tenemos la torre de cuerpos F ps1, . . . , snq Ă FixpSnq Ă F pX1, . . . , Xnq. La transitividad de

grados nos da:
|F pX1, . . . , Xnq : F ps1, . . . , snq| “ |F pX1, . . . , Xnq : FixpSnq||FixpSnq : F ps1, . . . , snq|

Por un lado, como F ps1, . . . , snq Ă F pX1, . . . , Xnq es de Galois, entonces
|F pX1, . . . , Xnq : F ps1, . . . , snq| “ |G | ď n!

Por otro lado, por el corolario 2.49 se tiene que FixpSnq Ă F pX1, . . . , Xnq es de Galois,
luego

|F pX1, . . . , Xnq : FixpSnq| “ |GalF pX1,...,Xnq

FixpSnq
| “ |Sn| “ n!

Entonces necesariamente |FixpSnq : F ps1, . . . , snq| “ 1, i.e. FixpSnq “ F ps1, . . . , snq. Como
recién dijimos, FixpSnq Ă F pX1, . . . , Xnq es de Galois, i.e. F ps1, . . . , snq Ă F pX1, . . . , Xnq.

Por lo tanto Fix
´

GalF pX1,...,Xnq

F ps1,...,snq

¯

“ F ps1, . . . , snq “ FixpSnq ñ GalF pX1,...,Xnq

F ps1,...,snq
“ Sn.

Corolario 2.79. Sea F cuerpo. El grupo de Galois del polinomio general de grado n sobre F
es Sn.

Demostración. Como F pX1, . . . , Xnq es el cuerpo de descomposición del polinomio general
de grado n sobre F ps1, . . . , snq, entonces por el teorema anterior su grupo de Galois es
GalF pX1,...,Xnq

F ps1,...,snq
“ Sn.

Corolario 2.80. Sea G grupo finito. Entonces existen F , K cuerpos, F Ă K de Galois tales
que G » GalKF .

Demostración. Por el teorema de Cayley, G » H ă Sn “ GalLpX1,...,Xnq

Lps1,...,snq
para algún n P N y L

cuerpo cualquiera. Entonces por el corolario 2.49, GalLpX1,...,Xnq

FixpHq » H » G .
Observación 2.10.3. El corolario anterior nos dice que un grupo finito cualquiera se puede ver
como grupo de Galois de una extensión de cuerpos. Cabe preguntarse si puede verse como
grupo de Galois de una extensión finita de Q: éste es el problema de Galois inverso, que es un
problema abierto.

Un cuerpo de números algebraicos (o más sencillamente, un cuerpo de números) es una
extensión finita de Q.
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2.11. Extensiones ciclotómicas
Notación. En esta sección notaremos ζn :“ e

2πi
n a la primera raíz n-ésima primitiva de la

unidad, y µn “ traíces n-ésimas de 1 sobre Qu.

Observación 2.11.1. µd Ă µn ðñ d � n.

Definición. El cuerpo de descomposición de X n ´ 1 sobre Q es el cuerpo Qpζnq llamado
cuerpo ciclotómico de raíces n-ésimas de la unidad.

Definición. El n-ésimo polinomio ciclotómico φn P CrX s es el polinomio mónico cuyas raíces
son las raíces n-ésimas primitivas de la unidad:

φnpX q :“
ź

zPµn
z primitiva

pX ´ zq “
ź

1ďaăn
mcdpa,nq“1

pX ´ ζa
nq

Observación 2.11.2. X n ´ 1 “
ś

d�n

φd . En efecto,

X n
´ 1 “

ź

zPµn

pX ´ zq “
ź

d�n

ź

zPµd
z primitiva

pX ´ zq “
ź

d�n

φd

La segunda igualdad se obtiene agrupando los elementos de orden d en µn, para todo d � n.
En particular, comparando los grados obtenemos la identidad de teoría de números

n “
ÿ

d�n

ϕpdq

Además obtenemos una manera de calcular por recurrencia los polinomios ciclotómicos:

φnpX q “
X n ´ 1
ś

d�n
dăn

φd

Ejemplo 2.11.3.

φ3pX q “
X 3 ´ 1

X ´ 1
“ X 2

` X ` 1

φ4pX q “
X 4 ´ 1

X 2 ´ 1
“ X 2

` 1

φ5pX q “
X 5 ´ 1

X ´ 1
“ X 4

` X 3
` X 2

` X ` 1

φ6pX q “
X 6 ´ 1

pX ´ 1qpX ` 1qpX 2 ` X ` 1q
“ X 2

´ X ` 1

Teorema 2.81. φn P ZrX s, es mónico, irreducible y de grado ϕpnq.

Demostración. Obviamente es mónico de grado ϕpnq. Hay que ver que sus coeficientes son
enteros y que es irreducible.
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φn P ZrX s: por inducción en n. Para n “ 1 es obvio. Supongamos que vale para
1 ď d ă n. Entonces

X n
´ 1 “ φn ¨

ź

d�n
dăn

φd “ φn ¨ f para cierto f P ZrX s

por hipótesis de inducción.
Por un lado tenemos X n ´ 1 “ φnf en QrX s. Por otro lado, como X n ´ 1, f P ZrX s,
existen q, r P ZrX s tales que X n ´ 1 “ qf ` r , donde r “ 0 o gr r ă gr q. Por la
unicidad de la división entera en Q, debe ser q “ φn y r “ 0, luego φn P ZrX s.

φn es irreducible: por absurdo supongamos que φn “ f g con f , g P ZrX s mónicos, f
irreducible.
Sea ζ una raíz n-ésima primitiva de la unidad que es raíz de f (esto implica que f “ mζ,Q
pues f es irreducible), y sea p primo tal que p ffl n. Entonces ζp es raíz n-ésima primitiva
de 1, luego ζp debe ser raíz de φn, luego de f o de g .

Supongamos que ζp es raíz de g , i.e. gpζpq “ 0. Entonces ζ es raíz de gpX pq, y como
f “ mζ,Q, se tiene que f pX q � gpX pq en ZrX s. Por lo tanto existe h P ZrX s tal que
gpX pq “ f pX qhpX q.
Reduciendo módulo p, se obtiene gpX pq “ f pX q hpX q en ZprX s. Pero como todo u P Zp

cumple up “ u, podemos sacar el exponente p para afuera, y pgpX qqp “ f pX q hpX q en
ZprX s. Como ZprX s es un dominio de factorización única, se tiene que f y g tienen un
factor en común en ZprX s.
Pero φn “ f g ñ φn “ f g en ZprX s, luego φn P ZprX s tiene una raíz múltiple. Enton-
ces X n´1 P ZprX s tiene una raíz múltiple, pues tiene a φn como factor. Esto es absurdo
pues todas las raíces de X n ´ 1 son diferentes en cualquier cuerpo de característica que
no divide a n.

Entonces ζp debe ser raíz de f , para toda ζ raíz de f . Luego ζa es raíz de f para todo
a tal que mcdpa, nq “ 1, pues si a “ p1 . . . pk es producto de primos que no dividen a
n, entonces ζp1 es raíz de f , luego pζp1qp2 es raíz de f , . . . , ζp1...pk “ ζa es raíz de f .
Esto significa exactamente que toda raíz n-ésima primitiva de la unidad es raíz de f , luego
por definición de φn, se tiene f “ φn, pero f es irreducible, luego φn es irreducible.

Corolario 2.82. |Qpζnq : Q| “ ϕpnq. En particular si p es primo, |Qpζpq : Q| “ p ´ 1.

Demostración. φn “ mζn,Q y gr φn “ ϕpnq.

Teorema 2.83. El grupo de Galois de Qpζnq sobre Q es isomorfo a Z˚n. En particular es
abeliano.

Demostración. Definimos ψ : Z˚n Ñ GalQpζnq

Q , a ÞÑ σa, donde σa se define como σa|Q “ id y
σapζnq “ ζ

a
n. Esto nos da efectivamente un Q-automorfismo de Qpζnq.

ψ es un morfismo:

σaσbpζnq “ σapζ
b
nq “ pζ

b
nq

a
“ ζab

n “ σabpζnq ñ σaσb “ σab @a, b
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ψ es sobreyectiva: si σ P GalQpζnq

Q , entonces manda ζn en otra raíz n-ésima primitiva de 1,
pues son las raíces del polinomio irreducible φn. Luego σ “ σa para cierto a tal que 1 ď a ă n,
mcdpa, nq “ 1, luego ψ es sobreyectivo.

Además hay precisamente ϕpnq tales a diferentes, y |GalQpζnq

Q | “ ϕpnq “ |Z˚n|, luego ψ es
biyectivo.

Ejemplo 2.11.4. Q Ă Qpζ5q es de Galois, y GalQpζ5qQ “ Z˚5 » Z4. Es un ejemplo de una
extensión de Galois de Q de grado 4, con grupo de Galois cíclico.
Observación 2.11.5. Una extensión de cuerpos F Ă K se dice abeliana si su grupo de Galois
es abeliano. Tenemos entonces que Q Ă Qpζnq es abeliana.

[DF], p. 599 prueba que: si n “ pa1
1 . . . pak

k es la descomposición en primos de n, entonces

GalQpζnq

Q » Gal
Q
`

ζ
p

a1
1

˘

Q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gal
Q
`

ζ
p

ak
k

˘

Q

Usando esto y el teorema chino de los restos, [DF] prueba que el problema de Galois inverso
para grupos abelianos se resuelve con extensiones ciclotómicas: dado G grupo abeliano finito
existe K subcuerpo de un cuerpo ciclotómico tal que G » GalKQ . El recíproco también vale:

Teorema (Kronecker-Weber): Todo cuerpo de números con grupo de Galois abeliano
es isomorfo a un subcuerpo de un cuerpo ciclotómico.

Terminamos la sección con una aplicación de los cuerpos ciclotómicos a las construcciones
con regla y compás.

Teorema 2.84. El n-ágono regular es constructible con regla y compás si y sólo si ϕpnq es
una potencia de 2.

Demostración. Usaremos el teorema 2.27.
La construcción del n-ágono regular es equivalente a la construcción de las raíces n-ésimas

de la unidad, pues son los vértices del n-ágono regular inscrito en el círculo unitario.
La construcción de ζn “ e

2πi
n “ cos 2π

n
` i sen 2π

n
es equivalente a la construcción de su

parte real, a :“ cos 2π
n
“ 1

2
pζn ` ζnq “

1
2
pζn ` ζ

´1
n q. Multiplicando esta identidad por ζn,

obtenemos que ζn satisface la ecuación cuadrática en Qpaq:

ζ2n ´ 2aζn ` 1 “ 0

Por lo tanto |Qpζnq : Qpaq| “ 2, pues es ď y no es igual ya que ζn P CzR y Qpaq Ă R.
Entonces la torre Q Ă Qpaq Ă Qpζnq nos da que |Qpaq : Q| “ ϕpnq{2.
Por lo tanto si el n-ágono regular es constructible, entonces ϕpnq debe ser potencia de 2.

Recíprocamente, si ϕpnq “ 2m1 , entonces GalQpζnq

Q es abeliano de orden potencia de 2,
luego el subgrupo GalQpaqQ también lo es. Supongamos que es de orden 2m para cierto m ă m1.
Como un p-grupo tiene subgrupos de todos los órdenes, se tiene

GalQpaqQ “ Gm ą Gm´1 ą ¨ ¨ ¨ ą G0 “ tidu

donde cada subgrupo es de índice 2 en el siguiente.
Tomando cuerpos fijos, por la correspondencia de Galois se obtiene una serie de extensiones

cuadráticas de Q que termina en Qpaq, luego a es constructible.
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Observación 2.11.6. Un primo de Fermat es un número primo que es de la forma 2n ` 1 para
algún n P N. Fermat probó que si 2n ` 1 es primo entonces n es una potencia de 2.

Se puede probar que ϕpnq es una potencia de 2 si y sólo si n “ 2kp1 . . . pk para algún k y
primos de Fermat p1, . . . , pk diferentes.

Ejercicios

Ej. 56 — La demostración del teorema 2.83 se puede retocar para probar que si F es un
cuerpo de característica cero entonces GalF pζnq

F es un subgrupo de Z˚n, y en particular es
abeliano.
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2.12. Extensiones trascendentes
8En esta sección consideramos extensiones de cuerpos por cuerpos de tamaño mucho

mayor.

Definición. Sea F Ă Ω extensión de cuerpos. Decimos que α1, . . . ,αn P Ω son algebraica-
mente dependientes sobre F si existe f P F rX1, . . . , Xns, f “ 0 tal que f pα1, . . . ,αnq “ 0.

Son algebraicamente independientes si no son algebraicamente dependientes, i.e. si
ÿ

1ďi1,...,inďn

ai1,...,inα
i1
1 . . .α

in
n “ 0 ñ ai1,...,in “ 0 @i1, . . . , in, donde ai1,...,in P F

Decimos que un subconjunto A Ă Ω es algebraicamente independiente sobre F si lo son
todos sus subconjuntos finitos. Si no, es algebraicamente dependiente.

Ejemplo 2.12.1. α P Ω es algebraicamente independiente sobre F si y sólo si es trascendente
sobre F .
Observación 2.12.2. Si pedimos que f sea un polinomio homogéneo de grado 1, obtenemos
la definición de elementos linealmente (in)dependientes.

Definición. Sea F Ă Ω extensión de cuerpos, α1, . . . ,αn P Ω . Decimos que la extensión
F Ă F pα1, . . . ,αnq es puramente trascendente si α1, . . . ,αn son algebraicamente indepen-
dientes sobre F .

Una extensión F Ă Ω es puramente trascendente si existe un subconjunto A Ă Ω que es
algebraicamente independiente sobre F y tal que Ω “ F pAq.

Ejemplo 2.12.3. Q Ă Qpπ,
?

2q es trascendente (pues π lo es), pero no puramente trascen-
dente. Explícitamente, si f “ Y 2 ´ 2 P QrX , Y s entonces f “ 0 y f pπ,

?
2q “ 0.

Definición. Sea F Ă Ω extensión de cuerpos. Una base de trascendencia para Ω sobre F es
un subconjunto algebraicamente independiente A Ă Ω tal que F pAq Ă Ω es una extensión
algebraica.

Una aplicación estándar del lema de Zorn nos da el siguiente

Teorema 2.85. Toda extensión de cuerpos F Ă Ω tiene una base de trascendencia. Más aún,
todas las bases de trascendencia de una extensión fija tienen el mismo cardinal.

Esto habilita la siguiente

Definición. Sea F Ă Ω extensión de cuerpos. El grado de trascendencia de la extensión es
el cardinal de una base de trascendencia.

Tenemos una analogía con el álgebra lineal dada por el siguiente cuadro:

Álgebra lineal Trascendencia
Independencia lineal Independencia algebraica

Base Base de trascendencia
Dimensión Grado de trascendencia

8No se trata de ahondar en la teoría de las extensiones trascendentes, sino de dar un pantallazo general de
las definiciones y teoremas más básicos, y de algunos teoremas sorprendentes.
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Ejemplo 2.12.4. Una extensión es algebraica si y sólo si su grado de trascendencia es 0
(una base de trascendencia es H).

tπu es una base de trascendencia para Q Ă Qpπ,
?

2q, luego esta extensión tiene grado
de trascendencia 1.

F Ă F pX1, . . . , Xnq es una extensión puramente trascendente, de grado de trascendencia
n.
Observar que dar el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en F , F pX1, . . . , Xnq,
es lo mismo que dar F junto con una extensión puramente trascendente F Ă F pα1, . . . ,αnq.
En otras palabras, “es lo mismo” una indeterminada que un elemento trascendente.

El grado de trascendencia de Q Ă R es el continuo, i.e. c “ |R| “ |PpNq|.

No se sabe si el grado de trascendencia de Q Ă Qpπ, eq es 1 o 2. En otras palabras, no
se sabe si π y e son algebraicamente independientes. Por lo tanto no se sabe por ejemplo
si π ` e es trascendente. Sin embargo, se sabe que eπ (la constante de Gelfond) es
trascendente: esto es consecuencia del siguiente teorema, que respondió afirmativamente
al séptimo problema de Hilbert:
Teorema de Gelfond-Schneider (1934): Si α,β P C son números algebraicos, α,β “
0, 1, y si β R Q, entonces αβ es trascendente.
En efecto, eπ “ pe iπq´i “ p´1q´i .

Otra consecuencia de este teorema es que 2
?
2 y
?

2
?
2 son trascendentes.

Otro teorema sorprendente es el teorema de Lüroth:

Teorema 2.86 (Lüroth). Si F Ă F ptq es una extensión simple y trascendente de F , entonces
todo cuerpo E tal que F Ĺ E Ă F ptq es también una extensión simple y trascendente de F .

Observación 2.12.5. El teorema de Lüroth dice, en otras palabras, que todo subcuerpo de
un cuerpo de funciones racionales en una variable (distinto del cuerpo base) es también un
cuerpo de funciones racionales en una variable.

En dos variables, el teorema es cierto en característica 0 (teorema de Castelnuovo): todo
subcuerpo de F pX , Y q distinto de F es isomorfo a F pX q o a F pX , Y q.

Para tres variables o más el teorema es falso incluso sobre C.
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2.13. Extensiones inseparables
En esta sección estudiaremos las extensiones inseparables. En el corolario 2.39 vimos que

toda extensión algebraica de un cuerpo de característica cero es separable. Por lo tanto en
esta sección trabajaremos siempre con cuerpos de característica p ą 0.

Definición. Sea k cuerpo de característica p, f P krX s un polinomio no constante. El grado
de inseparabilidad de f es la mayor potencia pn, n ě 0 tal que f pX q “ gpX pn

q para algún
g P krX s.

Observación 2.13.1. La anterior definición tiene sentido: g no puede ser constante pues f no
lo es, y gr f pX q “ gr gpX pn

q “ pn gr gpX q, entonces necesariamente hay un máximo n que
cumple f pX q “ gpX pn

q.
La siguiente proposición muestra que en un cuerpo de característica p todas las raíces de

un polinomio irreducible tienen la misma multiplicidad, que es el grado de inseparabilidad del
polinomio:

Proposición 2.87. Sea k cuerpo de característica p y f P krX s un polinomio irreducible con
grado de inseparabilidad pn. Entonces f se escinde en su cuerpo de descomposición sobre k
de la siguiente manera:

f pX q “ a0pX ´ a1q
pn

. . . pX ´ ar q
pn

donde a1, . . . , ar son distintos dos a dos.

Demostración. Sea g P krX s tal que f pX q “ gpX pn
q. Entonces g no es un polinomio en X p,

pues si gpX q “ hpX pq entonces f pX q “ hpX pn`1
q contradiciendo la maximalidad de n.

Además g es irreducible. En efecto, supongamos que gpX q “ upX qvpX q. Entonces f pX q “
upX pn

qvpX pn
q: como f es irreducible esto implica que uno de los dos factores, por ejemplo

upX pn
q, es constante. En este caso debe ser upX q constante, y g es irreducible.

Por la proposición 2.40 debe ser g un polinomio separable, luego en una clausura algebraica
L de k , se tiene:

gpX q “ a0pX ´ b1q . . . pX ´ br q

para ciertos b1, . . . , br P L distintos dos a dos.
Sea ai “

pn?
bi una raíz de X pn

´ bi en L. Tenemos entonces, por el lema 2.71:

f pX q “ gpX pn

q “ a0pX
pn

´ apn

1 q . . . pX
pn

´ apn

r q “ a0pX ´ a1q
pn

. . . pX ´ ar q
pn

Definición. Sea K cuerpo. Un polinomio f P K rX s se dice puramente inseparable si tiene
exactamente una raíz (sin contar multiplicidades) en su cuerpo de descomposición.

Sea F Ă K extensión de cuerpos. Decimos que es puramente inseparable si todo elemento
α P K es raíz de un polinomio en F rX s puramente inseparable.

Observación 2.13.2. 1. Un polinomio f P F rX s es a la vez separable y puramente insepa-
rable si y sólo si f “ X ´ c para algún c P F . Por lo tanto un elemento α P K es raíz
de un polinomio en F rX s separable y puramente inseparable si y sólo si α P F .

2. F Ă K es puramente inseparable si y sólo si todos los polinomios mínimos de los
elementos de K sobre F son puramente inseparables, si y sólo si todo elemento α P KzF
es raíz de un polinomio irreducible e inseparable.
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Ejemplo 2.13.3. Sea F cuerpo de característica p. Un polinomio f P F rX s de la forma
f pX q “ X pn

´ b es puramente inseparable. En efecto, si a “ pn?
b es una raíz de f en su

cuerpo de descomposición, aplicando el lema 2.71:

f pX q “ X pn

´ b “ X pn

´ apn

“ pX ´ aqp
n

Teorema 2.88. Una extensión de cuerpos de característica p, F Ă K es puramente inseparable
si y sólo si para todo α P K existe n P N tal que αpn

P F .

Demostración. (ñ) Sea α P K . Entonces mα,F es puramente inseparable y es irreducible,
luego la proposición 2.87 y el ejemplo 2.13.3 nos dan que α es raíz de un polinomio de la
forma cpX ´ bqp

n
“ cpX pn

´ aq, i.e. αpn
“ a

c
P F .

(ð) Sea α P K . Entonces αpn
“: a P F , y α es raíz del polinomio puramente inseparable

X pn
´ c .

Ejemplo 2.13.4. La extensión Fppt
pq Ă Fpptq, donde t es una indeterminada sobre Fp, i.e. un

elemento trascendente sobre Fp, es puramente inseparable. En efecto, un elemento f P Fpptq
es de la forma:

f “

p´1
ÿ

i“1

ai t
i

p´1
ÿ

j“1

bj t
j

para ciertos ai , bj P Fp. Si lo elevamos a la potencia p, i.e. si le aplicamos el endomorfismo de
Frobenius, obtenemos:

f p
“

p´1
ÿ

i“1

ap
i tpi

p´1
ÿ

j“1

bp
j tpj

P Fppt
p
q

luego por la proposición anterior, Fpptq es puramente inseparable sobre Fppt
pq.

Lema 2.89. Sea F cuerpo de característica p, f P F rX s un polinomio puramente inseparable
de raíz α en su cuerpo de descomposición. Entonces existe m P Z` y c P K˚ tal que

f pX q “ c pmα,F pX qq
m

Demostración. Por inducción en gr f . Si gr f “ 1 es obvio. Supongamos que vale para
polinomios de grado ď n, donde n “ gr f .

Como mα,F � f , se tiene f “ gmα,F con gr g ď n. Pero f es puramente inseparable de
raíz α, entonces g debe serlo también. Por hipótesis de inducción gpX q “ c pmα,F pX qq

m
0 para

algún c P K˚, m0 P Z`, de donde

f pX q “ gpX qmα,F pX q “ c pmα,F pX qq
m0`1

Con m0 ` 1 “ m P Z` se deduce la tesis.
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Proposición 2.90. Sea F cuerpo de característica p. Un polinomio f P F rX s es puramente
inseparable si y sólo si:

f pX q “ cpX pn

´ aqm

para ciertos c P F ˚, n, m P N.

Demostración. (ð) Un polinomio de esa forma es puramente inseparable. En efecto, por el
ejemplo 2.13.3:

f pX q “ cpX pn

´ aqm “ c
`

pX ´ bqp
n˘m

“ c pX ´ bqp
nm

(ñ) Por el lema 2.89, f pX q “ c pmα,F pX qq
m para ciertos c P K˚, m P Z`. Como f

es puramente inseparable, mα,F lo es también; además es un polinomio irreducible, luego
aplicándole la proposición 2.87 se tiene mα,F pX q “ X pn

´ a para ciertos a P F , n P N. Pero
entonces:

f pX q “ c pmα,F pX qq
m
“ c

`

X pn

´ a
˘m

Corolario 2.91. Sea F Ă K extensión de cuerpos de característica p, f P K rX s polinomio
puramente inseparable. Entonces F Ă DescF pf q es una extensión puramente inseparable.

Definición. Dada una extensión de cuerpos F Ă K y α P K , diremos que α es separable,
inseparable, o puramente inseparable sobre F si es raíz respectivamente de un tal polinomio
en F rX s.

Definición. Sea F Ă K extensión de cuerpos de característica p.
El mayor subcuerpo de K que es separable sobre F se llama clausura separable de F en

K , y se denota K s
F . El grado de separabilidad de la extensión se define como |K s

F : F |.
El mayor subcuerpo de K que es puramente inseparable sobre F se llama clausura puramente

inseparable o clausura perfecta de F en K , y se denota K P
F . El grado de inseparabilidad de la

extensión se define como como |K P
F : F |.

Observación 2.13.5. El conjunto de todos los elementos de K separables (resp. puramente
inseparables) sobre F forma un cuerpo (verificarlo), así que es la clausura separable (resp.
perfecta) de F en K .

El teorema 2.88 nos dice que la clausura perfecta de F en K es el conjunto de los elementos
α de K tales que αpn

P F para algún n P N, i.e. K P
F consiste de adjuntarle a F todas las raíces

pn-ésimas de sus elementos, para todo n P Z`.
La siguiente proposición justifica el nombre de clausura perfecta:

Proposición 2.92. Sea F Ă L extensión de cuerpos de característica p tal que L es una
clausura algebraica de F . Entonces LP

F , notado F p´8 , es el menor subcuerpo perfecto de L
que contiene a F .

Demostración. Para cada r P Z`, se define:

F p´r
:“ tα P L : αpr

P F u

i.e. F p´r es el resultado de adjuntarle a F todas sus raíces pr -ésimas de sus elementos. Es un
subcuerpo de L, y tenemos la torre infinita:

F Ă F p´1

Ă F p´2

Ă ¨ ¨ ¨ Ă F p´r

Ă . . .
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De esta manera, por el teorema 2.88 resulta que

F p´8
“

8
ď

r“1

F p´r (2.8)

Por la proposición 2.41, para ver que F p´8 es perfecto basta ver que pF p´8qp “ F p´8 .
Esto es obvio de la igualdad (2.8) y de observar que pF p´r

qp “ F p´pr´1q .
Es el menor: sea E Ă L un subcuerpo perfecto que contiene a F . Si α P F p´8 , entonces

α P F p´r para algún r P Z`, i.e. αpr
P F Ă E que es perfecto: αpr

“ βpr para algún β P E .
Por lo tanto α “ β P E , probando que F p´8 Ă E .

El siguiente teorema nos dice que podemos partir una extensión algebraica cualquiera en
una parte separable y una puramente inseparable:

Teorema 2.93. Sea F Ă K extensión algebraica de cuerpos de característica p. Entonces la
extensión K s

F Ă K es puramente inseparable. Por lo tanto, si consideramos la torre

F Ă K s
F Ă K

tiene el primer tramo separable y el segundo puramente inseparable.

Demostración. Sea α P K . Sea pn el grado de inseparabilidad de mα,F . Entonces mα,F pX q “
gpX pn

q para algún g P F rX s. Por lo tanto gpαpn
q “ mα,F pαq “ 0.

Por un lado, g no es un polinomio en X p, pues si gpX q “ hpX pq entonces f pX q “ hpX pn`1
q

contradiciendo la maximalidad de n.
Por otro lado, g es irreducible. En efecto, supongamos que gpX q “ upX qvpX q. Entonces

mα,F pX q “ upX pn
qvpX pn

q: como mα,F es irreducible esto implica que uno de los dos factores,
por ejemplo upX pn

q, es constante. En este caso debe ser upX q constante, y g es irreducible.
Por la proposición 2.40 debe ser g un polinomio separable, luego αpn es raíz de un polinomio

separable, de donde αpn
P K s

F : por el teorema 2.88 se deduce que K s
F Ă K es puramente

inseparable.

Isaacs ([Isa], p.301) indica que una extensión algebraica F Ă K puede no poseer un cuer-
po intermedio que sea puramente inseparable sobre F y que cumpla que K es separable sobre él.

Demostremos el teorema que auguramos en la observación 2.4.5:

Teorema 2.94. Sea F Ă K una extensión algebraica tal que todo polinomio no constante en
F rX s tiene una raíz en K . Entonces K es algebraicamente cerrado.

Demostración. Caso 1: F Ă K es separable. Para ver que K es algebraicamente cerrado basta
ver que es una clausura algebraica de F : sea f P F rX s no constante, y veamos que tiene una
raíz en K . Basta probarlo para f irreducible. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
además es mónico.

Por hipótesis f tiene una raíz α P K , y por lo tanto f “ mα,F . Al ser F Ă K separable, se
tiene que f es separable.

Sea E “ DescF pf q: es el cuerpo de descomposición de un polinomio en F rX s separable,
luego la extensión F Ă E es de Galois, y por lo tanto es separable (y es finita). Por el teorema
del elemento primitivo, se tiene E “ F pβq para algún β P E . Sea g “ mβ,F .
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Por hipótesis g tiene una raíz γ P K . Por el teorema de extensión 2.12, E “ F pβq y
F pγq Ă K son F -isomorfos. Pero entonces F pγq es un cuerpo de descomposición para f sobre
F que está incluido en K , de donde f se escinde sobre K , y K es una clausura algebraica de
F .

Caso 2: F Ă K es una extensión inseparable de cuerpos de característica p. Veamos que
K P

F “ tα P K : αpn
P F para algún n P Nu es perfecto:

Si α P K P
F , entonces αpn

P F para algún n P N, por lo tanto X pn`1
´ αpn

P F rX s: por
hipótesis tiene una raíz β P K . Pero entonces:

0 “ βpn`1

´ αpn

“ pβp
´ αqp

n

ñ βp
“ α

Además βpn`1
“ αpn

P F , de donde β P K P
F . Esto muestra que pK P

F q
p “ K P

F , i.e. K P
F es

perfecto.
Como K P

F es perfecto y K P
F Ă K es algebraica, entonces K P

F Ă K es separable (proposición
2.42). Si probamos que todo polinomio no constante g P K P

F rX s tiene una raíz en K , entonces
ya terminamos pues estamos en el caso 1.

Sea gpX q “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` anX n P K P
F rX s no constante. Sea r P N suficientemente

grande como para garantizar que paiq
pr
P F para todo i “ 0, . . . , n. Entonces:

gpX qp
r

“ apr

0 ` apr

1 X pr

` ¨ ¨ ¨ ` apr

n X npr

P F rX s

Por hipótesis, gpX qp
r tiene una raíz α P K . Pero si gpαqp

r
“ 0, entonces debe ser gpαq “ 0,

y α es raíz de f , terminando la demostración.
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2.14. Solubilidad por radicales
En esta sección nos proponemos dar una condición necesaria y suficiente para que una

ecuación ppX q “ 0, donde p es un polinomio con coeficientes en un cuerpo de característica
cero, sea resoluble por radicales. Como corolario, probaremos el famoso teorema de Abel, que
dice que el polinomio general de grado n ě 5 no es resoluble por radicales.

Para simplificar un poco el trabajo lo probaremos para polinomios sobre cuerpos de ca-
racterística cero. Una demostración en general se encuentra, por ejemplo en [We], [Rot2] o
[Rot3].

Definición. Una extensión pura de tipo m es una extensión F Ă F puq donde um P F para
algún m ě 1. Una extensión F Ă K es radical si existe una torre de cuerpos (que llamaremos
torre radical)

F “ K0 Ă K1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Kt “ K (2.9)

donde las extensiones Ki Ă Ki`1 son puras para todo i “ 0, . . . , t ´ 1.
Decimos que f P F rX s es resoluble por radicales si existe una torre como (2.9) tal que f

se escinde sobre Kt (i.e. tal que DescF pf q Ă Kt
9).

Observación 2.14.1. 1. Toda extensión radical es finita.

2. Si F Ă E Ă K es una torre tal que F Ă E y E Ă K son extensiones radicales, entonces
F Ă K es una extensión radical.

Ejemplo 2.14.2. Intuitivamente, un polinomio es resoluble por radicales si podemos obtener
sus ceros mediante extracciones sucesivas de raíces. Veamos un par de ejemplos.

Si f “ X 2` bx ` c P QrX s, entonces sus dos raíces son ´b˘
?

b2´4c
2

, donde u “
?

b2 ´ 4c
denota una raíz de X 2´ pb2´ 4cq. Entonces Q Ă Qpuq es una extensión pura (pues u2 P Q),
y Qpuq es el cuerpo de descomposición de f sobre Q.

Si f “ X 10 ´ 5X 5 ` 5 P QrX s, entonces sus diez raíces cumplen:

u5
“

5˘
?

5

2
ñ u “

5

d

5˘
?

5

2

Consideremos la torre de cuerpos:

Q Ă Qp
?

5q Ă Qp
?

5,ωq Ă Qp
?

5,ω,αq Ă Qp
?

5,ω,α,βq “ K

donde ω es una raíz quinta primitiva de la unidad, y:

α “
5

d

5`
?

5

2
, β “

5

d

5´
?

5

2

donde las raíces quintas fueron elegidas arbitrariamente (i.e. α y β corresponden a la elección
de una raíz de X 5 ´ 5`

?
5

2
y X 5 ´ 5´

?
5

2
respectivamente). Es una torre de extensiones puras

como en (2.9).
9Kronecker introdujo la siguiente terminología sugerente. Los elementos de Kt que no están en F se llaman

irracionalidades; las que están en DescF pf q se dicen naturales y las que no accesorias.
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Tenemos que todas las raíces de f son ωiα y ωiβ para i “ 1, . . . , 5, de donde f se escinde
sobre K . Por lo tanto el cuerpo de descomposición para f sobre Q está incluido en K , lo cual
prueba que f es resoluble por radicales.

En este ejemplo,
?

5 y ω son irracionalidades accesorias: precisamos adjuntarlas para poder
construir α y β que son irracionalidades naturales.
Observación 2.14.3. La definición de “polinomio resoluble por radicales” parece en un principio
capturar en efecto lo que queremos definir, pero el ejemplo anterior puede hacer surgir un
cierto escepticismo. Adjuntamos una raíz quinta primitiva de la unidad. Según la definición,
no hay problema (la adjunción resulta obviamente una extensión pura). Pero una raíz quinta
primitiva de la unidad es e

2πi
5 “ cos

`

2π
5

˘

` i sin
`

2π
5

˘

. Ciertamente no parece ser el tipo de
elementos que tenemos en mente adjuntar cuando hablamos de ecuaciones resolubles por
radicales. Que haya una “expresión por radicales” para las raíces n-ésimas de la unidad es un
resultado de Gauss, cuya demostración puede consultarse por ejemplo en [T], pp. 203-207.

Proposición 2.95. Sea F Ă K una extensión radical. Entonces se puede tomar una torre
de cuerpos como en (2.9) donde Ki Ă Ki`1 es una extensión pura de tipo primo, para todo
i “ 0, . . . , t ´ 1.

Demostración. Basta probar que podemos reemplazar cada extensión pura de la torre dada por
una torre donde cada cuerpo es una extensión pura de tipo primo del anterior. Sea entonces
k Ă kpuq una extensión pura de tipo m. Descompongamos m “ p1 . . . pk como producto de
primos. Entonces

k Ă kpum{p1q Ă kpum{p1p2q Ă ¨ ¨ ¨ Ă kpuq

es una torre de extensiones puras tal que kpum{p1...pi q Ă kpum{p1...pi`1q es de tipo pi`1.

La siguiente proposición justifica que en característica cero podamos limitarnos a considerar
extensiones radicales de Galois sin perder generalidad.

Proposición 2.96. Sea F Ă K una extensión radical. Sea N la clausura normal de la extensión.
Entonces F Ă N es radical.

Demostración. Sea F Ă K una extensión radical: existen u1, . . . , ut tales que

F Ă F pu1q Ă F pu1, u2q Ă ¨ ¨ ¨ Ă F pu1, . . . , utq “ K

es una torre radical. Sea E la clausura normal de F Ă K . Afirmo que

E “ F
`

tσpuiq : σ P GalEF , i “ 1, . . . , tu
˘

En efecto, como vimos en la proposición 2.57,

E “ DescF pmu1,F . . .mut ,F q “ F ptraíces de mu1,F . . .mut ,Fuq

La observación 2.9.1 nos da que traíces de mui ,Fu “ tσpuiq : σ P GalF pmui ,F qu. Veamos que
también es igual a tσpuiq : σ P GalEF u.
pĂq: Podemos extender cada σ P GalF pmui ,F q a un σ̃ P GalEF por el teorema 2.31 de

extensión al cuerpo de descomposición, tomando a mu1,F . . .mut ,F P F rX s como polinomio.
pĄq: Si σ P GalEF , entonces σ se restringe a un F -isomorfismo F puiq Ñ F pσpuiqq, luego por

el corolario 2.13 ui y σpuiq deben ser raíces del mismo polinomio irreducible con coeficientes
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en F . Por lo tanto σpuiq es raíz de mui ,F .

Sea Bi “ F
`

tσpujq : 1 ď j ď i ,σ P GalEF u
˘

. Escribamos GalEF “ t1,σ, τ, . . . u. Lo recién
probado nos dice que E “ Bt . Veamos que F Ă E “ Bt es radical, por inducción en t.

Si t “ 1, se tiene que E “ B1. Afirmo que

F Ă F pu1q Ă F pu1,σpu1qq Ă F pu1,σpu1q, τpu1qq Ă ¨ ¨ ¨ Ă B1

es una torre radical para la extensión F Ă B1. En efecto, si um
1 P F , entonces τpu1q

m “

τpum
1 q P τpF q “ F , luego τpu1q

m P F Ă F pu1,σpu1qq.
Supongamos ahora que F Ă Bi es radical. Se tiene que Bi`1 “ Biptσpui`1q : σ P GalEF uq.

Si probamos que Bi Ă Bi`1 es radical, entonces F Ă Bi`1 es radical por la observación 2.14.1.
Si um

i`1 P Bi “ F pu1, . . . , uiq, entonces σpui`1q
m “ σpum

i`1q P F pσpu1q, . . . ,σpuiqq Ă Bi .
Como E “ Bt , esto termina la demostración.

Observación 2.14.4. Si además F es de característica cero, entonces F Ă N es de Galois, ya
que toda extensión finita de un cuerpo de característica cero es separable (corolario 2.39) y
en este caso la clausura normal es la clausura de Galois (corolario 2.58).

Lema 2.97. Sea F de característica cero y consideremos la torre

F “ K0 Ă K1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Kt

donde Ki Ă Ki`1 es una extensión pura de tipo pi primo para todo i . Supongamos que F
contiene todas las raíces pi -ésimas de la unidad para todo i .

a) Sea K “ Kt . Si F Ă K es normal, entonces GalKF es un grupo resoluble.

b) Si f P F rX s es resoluble por radicales y DescF pf q Ă Kt , entonces GalF pf q es resoluble.

Demostración. a) Sea Gi “ GalKKi
para todo i “ 0, . . . , t. Se tiene

GalKF “ G0 ą G1 ą ¨ ¨ ¨ ą Gt “ teu (2.10)

Se tiene que K1 “ K0puq, donde up1 P K0. Afirmo que K1 es el cuerpo de descomposición
de f “ X p1 ´ up1 sobre K0. En efecto, como pi “ car F , las raíces de este polinomio
son u,ωu, . . . ,ωp1´1u donde ω es una raíz p1-ésima primitiva de la unidad. Como por
hipótesis ω P K0, se deduce lo afirmado.
Pero f es un polinomio separable, por lo tanto K0 Ă K1 es una extensión de Galois. Observar
que K0 Ă K es de Galois porque K0 es de característica cero. Por el teorema fundamental
de la teoría de Galois aplicado a la torre K0 Ă K1 Ă K , se tiene que GalKK1

Ÿ GalKK0
, i.e.

G1ŸG0, y G0{G1 » GalK1
K0
. Pero p1 “ |K1 : K0| “ |GalK1

K0
|, por lo tanto GalK1

K0
» Zp1 cíclico

de orden primo.
Repitiendo este argumento para cada i , se deduce que la serie (2.10) es una serie abeliana
para GalKF .

b) Por la proposición anterior podemos suponer que F Ă Kt es normal. Por la parte anterior
se tiene que GalKt

F es resoluble.
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Sea E “ DescF pf q. Tenemos una torre F Ă E Ă Kt . De nuevo, como F es de característica
cero y F Ă E , F Ă Kt son normales, entonces son de Galois. Por el teorema fundamental
de la teoría de Galois, deducimos que GalKt

F {Gal
Kt
E » GalEF . Entonces GalEF es cociente de

un grupo resoluble, por lo tanto es resoluble.

Teorema 2.98. Sea F de característica cero, f P F rX s. Si f es resoluble por radicales entonces
su grupo de Galois es resoluble.

Demostración. Como f es resoluble por radicales, existe una torre radical

F “ K0 Ă K1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Kt

tal que E :“ DescF pf q Ă Kt . Sea m “ p1 . . . pt . Sea E ‹ :“ DescE pX
m ´ 1q, i.e. E ‹ “ E pΩq

donde Ω es el conjunto de todas las raíces m-ésimas de la unidad.
Sea F ‹ “ F pΩq. Entonces F ‹ contiene todas las raíces m-ésimas de la unidad, luego

contiene todas las raíces pi -ésimas de la unidad. Además se tiene que E ‹ “ DescF‹pf q.
Tenemos la torre radical

F ‹ “ K0pΩq Ă K1pΩq Ă ¨ ¨ ¨ Ă KtpΩq

que muestra que f P F ‹rX s es resoluble por radicales, y como E Ă Kt , entonces E ‹ Ă KtpΩq.
Estamos en las hipótesis del lema anterior: tenemos pues que GalF‹pf q “ GalE‹F‹ es resoluble.

Consideremos la torre F Ă F ‹ Ă E ‹. Recordando que F es de característica cero, tenemos
que F Ă E ‹ es de Galois pues E ‹ “ DescF pf ¨ pX

m ´ 1qq, y F Ă F ‹ también es de Galois, por
lo tanto por el teorema fundamental de la teoría de Galois, se tiene que GalE‹F‹ Ÿ GalE‹F , y:

GalE‹F

GalE‹F‹
» GalF‹F

Tenemos que GalE‹F‹ es resoluble; afirmo que GalF‹F también lo es. En efecto, es abeliano (el
grupo de Galois del cuerpo de descomposición de X n´1 sobre un cuerpo de característica cero
es abeliano: es el ejercicio 56). Por lo tanto GalE‹F es resoluble (es una extensión de grupos
resolubles).

Ahora consideramos la torre F Ă E Ă E ‹. De nuevo, F Ă E y F Ă E ‹ son de Galois,
luego

GalE‹F

GalE‹E

» GalEF

y en conclusión GalEF es resoluble por ser cociente de un grupo resoluble.

Ya podemos probar que, para cualquier n ě 5, no es posible dar una fórmula general que
mediante sumas, productos y extracción de raíces exprese los ceros de cualquier polinomio de
grado n:

Corolario 2.99 (Abel). El polinomio general de grado n sobre un cuerpo F (de característica
cero) no es resoluble por radicales, para n ě 5.

Demostración. Ya vimos en el corolario 2.79 que el grupo de Galois del polinomio general de
grado n es Sn, que ya probamos (corolario 1.82) que no es resoluble para n ě 5.
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Observación 2.14.5. El teorema anterior vale en característica positiva. Esta observación
justifica los paréntesis del anterior corolario.

Nos dirigimos ahora a probar el recíproco del teorema anterior.

Lema 2.100. Sea F Ă K una extensión de Galois de grado primo p. Si F contiene una raíz
p-ésima primitiva de la unidad, entonces F Ă K es una extensión pura de tipo p.

Demostración. Como |K : F | “ p, el grupo de Galois GalKF tiene orden p, y por lo tanto es
cíclico. Sea σ un generador de GalKF .

Por el teorema de Lagrange, σp “ id, de donde σ es raíz del polinomio X p ´ 1. Además σ
no es raíz de ningún polinomio no nulo de menor grado que p. En efecto, si f “ a0 ` a1X `
¨ ¨ ¨ ` anX n P F rX s con n ă p es un polinomio no nulo tal que f pσq “ 0, entonces

a0id` a1σ` ¨ ¨ ¨ ` anσ
n
“ 0

es una combinación lineal nula no trivial de tid,σ, . . . ,σp´1u que son morfismos de cuerpos
diferentes, contradiciendo la independencia lineal de caracteres (corolario 2.46).

Observar que σ : K Ñ K es una F -transformación lineal. En efecto, si a P F y v P K ,
σpauq “ σpaqσpuq “ aσpuq pues σ|F “ id.

Tenemos entonces que X p ´ 1 es el polinomio mínimo (en el sentido de álgebra lineal) de
la F -transformación lineal σ : K Ñ K . Sabemos de álgebra lineal que las raíces del polinomio
mínimo de una transformación lineal son los valores propios de σ, por lo tanto todas las raíces
p-ésimas de la unidad son raíces de X p ´ 1.

Por hipótesis, F contiene una raíz p-ésima primitiva de la unidad, llamémosle ω. Las raíces
p-ésimas de la unidad forman un grupo, por lo tanto ω´1 P F también es una raíz p-ésima de
la unidad (de hecho, también es primitiva, porque invertir es un automorfismo en un grupo
abeliano, y un automorfismo lleva generadores en generadores). Existe entonces un vector
propio z P E de σ tal que σpzq “ ω´1z . Observar que z R F pues z R FixpGalKF q “ F , ya que
F Ă K es de Galois. Tenemos entonces:

σpzp
q “ pσpzqqp “ pω´1qpzp

“ zp

de donde zp P FixpGalKF q “ F .
Afirmo que K “ F pzq, terminando la demostración. Tenemos la torre F Ă F pzq Ă K ,

entonces por transitividad de grados es

|K : F | “ |K : F pzq||F pzq : F |

El lado izquierdo vale p. En el lado derecho, |F pzq : F | “ 1 pues z R F . En conclusión, como
p es primo, debe ser |K : F pzq| “ 1, i.e. K “ F pzq.

Lema 2.101 (Irracionalidades accesorias). Sea F cuerpo, f P F rX s, E “ DescF pf q. Si F Ă F ‹

es un una extensión de cuerpos y E ‹ “ DescF‹pf q es tal que E Ă E ‹, entonces la restricción
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GalE‹F‹ Ñ GalEF , σ ÞÑ σ|E es un homomorfismo inyectivo.

E ‹

E

F ‹

f

F

f

Demostración. Tenemos que E “ F pΩq y E ‹ “ F ‹pΩq donde Ω es el conjunto de raíces de
f . Sea σ P GalE‹F‹ .
σ permuta Ω y deja fijo F ‹, por lo tanto deja fijo F . Por lo tanto σ|E P GalEF .
La restricción es un morfismo. Para ver que es inyectivo, sea σ P GalE‹F‹ tal que σ|E “ id.

En este caso, σ deja fijo F ‹ y deja fijo E “ F pΩq, por lo tanto deja fijo F ‹pΩq “ E ‹, i.e.
σ “ id.

Teorema 2.102. Sea F cuerpo de característica cero. Sea F Ă E extensión de Galois tal que
GalEF es resoluble. Entonces existe una extensión radical de F que contiene a E .

En particular, si f P F rX s tiene grupo de Galois GalF pf q resoluble entonces es resoluble
por radicales.

Demostración. Sea G “ GalEF . Como G es finito y resoluble, entonces G tiene una serie de
composición con factores de orden primo. En particular, el penúltimo término de la serie es
un subgrupo normal H de índice primo. Sea p “ |G : H |. Sea ω una raíz p-ésima primitiva
de la unidad, que existe en el cuerpo de descomposición de X p ´ 1 sobre F pues F tiene
característica cero.

1er caso: ω P F . Hacemos inducción en |E : F |. El caso base es trivial.
Tenemos que FixpHq Ă E es una extensión de Galois, y GalEFixpHq “ H es resoluble pues es

un subgrupo de G que es resoluble.
Ahora, |E : FixpHq| ă |E : F |, entonces por hipótesis de inducción obtenemos una torre

radical
Fix(H) “ R0 Ă R1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Rt

tal que E Ă Rt .
Por otro lado, como H Ÿ G y |G : H | “ p, por el teorema fundamental de la teoría de

Galois F Ă FixpHq es una extensión de Galois de grado p.
Estamos en las hipótesis del lema 2.100: se tiene que FixpHq “ F pzq donde zp P F , i.e.

F Ă FixpHq es una extensión pura, por lo tanto es radical, y FixpHq Ă Rt también lo es, por
lo tanto F Ă Rt es una extensión radical de F que contiene a E .

2˝ caso: ω R F . Sea F ‹ “ F pωq, E ‹ “ E pωq.
Afirmación: F Ă E ‹ es de Galois.
Demostración: Como F Ă E es de Galois, es el cuerpo de descomposición de un polinomio

separable f P F rX s. Si f “ X p ´ 1 entonces E “ E ‹ y ya está. Si f “ X p ´ 1, entonces
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E ‹ es el cuerpo de descomposición de f ¨ pX p ´ 1q P F rX s. Este polinomio es separable pues
f “ X p ´ 1 y X p ´ 1 es separable e irreducible, ya que car F “ 0 y ω R F .

Tenemos entonces F Ă F ‹ Ă E ‹, con F Ă E ‹ de Galois, por lo tanto F ‹ Ă E ‹ es de
Galois (teorema fundamental de la teoría de Galois).

Sea G ‹ “ GalE‹F‹ . Por el lema 2.101, hay un monomorfismo de grupos ψ : G ‹ Ñ G . Por lo
tanto G ‹ es isomorfo a un subgrupo de G que es resoluble, de donde G ‹ es resoluble.

Como ω P F ‹, por el caso 1 existe una torre radical

F ‹ “ R‹0 Ă R‹1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă R‹m

con E ‹ Ă R‹m. Pero F ‹ “ F pωq es una extensión pura, de donde F Ă R‹m es una extensión
radical tal que E Ă R‹m, pues E Ă E ‹ Ă R‹m.

Observación 2.14.6. El teorema anterior no vale en característica positiva.
Niccolò Fontana Tartaglia y Girolamo Cardano probaron (1535-1545) que un polinomio

de grado 3 era resoluble por radicales, dando una fórmula explícita. En 1545 Luigi Ferrari
probó que un polinomio de grado 4 era resoluble por radicales, también dando una fórmula.
Estas fórmulas son aburridas de demostrar, sin embargo podemos demostrar ahora que existen
fórmulas por radicales para las raíces de polinomios de grado 3 y 4:

Corolario 2.103. Si F es un cuerpo de característica cero, entonces todo polinomio f P F rX s
de grado ď 4 es resoluble por radicales.

Demostración. El grupo de Galois de f es un subgrupo de S4 que es resoluble (ejemplo 1.11.7),
y por lo tanto es resoluble.
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Capítulo 3

Representaciones de grupos finitos

3.1. Definiciones básicas
Notación. Si V es un espacio vectorial, notaremos

GLpV q :“ AutpV q “ ttransformaciones lineales V Ñ V invertiblesu

Definición. Sea G grupo. Una representación lineal o simplemente representación de G es un
par pV , ρq 1 donde V es un k-espacio vectorial y ρ : G Ñ GLpV q es un morfismo de grupos.
El grado de la representación es dimkV .

Una representación matricial de grado n de G sobre un cuerpo k es un morfismo de grupos
ρ : G Ñ GLnpkq.

Si V es un espacio vectorial tal que pV , ρq es una representación de un grupo G , decimos
que V es un G -módulo.

Si k “ C diremos que pV , ρq es una representación compleja.

Notación. A veces notaremos ρg en vez de ρpgq para alivianar la notación.

Observación 3.1.1. Eligiendo una base, i.e. eligiendo un isomorfismo GLpV q » GLnpkq, es lo
mismo dar una representación lineal finita que dar una representación matricial.
Ejemplo 3.1.2. Veamos cómo lucen las representaciones de Zm “ xay de grado n:

Si ρ : Zm Ñ GLnpCq es morfismo de grupos, entonces ρpaiq “ Ai para algún A P GLnpCq.
Afirmación: ρ es representación si y sólo si Am “ In.
Demostración: (ñ) Am “ ρpamq “ ρpeq “ In.
(ð) Sean 0 ď r , k ă m.
Si 0 ď r ` k ă m entonces ρpar akq “ ρpar`kq “ Ar`k “ Ar Ak .
Si r ` k ě m entonces

ρpar ak
q “ ρpamar`k´m

q “ ρpar`k´m
q

r`kă2m
“ Ar`k´m

“ Ar`k´mAm
“ Ar`k

Comparar la siguiente proposición con 1.48.

Proposición 3.1. “Es lo mismo” dar una representación de G en V que dar una acción
¨ : G ˆ V Ñ V tal que g ¨ ´ sea lineal para todo g P G .

1A veces sobreentenderemos el espacio vectorial o el morfismo, diciendo que V o que ρ es una representación
de G .
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Demostración. La relación fundamental es g ¨ ´ “ ρpgq.

(ñ) Consideramos ¨ : G ˆV Ñ V , pg , vq ÞÑ ρpgqpvq. Es lineal pues ρpgq lo es, para todo
g P G .

Es una acción: e ¨ v “ ρpeqpvq “ v para todo v P V ;
g1g2 ¨ v “ ρpg1g2qpvq “ ρpg1qpρpg2qpvqq “ g1 ¨ pg2 ¨ vq para todo g1, g2 P G , v P V .

(ð) Definimos ρ : G Ñ GLpV q mediante ρpgqpvq “ g ¨ v para todo g P G , v P V .
Está bien definido, i.e. ρpgq P GLpV q para todo g P G , pues la acción es lineal.
Es morfismo de grupos: ρpg1g2qpvq “ g1g2 ¨ v “ g1 ¨ pg2 ¨ vq “ ρpg1qpρpg2qpvqq para todo

g1, g2 P G , v P V .

Definición. Sean pV1, ρ1q y pV2, ρ2q representaciones de un grupo G . Decimos que ϕ : V1 Ñ

V2 es un morfismo de G -módulos, o G -mapa, si es lineal y respeta la acción de G , i.e.
ϕpg ¨ vq “ g ¨ϕpvq para todo g P G , v P V1.

Equivalentemente, si ϕpρ1pgqpvqq “ ρ2pgqpϕpvqq para todo g P G , v P V1. Es decir, si el
siguiente diagrama conmuta para todo g P G :

V1
ϕ //

ρ1pgq
��

V2

ρ2pgq
��

V1 ϕ
// V2

Dos representaciones son isomorfas, o equivalentes si existe un morfismo de G -módulos
entre ellas que sea un isomorfismo lineal, i.e. si existe un isomorfismo de G -módulos.

Observación 3.1.3. Si un G -mapa es invertible, su inversa es un G -mapa; la composición
de G -mapas es un G -mapa, etc.

Para un morfismo de G -módulos se tiene ϕ ˝ ρ1pgq “ ρ2pgq ˝ ϕ para todo g P G . Si
además ϕ es un isomorfismo, entonces se tiene ρ2pgq “ ϕ ˝ ρ1pgq ˝ ϕ

´1 para todo
g P G .

Problema básico de la teoría de representaciones: clasificar las representaciones de un
grupo G a menos de isomorfismo (i.e. conjugación por un isomorfismo).

Definición. Sea pV , ρq una representación. Una subrepresentación es la restricción pW , ρ|W q
donde W es un subespacio vectorial G -invariante, i.e. ρpgqpW q Ă W para todo g P G . De
esta manera, una subrepresentación es una representación.

Una representación es irreducible si no admite subrepresentaciones propias, i.e. si V no
tiene subespacios propios G -invariantes.

Los siguientes ejemplos acarrean verificaciones sencillas que se dejan como ejercicio para
el lector.
Ejemplo 3.1.4. Sea G grupo.

La representación trivial es tal que ρpgq “ id para todo g P G .

Si pV1, ρ1q y pV2, ρ2q son representaciones de G , la suma directa pV1 ‘ V2, ρ1 ‘ ρ2q es
una representación.
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Si pV1, ρ1q y pV2, ρ2q son representaciones de G sobre k , el producto tensorial
pV1 bk V2, ρ1 b ρ2q es una representación.

Si pV , ρq es una representación de G y W es una subrepresentación, el cociente V {W
es una representación, con g ¨ v “ g ¨ v .

Si pV , ρq es una representación, el dual V ˚ también es una representación, con la acción
G ˆ V ˚ Ñ V ˚, g ¨ f ÞÑ f pg´1 ¨ ´q.

Definición. Una representación es completamente reducible si se descompone como suma
directa de subrepresentaciones irreducibles; de lo contrario es indescomponible.

Observación 3.1.5. Al contrario que con espacios vectoriales y como con módulos, si W Ă V
es una subrepresentación, no necesariamente se tiene V “ W ‘ V {W : una representación
puede no ser irreducible y ser indescomponible, pues una subrepresentación puede no tener un
complemento. Sin embargo, el teorema de Maschke más adelante nos va a dar condiciones
suficientes para que esto no suceda.

A continuación presentamos una tercera estructura equivalente a la de representación lineal
y a la de representación matricial.

Definición. Sea R anillo conmutativo. Una R-álgebra A es un anillo con una estructura de
R-módulo compatible, i.e. tal que apr1r2q “ par1qr2 “ r1par2q para todo a P A, r1, r2 P R .

De esta manera, un álgebra es una estructura algebraica con tres operaciones: suma,
producto por escalar y producto. El ejemplo arquetípico es el siguiente:
Ejemplo 3.1.6. Si R es un anillo conmutativo, el anillo de matrices MnpRq es una R-álgebra.
Observación 3.1.7. Recordemos que si R es un anillo y X es un conjunto, podemos pensar al
R-módulo libre de base X , notado RrX s, como el R-módulo de sumas formales:

RrX s “

"

ÿ

gPG
finita

αx x : αx P R @x P X

*

Si G es un grupo y consideramos RrG s, el R-módulo libre de base G , podemos usar el
producto de G para introducir un producto en RrG s de tal manera que sea una R-álgebra:

Definición. Sean G grupo, R anillo conmutativo. El álgebra de grupo RrG s es el R-módulo
libre de base G , en el que consideramos la estructura de R-álgebra dada por el producto
siguiente: si λg ,µh P R para todo g , h P G ,

ˆ

ÿ

gPG
finita

λg g

˙ˆ

ÿ

hPG
finita

µhh

˙

“
ÿ

g ,hPG

λgµhgh

Proposición 3.2. Sea k cuerpo. “Es lo mismo” dar una representación sobre k (de grado n)
que dar un krG s-módulo a izquierda (libre de rango n).
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Demostración. Si V es un krG s-módulo a izquierda, ρ : G Ñ GLpV q, ρpgqpvq “ gv define
una representación de G sobre k .

Recíprocamente, si ρ : G Ñ GLpV q es una representación, podemos dotar a V de una
estructura de krG s-módulo a izquierda de la siguiente manera:

ˆ

ÿ

gPG
finita

λg g

˙

v “

ˆ

ÿ

gPG
finita

λgρpgqpvq

˙

De esta manera, muchos teoremas sobre representaciones pueden traducirse a teoremas
acerca de los krG s-módulos. Por ejemplo, una subrepresentación es un krG s-submódulo; un
G -mapa es un morfismo de krG s-módulos. No será éste el punto de vista que adoptemos en
general.
Ejemplo 3.1.8. Recordemos que todo anillo R es un módulo sobre sí mismo mediante la acción
regular, r ¨ s “ r s para todo r , s P R .

Sea k cuerpo. Entonces krG s es un módulo sobre sí mismo: la representación regular de
G sobre k es la representación asociada a la estructura de krG s-módulo de krG s.

Escrita como representación, es la representación ρ : G Ñ GLpkrG sq definida como
ρpgqpvq “ gv . Más explícitamente:

ρpgq

ˆ

ÿ

hPG
finita

µhh

˙

“
ÿ

hPG
finita

µhgh

Más sucintamente, podemos definir ρpgq explicitándolo en la base de krG s y extendiendo
por linealidad: ρpgqphq “ gh para todo g , h P G .

En realidad, la recién descrita es la representación regular a izquierda, pues estamos
considerando la acción regular a izquierda r ¨ s “ r s. La representación regular a derecha es
la que proviene de la acción regular a derecha r ¨ s “ sr´1.
Lema 3.3. Sea G grupo finito, R anillo conmutativo. Sea clpG q el conjunto de clases de
conjugación de G . Sea ec “

ř

gPc

g para cada c P clpG q. Entonces el centro de RrG s es el

submódulo generado por los elementos de la forma
ÿ

cPclpGq

λcec , λc P R

En otras palabras, los ec , c P clpG q son una base de Z pRrG sq.

Demostración. Como G es base de RrG s, un elemento x “
ř

gPG

λg g P RrG s arbitrario está en

el centro de RrG s si y sólo si conmuta con todos los elementos h P G , i.e. si hxh´1 “ x para
todo h P G . Entonces, si h P G :

x P Z pRrG sq ðñ h

˜

ÿ

gPG

λg g

¸

h´1 “
ÿ

gPG

λg g

ðñ
ÿ

gPG

λg hgh´1 “
ÿ

gPG

λg g

ðñ
ÿ

gPG

λg´1hg g “
ÿ

gPG

λg g
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usando que g ÞÑ hgh´1 es biyectiva, de inversa g ÞÑ h´1gh. Pero esto implica que la asociación
g ÞÑ λg es constante en las clases de conjugación, por lo tanto el centro de RrG s está formado
por los elementos de la forma

ÿ

cPclpGq

λcec , λc P R

Ejercicios

Ej. 57 — La representación RˆR2 Ñ R2 dada por t ¨ px , yq “ px , x ` tyq no es irreducible
pero es indescomponible.

Ej. 58 — Generalizando la representación dual, si V , W son representaciones de un grupo
G sobre k , entonces HomkpV , W q es una representación, con la acción

G ˆ HomkpV , W q Ñ HomkpV , W q, pg ¨ f qpvq “ g ¨ f pg´1 ¨ vq

Ej. 59 — Sea G grupo finito, V una representación de G . Para todo v P V existe una
subrepresentación W Ă V de grado finito tal que v P W .
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3.2. Primeros teoremas
Proposición 3.4. Sea f : V Ñ W un morfismo de G -módulos. Entonces ker f Ă V e
Im f Ă W son G -invariantes.

Demostración. Si v P ker f , entonces f pg ¨ vq “ g ¨ f pvq “ g ¨ 0 “ 0 ñ g ¨ v P ker f .
Si w P Im f ñ w “ f puq para algún u P V . Entonces g ¨w “ g ¨f puq “ f pg ¨uq P Im f .

Lema 3.5 (Schur). Si V , W son representaciones irreducibles de G y f : V Ñ W es un
G -mapa, entonces:

1. f “ 0 o f es un isomorfismo,

2. Si V “ W y k “ C (o k es algebraicamente cerrado), entonces f “ λI para algún
λ P k .

Demostración. 1. ker f Ă V es G -invariante, entonces como V es irreducible:
ker f “ V ñ f “ 0, o
ker f “ t0u y f es inyectiva. Como Im f Ă W es G -invariante y W es irreducible,
entonces Im f “ t0u ñ f “ 0 o Im f “ W , y f es sobreyectiva, luego un isomorfismo.

2. Como C es algebraicamente cerrado, existe λ P C valor propio de f . Sea v0 “ 0 un
vector propio de valor propio λ.
Probemos que f “ λI . Para esto consideremos la transformación lineal fλ : V Ñ V ,
fλpvq “ f pvq ´ λv . Veamos que fλ “ 0, en cuyo caso terminamos.
fλ es un G -mapa:

g ¨ fλpvq “ g ¨ f pvq ´ g ¨ λv “ f pg ¨ vq ´ λg ¨ v “ fλpg ¨ vq

Como fλpv0q “ 0 y v0 “ 0, como V es irreducible debe ser ker fλ “ V , i.e. fλ “ 0.

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para que toda subrepresentación tenga
un complemento: el grupo debe ser finito y la característica del cuerpo debe ser nula o no
dividir al orden del grupo. En realidad se puede probar que estas condiciones son también
necesarias.

Recordemos primero que una proyección de un espacio vectorial V sobre un subespacio W
es una transformación lineal T : V Ñ W tal que T |W “ id. Es equivalente dar una proyección
que dar una transformación lineal T : V Ñ V tal que T 2 “ T , tomando como subespacio a
Im T .

Teorema 3.6 (Maschke). Sea G grupo finito, pV , ρq una representación de G . Si car k “ 0
o car k ffl |G |, entonces todo subespacio G -invariante W posee (al menos) un complemento
G -invariante. Es decir, existe U subespacio G -invariante tal que V “ W ‘ U .
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Demostración. Basta encontrar una proyección p0 de V sobre W que sea un G -mapa, pues
entonces ker p0 e Im p0 son subespacios G -invariantes, y V “ ker p0 ‘ Im p0 “ ker p0 ‘W .

Sea q : V Ñ V una proyección de V sobre W , i.e. q es una transformación lineal tal que
Im q “ W y q|W “ id. Definimos p0 : V Ñ V como

p0 “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg ˝ q ˝ ρg´1

Aquí hemos usado la hipótesis de que |G | es finito, y además es invertible por las hipótesis
sobre car k . Veamos que p0 es la proyección que estamos buscando.

Im p0 “ W :
pĂq : ρg ˝q˝ρg´1pvq “ ρg pqpρg´1pvqqq P W , pues como q es proyección, qpρg´1pvqq P W ,

luego como W es G -invariante, ρg pqpρg´1pvqqq P W , para todo g P G , v P V , luego
p0pvq P W para todo v P V , i.e. Im p0 Ă W .
pĄq Dado w P W ,

p0pwq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg qpρg´1pwqq
q|W“id
“

1

|G |
ÿ

gPG

ρgρg´1pwq

“
1

|G |
ÿ

gPG

ρgg´1pwq “
1

|G |
ÿ

gPG

w “
1

|G |
|G |w “ w

luego w P Im p0 @w P W ñ W Ă Im p0. Más aún, p0|W “ id: hemos demostrado que
p0 es una proyección sobre W .

Veamos que p0 es un G -mapa, concluyendo la demostración. Dado v P V , g0 P G :

p0pρg0pvqq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg q ρg´1pρg0pvqq

“
1

|G |
ÿ

gPG

id

ρg0ρg0´1 ρg q ρg´1g0pvq

“
1

|G |
ÿ

gPG

ρg0ρg0´1g q ρg´1g0pvq

“ ρg0

˜

1

|G |
ÿ

gPG

ρg0´1g q ρg´1g0pvq

¸

˚
“ ρg0

˜

1

|G |
ÿ

hPG

ρh q ρh´1pvq

¸

“ ρg0pp0pvqq

La igualdad * se deduce de que g´10 g “ h es una biyección de G , i.e. cuando g se mueve por
todo G , también g´10 g recorre todo G .

Adoptando la perspectiva de los módulos sobre el álgebra de grupo, el teorema de Maschke
dice que si G es un grupo finito tal que car k “ 0 o car k ffl |G |, entonces el álgebra de grupo
krG s es un anillo semisimple.
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Corolario 3.7 (Completa reducibilidad). Sea G grupo finito, V una representación de G de
grado finito tal que car k “ 0 o car k ffl |G |. Entonces V es completamente reducible.

Demostración. Por inducción en n “ dimkV . Supongo que vale para espacios de dimensión
menor que n.

Si V es irreducible ya está.
Si no, tiene un subespacio propio G -invariante, U Ă V .
dimkU ă n, luego por hipótesis de inducción existen subrepresentaciones irreducibles

U1, . . . , Ur Ă U tales que U “ U1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Ur .
Además por el teorema de Maschke U tiene un complemento U 1, que también cum-

ple dimkU 1 ă n, luego por hipótesis de inducción existen subrepresentaciones irreducibles
U 1

1, . . . , U 1
k Ă U 1 tales que U 1 “ U 1

1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U 1
k .

Pero entonces V “ U ‘ U 1 “ U1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Ur ‘ U 1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U 1

k donde cada uno de los
subespacios es G -invariante e irreducible, luego V es completamente reducible.

Podemos encontrar distintas descomposiciones de V en suma directa de subrepresentacio-
nes irreducibles. Pero partiendo de una descomposición en irreducibles y juntando todas las
representaciones irreducibles equivalentes en un sólo sumando, obtenemos una descomposición
canónica, llamada descomposición isotípica.

Notación. V‘n :“

n veces

V ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ V .

Teorema 3.8 (Descomposición isotípica). Sean V , W representaciones complejas de un grupo
finito G . Sean

V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn, W “ W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wn

descomposiciones en irreducibles.2 Escribamos ahora

V “ V‘n1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ V‘nk

k , donde Vi “ Vj si i “ j (3.1)
W “ W‘m1

1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘W‘mk
k , donde Wi “ Wj si i “ j (3.2)

2Entonces si ϕ : V Ñ W es un G -mapa, se tiene que ϕ respeta la descomposición: para cada
i , ϕpV‘ni

i q Ă W
‘mj

j para algún j . En particular, esta descomposición en irreducibles es única
a menos de isomorfismo.

Demostración. En las descomposiciones (3.1) y (3.2) podemos reordenar los sumandos de tal
manera que si Vi es isomorfo a algún Wj , entonces i “ j . Explícitamente, los ponemos al
comienzo de la descomposición: si no hay ningún Vi isomorfo a ningún Wj , no hacemos nada;
en caso contrario tomemos el mayor r P t1, . . . , ku tal que Vi » Wi para todo i “ 1, . . . , r .

Consideremos la descomposición en bloques de ϕ asociada a las descomposiciones de V y
W como en (3.1) y (3.2). Explícitamente, sea ιi : V‘ni

i Ñ V la inclusión, y πj : W Ñ W
‘mj

j

la proyección. Dado ϕ : V Ñ W un G -mapa no nulo, consideremos “lo que ϕ hace en W
‘mj

j

cuando actúa restringida a V‘ni
i ”:

ϕi j : V‘ni
i Ñ W

‘mj

j , ϕi j “ πj ˝ϕ ˝ ιi

2Podemos suponer que la cantidad de sumandos diferentes que aparecen en V y que aparecen en W son
los mismos: si no lo son, completamos el menor con sumandos nulos.
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Basta pues probar que ϕi j “ 0 para todo i “ j , pues entonces ϕpV‘ni
i q Ă W‘mi

i que es
lo que queremos probar.

Consideremos los bloques afuera de la diagonal, i.e. los ϕi j con i “ j . Si Ṽi :“ V‘ni
i y

W̃j :“ W
‘mj

j , tenemos ϕi j : Ṽi Ñ W̃j .

La única manera de descomponer Ṽi y W̃j en irreducibles es Ṽi “

ni veces

Vi ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vi y

W̃j “

mj veces

Wj ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wj . En efecto, si V1 y V2 son irreducibles, las subrepresentaciones irre-
ducibles de V1 ‘ V2 son sólo V1 y V2 (convencerse), y así n veces.

Ahora consideramos la descomposición en bloques deϕi j asociada a estas descomposiciones
de Ṽ y W̃ : son todas de la forma ϕ̃i j : Vi Ñ Wj . Como i “ j , entonces por cómo ordenamos
las descomposiciones (3.1) y (3.2) se tiene que Vi fi Wj , luego por el lema de Schur todos
los bloques ϕ̃i j “ 0. Entonces ϕi j “ 0 si i “ j , es lo que queríamos probar.

En particular, si tomamos ϕ “ idV y dos descomposiciones de V en irreducibles como en
(3.1) y (3.2) (con W “ V ), lo que tenemos es que r “ k (i.e. Vi » Wi para todo i “ 1, . . . , k)
y ni “ mi para todo i : la descomposición es única a menos de isomorfismo.

Observación 3.2.1. Sea V una representación de un grupo G . El conjunto

V G :“ tv P V : g ¨ v “ v @g P Gu

de puntos fijos para la acción G ˆ V Ñ V es un subespacio G -invariante de V .

Proposición 3.9. Sea V una representación de un grupo finito G sobre k , donde car k “ 0
o car k ffl |G |. La transformación lineal ε : V Ñ V definida como

ε “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg

es un G -mapa, y es una proyección de V sobre V G .

Demostración. ε es un G -mapa: dados v P V , g0 P G ,

εpρg0pvqq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg pρg0pvqq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρgg0pvq “
1

|G |
ÿ

hPG

ρhpvq “ εpvq

usando que gg0 “ h es una biyección de G . Por otro lado,

ρg0pεpvqq “ ρg

ˆ

1

|G |
ÿ

gPG

ρg pvq

˙

“
1

|G |
ÿ

gPG

ρg0ρg pvq

“
1

|G |
ÿ

gPG

ρg0g pvq “
1

|G |
ÿ

hPG

ρhpvq “ εpvq

usando que g0g “ h es una biyección de G . Esto muestra que ε es un G -mapa. Además
tenemos ρg pεpvqq “ εpvq.

Im ε “ V G :
pĂq: u “ εpvq ñ ρg puq “ ρg pεpvqq “ εpvq “ u ñ u P V G .
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pĄq: v P V G ñ εpvq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg pvq “
1

|G |
ÿ

gPG

v “
1

|G |
|G |v “ v ñ v P Im ε.

ε2 “ ε : εpεpvqq “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg pεpvqq “
1

|G |
ÿ

gPG

εpvq “
1

|G |
|G |εpvq “ εpvq.

Definición. El operador ε definido en la proposición anterior se llama operador de Reynolds.

Ejercicios

Ej. 60 — Sean V , W representaciones de un grupo G sobre k . Notemos
HomG pV , W q “ tG -mapas de V en W u y consideremos la representación HomkpV , W q.
Entonces pHomkpV , W qqG “ HomG pV , W q.

Ej. 61 — Sea G grupo finito, V una representación compleja de grado finito. Existe un
producto interno en V preservado por la acción de G , i.e. tal que xg ¨ v , g ¨ wy “ xv , wy para
todo v , w P V , g P G . Además, si la representación es irreducible, el producto interno es único
a menos de multiplicar por un escalar.
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3.3. Caracteres
Definición. El carácter de una representación pV , ρq de un grupo G es el morfismo de grupos
χV pgq :“ Trpρpgqq, donde Tr denota la traza de la transformación lineal.

El carácter se dice irreducible si la representación es irreducible; el grado del carácter es el
grado de la representación.

El núcleo del carácter es ker χ :“ ker ρ.

Observación 3.3.1. En la sección de teoría de cuerpos dimos otra definición de carácter de un
grupo. No son equivalentes, más bien la anterior es un caso particular de éste, como veremos
en la proposición 3.27.

Lo fantástico de los caracteres es que determinan la representación a menos de isomorfismo:
éste es el gran resultado de esta sección.

La siguiente proposición tiene varias aplicaciones:

Proposición 3.10. Sea pV , ρq una representación compleja de un grupo G . Entonces para
cada g P G , V admite una base formada por vectores propios de ρg , y los valores propios son
raíces de la unidad.

Demostración. Sea g P G . Restringimos ρ a ρ : G Ñ GLpxgyq.
Como k “ C, ρg tiene un valor propio α1 P C. Sea v1 P V , v1 “ 0 un vector propio de

valor propio α1. Tenemos entonces ρg pv1q “ α1v1, y en general ρgnpv1q “ α
n
1v1.

Definamos W1 :“ xv1y Ă V : es una subrepresentación compleja del grupo cíclico xgy.
Si xgy es infinito, entonces xgy » Z, y GLpxgyq » tid,ϕu donde ϕ : 1 ÞÑ ´1. Para

cualquiera de los dos automorfismos de Z existe una base de Z » xgy formada por vectores
propios.

Si xgy es finito, por el teorema de Maschke existe V1 Ă xgy subrepresentación tal que
V “ W1 ‘ V1.

Repitiendo el mismo razonamiento con V1 encontramos una subrepresentación W2 “ xv2y
y una descomposición V1 “ W2 ‘ V2, de manera que V “ W1 ‘W2 ‘ V2.

Tras una cantidad finita de pasos, Vn “ t0u, y llegamos a una descomposición en subre-
presentaciones V “ W1 ‘Wn donde Wi “ xviy y cada vi es vector propio de ρg . Obtenemos
que tv1, . . . , vnu es una base de V formada por vectores propios de ρg .

Además, la matriz asociada a ρg en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios αi . Como existe n P Z` tal que g n “ 1, necesariamente αn

i “ 1 para
todo i , luego los valores propios αi son raíces de la unidad.

Observación 3.3.2. En la proposición anterior, en general no es posible elegir una base de V
tal que la matriz asociada a ρg sea diagonal simultáneamente para todo g P G .

Definición. Si α P C es raíz de un polinomio mónico con coeficientes en Z, decimos que es
un entero algebraico.

El anillo de los enteros algebraicos se denota A.

Corolario 3.11. Si χ es un carácter complejo de un grupo finito, entonces χ : G Ñ A.
En otras palabras, los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son enteros
algebraicos.
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Demostración. En efecto, por la proposición 3.10 se tiene que χpgq “ ε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εn donde
ε1, . . . , εn P C son raíces de la unidad, luego raíces de un polinomio de la forma X k ´ 1: en
particular, son enteros algebraicos.

Recordemos que por definición el núcleo de un carácter es el núcleo de la representación de
la que proviene. El siguiente corolario nos muestra que si conocemos los valores del carácter
asociado a una representación, entonces conocemos el núcleo de la representación, y en
particular podemos afirmar si ésta es fiel o no.

Corolario 3.12. Sea pV , ρq representación de un grupo finito G . Se tiene:

ker χ “ tg P G : χpgq “ χp1qu

Demostración. pĂq: g P ker ρ ðñ ρpgq “ In donde n es el grado de la representación. Por
lo tanto χpgq “ Trpρpgqq “ n “ dim V “ χp1q.

pĄq: Supongamos que χpgq “ χp1q “ n. Por la proposición 3.10, existe una base de V
para la que ρpgq se corresponde con una matriz diagonal, y χpgq “ ε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εn es la suma
de la diagonal, con los εi raíces de la unidad. La única manera de que sumar n números
complejos de módulo 1 dé n es que todos valgan 1, i.e. εi “ 1 para todo i . Pero entonces
ρpgq “ In, luego g P ker ρ “ ker χ.

Proposición 3.13. Sean pV , ρV q y pW , ρW q representaciones sobre k de un grupo G .

1. χV phgh´1q “ χV pgq @g , h P G .

2. χV p1q “ dimkV .

3. χV‘W “ χV ` χW .

4. χVbk W “ χVχW .

5. χV˚pgq “ χV pg
´1q @g P G .

6. χV pg
´1q “ χV pgq @g P G si V es una representación compleja.

Demostración. 1. Es bien conocido de álgebra lineal que la traza es invariante por conju-
gación.

2. χV p1q “ Trpidq “ 1.

3. χV‘W pgq “ TrpρV ‘ ρW pgqq “ TrpρV pgqq ` TrpρW pgqq “ χV pgq ` χW pgq pues la
matriz asociada a pρV‘ρW qpgq es una matriz en bloques p A 0

0 B q donde A, B son matrices
asociadas a ρV pgq, ρW pgq respectivamente (en bases adecuadas).

4. Análogamente al ítem anterior: recordemos que si A “ pai jq y B son las matrices
asociadas a ρV pgq y a ρW pgq respectivamente, la matriz asociada a pρV b ρW qpgq

es el producto de Kronecker, A b B “

ˆ a11B ¨¨¨ a1nB
... ... ...

am1B ¨¨¨ amnB

˙

. Basta pues observar que

TrpAb Bq “ TrpAq TrpBq.
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5. Sea B “ tv1, . . . , vnu una base de V , y B˚ “ tv˚1 , . . . , v˚n u la base dual. Sea A “ pai jq

la matriz asociada a la transformación lineal V Ñ V , v ÞÑ g´1 ¨ v en la base B, y sea
pa˚i jq la matriz asociada a la transformación lineal V ˚ Ñ V ˚, f ÞÑ g ¨ f en la base B˚.
Tenemos:

g´1 ¨ vi “
ÿ

j

ai j vj , g ¨ v˚i “
ÿ

j

a˚i j v
˚
j

luego por definición de base dual, a˚i i “ pg ¨ v
˚
i qpviq “ v˚i pg

´1 ¨ viq “ ai i . Sumando para
todo i obtenemos que χV˚pgq “ χV pg

´1q.

6. Sea g P G . Por la proposición 3.10 podemos elegir una base de V tal que la matriz
asociada a ρg sea una matriz diagonal pαi jq cuya diagonal está formada por raíces de
la unidad. En particular |αi i | “ 1, luego α´1i i “ αi i . Entonces

χV pg
´1
q “

ÿ

i

α´1i i “
ÿ

i

αi i “
ÿ

i

αi i “ χV pgq

Dos representaciones isomorfas determinan el mismo carácter:

Proposición 3.14. Si V , W son dos representaciones de G isomorfas, entonces χV “ χW .

Demostración. Sea θ : V Ñ W isomorfismo de G -módulos: se tiene entonces ρV pgq “
θ´1 ˝ ρW pgq ˝ θ para todo g P G . Por lo tanto, aplicando la propiedad 1) anterior,

χV pgq “ TrpρV pgqq “ Trpθ´1 ˝ ρW pgq ˝ θq “ TrpρW pgqq “ χW pgq @g P G

En general cuando hablamos de los caracteres de un grupo G estamos pensando en los
caracteres asociados a las diferentes representaciones sobre un cuerpo fijo (por lo general
C) del grupo. La proposición anterior nos dice que dos caracteres diferentes provienen de
representaciones cuyas clases de isomorfismo son diferentes.

Definición. Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial CG de las funciones
G Ñ C el producto interno

xf , hy “
1

|G |
ÿ

gPG

f pgqhpgq

Lema 3.15. Si V , W son representaciones de grado finito sobre k de un grupo G , entonces
tenemos un isomorfismo de G -módulos:

HomkpV , W q » V ˚
bk W

Demostración. El espacio vectorial HomkpV , W q es una representación de G por el ejercicio
58.

Sea φ : V ˚ bk W Ñ HomkpV , W q definida en los tensores elementales como
φpf b wqpvq “ f pvqw . Es sencillo verificar con la propiedad universal del producto tensorial
que φ es una transformación lineal bien definida.

Es un isomorfismo lineal: sean tv1, . . . , vnu y tw1, . . . , wmu bases de V y W respectivamente.
Considerando la base dual tv˚1 , . . . , v˚n u de V ˚, los tensores v˚i b wj forman una base de
V ˚ bk W . Basta ver que los φpvi b wjq forman una base de HomkpV , W q. Esta verificación
es un ejercicio sencillo de álgebra lineal que queda a cargo del lector.

155



Para ver que φ es un G -mapa, veamos que φpg ¨ pf b wqq “ g ¨ φpf b wq. Hay varias
representaciones en juego: arriba de cada igualdad se indica la acción de G sobre qué espacio
vectorial se está usando.

Por un lado,

φpg ¨ pf b wqqpvq
V˚bW
“ φppg ¨ f q b pg ¨ wqqpvq

def. de φ
“ pg ¨ f qpvq g ¨ w

V˚
“ f pg´1 ¨ vq g ¨ w
linealidad de g ¨´

“ g ¨ pf pg´1 ¨ vqwq

Por otro lado,

pg ¨ φpf b wqqpvq
Homk pV ,W q

“ g ¨ rpφpf b wqqpg´1 ¨ vqs
def. de φ
“ g ¨ pf pg´1 ¨ vqwq

Teorema 3.16 (Ortonormalidad de caracteres). Sean V , W representaciones complejas irre-
ducibles de un grupo G . Entonces

xχV ,χW y “

#

0 si V fi W

1 si V » W

Demostración. Por los ejercicios 58 y 60, tenemos que HompV , W q es una representación
compleja de G tal que pHompV , W qqG “ HomG pV , W q.

Por lo tanto en este caso el operador de Reynolds es

ε : HompV , W q Ñ HomG pV , W q, ε “
1

|G |
ÿ

gPG

ρg

Como ε es una proyección sobre HomG pV , W q, se tiene:

trpεq “ dim Im ε “ dim HomG pV , W q “

#

0 si V fi W

1 si V » W
(3.3)

donde en la última igualdad aplicamos el lema de Schur a las representaciones irreducibles
complejas V y W .

Por otro lado:

trpεq “ tr
˜

1

|G |
ÿ

gPG

ρg

¸

tr es lineal
“

1

|G |
ÿ

gPG

χHompV ,W qpgq (3.4)

Aplicando el lema 3.15 y la propiedad 3.13, se tiene:

χHompV ,W q “ χV˚bW “ χV˚χW “ χVχW

Usando esta igualdad en la ecuación (3.4) e igualando a (3.3), junto con la definición del
producto interno se obtiene:
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xχW ,χV y “
1

|G |
ÿ

gPG

χV pgqχW pgq “

#

0 si V fi W

1 si V » W

En conclusión, como xχV ,χW y “ xχW ,χV y se deduce:

xχV ,χW y “

#

0 si V fi W

1 si V » W

Corolario 3.17. Si dos representaciones complejas irreducibles tienen el mismo carácter
entonces son isomorfas.

Demostración. Supongamos que V , W son dos tales representaciones pero que no son iso-
morfas. Entonces la ortonormalidad de caracteres nos dice que xχV ,χW y “ 0. Por lo tanto
necesariamente χV ,χW han de ser diferentes, pues si fueran iguales, el producto interno
tomaría la forma xχV ,χW y “

1
|G |

ř

ai ai “
1
|G |

ř

|ai |2 ą 0, donde ai “ χV pgiq.

Corolario 3.18. Sea pV , ρq una representación compleja de un grupo G , y sea
V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn una descomposición de V en subrepresentaciones irreducibles. Enton-
ces para cada carácter irreducible χ de G , el número de subespacios Vi de carácter χ es
xχV ,χy.

Demostración. Si a es el número de Vi de carácter χ, entonces la ortonormalidad de caracteres
implica que

xχV ,χy “ xχV1‘¨¨¨‘Vn ,χy “ xa1χV1 ` ¨ ¨ ¨ ` anχVn ,χy “
n
ÿ

j“1

ajxχVj
,χy “ a

En otras palabras, la cantidad de veces que aparece χ en una descomposición en irreducibles
de V es xχV ,χy. Esto nos dice que V es la suma directa de tantas representaciones irreducibles
de carácter χ como el valor de xχV ,χy. De aquí deducimos

Corolario 3.19. Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y sólo si deter-
minan el mismo carácter.

Demostración. Sean V , W representaciones de G de igual carácter. Por la completa reducibili-
dad podemos considerar descomposiciones en subrepresentaciones irreducibles,
V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn, W “ W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Wk . Sea a la cantidad de veces que aparece un
carácter irreducible χ de G en esta descomposición de V . Entonces como χV “ χW , se tiene
a “ xχV ,χy “ xχW ,χy, i.e. χ también aparece en la descomposición de W a veces.

Esto vale para todo carácter irreducible χ de G , por lo tanto con el corolario 3.17 concluimos
que en las descomposiciones de V y de W aparecen los mismos sumandos a menos de
reordenación, luego V » W .

Corolario 3.20. Todo carácter χ de un grupo finito G se descompone de forma única como
combinación lineal de caracteres irreducibles χ “ n1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχk para ciertos ni P N.
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Demostración. Sea V una representación de G de carácter χ. Por completa reducibilidad
podemos descomponer V en irreducibles, V “ V1‘ ¨ ¨ ¨ ‘Vn. De esta manera, ni “ xχV ,χVi

y

nos da la combinación lineal deseada, y cualquier otra descomposición en irreducibles nos da
la misma combinación lineal, pues los caracteres que aparecen son los mismos.
Corolario 3.21. Si un carácter de un grupo finito se descompone en irreducibles como

χ “ n1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχk , entonces se cumple xχ,χy “
k
ř

i“1

n2
i . En particular χ es irreducible si y

sólo si xχV ,χV y “ 1.

Demostración. Descomponemos V en irreducibles, V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn. Se tiene χV “

n1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχk para ciertos ni P N. De esta manera,

xχV ,χV y “ xn1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχk , n1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχky “

k
ÿ

i“1

n2
i

Por la descomposición de V , deducimos que:

V es irreducible ðñ existe i tal que ni “ 1 y nj “ 0 para todo j “ i

ðñ

k
ÿ

i“1

n2
i “ 1

ðñ xχV ,χV y “ 1

Ahora vemos que el número de caracteres irreducibles de un grupo finito es finito.
Teorema 3.22. Un grupo finito G tiene un número finito de caracteres irreducibles complejos
χ1, . . . ,χk cuyos grados ni verifican la relación:

|G | “
k
ÿ

i“1

n2
i

Demostración. Para demostrar esto consideramos la representación regular de G (recordar el
ejemplo 3.1.8). Si χreg es el carácter asociado a esta representación, se tiene:

χregpgq “

#

|G | si g “ 1

0 si no

En efecto, χregp1q “ dimCCrG s “ |G |; y la traza de la matriz asociada a multiplicar por
un elemento no trivial es cero, pues la matriz tiene ceros en la diagonal (i.e. si g “ e, gh “ h).

Ahora bien, si χ es un carácter irreducible de G asociado a una representación V , se tiene:

xχreg,χy “
1

|G |
ÿ

gPG

χregpgqχpg
´1
q “

1

|G |
χregp1qχp1q “ χp1q “ dimCV

Es decir, todo carácter irreducible aparece en la representación regular tantas veces como su
grado.

Tenemos entonces que si χreg “ n1χ1 ` ¨ ¨ ¨ ` nkχk es la descomposición de χreg en
caracteres irreducibles, los caracteres χi resultan ser todos los caracteres irreducibles de G , y
ni es el grado de χi . Por lo tanto:

|G | “ χregp1q “ n1χ1p1q ` ¨ ¨ ¨ ` nkχkp1q “ n2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` n2

k
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Observación 3.3.3. Cabe destacar que en la demostración anterior probamos que todo carácter
irreducible aparece en la representación regular tantas veces como su grado.

Vamos a refinar ahora el teorema anterior diciendo exactamente cuántos caracteres irredu-
cibles tiene un grupo finito.

Definición. Sea G un grupo finito. Una función de clases, o función central, es una función
f : G Ñ C tal que f pg´1hgq “ f phq para todo h, g P G . Notaremos CpG ,Cq al conjunto de
funciones centrales de G .

Ejemplo 3.3.4. Los caracteres son funciones centrales.

Proposición 3.23. Sea G un grupo finito. Entonces CpG ,Cq Ă CG es un C-subespacio
vectorial, y su dimensión es el número de clases de conjugación de G .

Demostración. Claramente, la suma y el producto por un escalar de funciones centrales es
una función central.

Si C1, . . . , Cn son las clases de conjugación de G y c1, . . . , cn son representantes, entonces

fi : G Ñ C, fipgq “

#

1 si g P Ci

0 si no

son una base de CpG ,Cq.
Son linealmente independientes: si

řn
i“1 λi fi “ 0, entonces

řn
i“1 λi fipcjq “ 0 ñ cj “ 0

para todo j “ 1, . . . , n.
Generan CpG ,Cq: si f P CpG ,Cq, entonces definiendo λi :“ f pciq, se tiene f “

n
ř

i“1

λi fi .

Observación 3.3.5. La proposición anterior nos da que hay a lo sumo tanto caracteres irredu-
cibles de un grupo finito como clases de conjugación de G . En efecto, si F “ tχ P CpG ,Cq :
χ es carácter irreducible de Gu, por ortogonalidad de caracteres se tiene que F es linealmente
independiente. Entonces |F | ď dim CpG ,Cq “ número de clases de conjugación de G .

Nos dirigimos ahora a probar que en realidad esta cota siempre se alcanza, i.e. siempre
hay tantos caracteres irreducibles de G como clases de conjugación.
Observación 3.3.6. La transformación lineal CG Ñ CrG s, φ ÞÑ

ř

gPG

φpgqg es un isomorfis-

mo de C-espacios vectoriales. El lema 3.3 nos dice que bajo este isomorfismo, CpG ,Cq se
corresponde con el centro de CrG s. Por lo tanto si φ P CpG ,Cq, podemos identificar φ con

x “
ÿ

gPG

φpgqg P Z pCrG sq.

Lema 3.24. Sea pV , ρq una representación compleja irreducible de grado n de un grupo G .
Pensemos V como CrG s-módulo a izquierda. Sea φ P CpG ,Cq una función central, que por
la observación anterior podemos identificar con

x “
ÿ

gPG

φpgqg P Z pCrG sq.

Entonces, para todo v P V , se cumple:

xv “
|G |
n
xφ,χV yv
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Demostración. La función f : V Ñ V , v ÞÑ xv es un morfismo de CrG s-módulos. En
efecto, el producto por escalar se conserva pues x P Z pCrG sq: si y P CrG s, v P V , se tiene
f pyvq “ xyv “ yxv “ yf pvq.

El lema de Schur nos dice entonces que existe α P C tal que f pvq “ αv para todo v P V .
Sólo tenemos que ver que α “ |G |

n
xφ,χV y. Para ello usamos la linealidad de la traza:

nα “ Trpf q “ Tr
˜

ÿ

gPG

φpgqρg

¸

“
ÿ

gPG

φpgqTrpρg q “
ÿ

gPG

φpgqχV pgq “ |G |xφ,χV y

Teorema 3.25. Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una base ortonormal
de CpG ,Cq.

Demostración. Sean χ1, . . . ,χk los caracteres irreducibles diferentes de G . Como los carac-
teres son ortogonales, entonces son linealmente independientes. Sólo resta ver que generan
CpG ,Cq. Basta ver que los caracteres conjugados χ1, . . . ,χk generan CpG ,Cq, observando que
xχi ,χjy “ xχj ,χiy implica que los caracteres conjugados son ortogonales luego linealmente
independientes.

Sea ψ P CpG ,Cq, y sea

φ :“ ψ´
k
ÿ

i“1

xψ,χiyχi P CpG ,Cq

Basta probar que φ “ 0.
φ es tal que xφ,χjy “ 0 para todo j : en efecto, por ortonormalidad de los caracteres

conjugados:

xφ,χjy “

A

ψ´
k
ÿ

i“1

xψ,χiyχi , χj

E

“ xψ,χjy ´

k
ÿ

i“1

xψ,χiyxχi ,χjy “ xψ,χjy ´ xψ,χjy “ 0

Sea x P Z pCrG sq el elemento correspondiente a φ a través del isomorfismo CG Ñ CpG ,Cq,
i.e. x “

ř

gPG

φpgqg P Z pCrG sq (observación 3.3.6).

Sea pV , ρq una representación de G . Si es irreducible, el lema 3.24 nos dice que

xv “
|G |
n
xφ,χV yv “ 0

pues recién probamos que xφ,χy “ 0 para cualquier carácter irreducible χ de G .
Si no es irreducible, llegamos a la misma conclusión descomponiéndolo en suma directa de

subrepresentaciones irreducibles: si V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn para ciertos Vi irreducibles, entonces
χV “ χV1 ` ¨ ¨ ¨ ` χVn “ 0 pues χVi

“ 0 por ser caracteres irreducibles de G .
Apliquemos esto a la representación regular de G , i.e. a V “ CrG s con la acción regular.

Entonces para v “ 1, obtenemos:

0 “ x1 “
ÿ

gPG

φpgqg

de donde necesariamente φ “ 0.

160



La proposición 3.23 junto con el teorema nos dan el número exacto de caracteres irreducibles
de un grupo finito:

Corolario 3.26. El número de caracteres irreducibles de un grupo finito G es igual al número
de clases de conjugación de G .
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3.4. Ejemplos y aplicaciones

3.4.1. Representaciones de grado 1
En la sección de teoría de cuerpos definimos un carácter de un grupo G como un morfismo

de grupos G Ñ K˚ donde K es un cuerpo. La siguiente proposición nos dice que es lo mismo
dar uno de esos caracteres que dar una representación de grado 1 del grupo.

Proposición 3.27. Sea G grupo y K cuerpo. “Es lo mismo” dar un morfismo de grupos
ϕ : G Ñ K˚ que dar una representación de grado 1 de G sobre K .

Demostración. (ñ) Sea ϕ : G Ñ K˚ un morfismo de grupos. Entonces ρ : G Ñ K˚ » GLpK q
es un morfismo de grupos: es una representación de grado 1 de G sobre el K -espacio vectorial K .

(ð) Sea pV , ρq una representación de G sobre K de grado 1. Sea v0 P V zt0u. Dado
g P G , existe un único escalar ϕpgq P K tal que ρpgqpv0q “ ϕpgqv0, y como ρpgq P GLpV q
entonces ϕpgq “ 0.

Esto define una función ϕ : G Ñ K˚. Es un morfismo de grupos: si g , h P G ,

ϕpghqv0 “ ρpghqpv0q “ ρpgqpρphqpv0qq “ ρpgqpϕphqv0q

“ ϕphqρpgqpv0q “ ϕphqϕpgqv0 “ ϕpgqϕphqv0

Como v0 no es el vector nulo, entonces ϕpghq “ ϕpgqϕphq.

Teorema 3.28. Un grupo finito G es abeliano si y sólo si todos sus caracteres irreducibles
tienen grado 1. En este caso hay tantos caracteres irreducibles como |G |.

Demostración. Sea h el número de clases de conjugación de G . El grupo G es abeliano si y
sólo si la clase de conjugación de cada elemento es trivial, i.e. si y sólo si |G | “ h.

Si n1, . . . , nh son los grados de los caracteres irreducibles de G (corolario 3.26), entonces
satisfacen (teorema 3.22) n2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` n2
h “ |G |. Por lo tanto |G | “ h ðñ ni “ 1 para todo

i ðñ todos los caracteres irreducibles tienen grado 1.

3.4.2. Tablas de caracteres
Para determinar una representación compleja de un grupo finito G basta determinar

sus caracteres irreducibles, que hay tantos como clases de conjugación de G . Por lo tanto
poniendo los caracteres irreducibles de G en una tabla, estamos determinando todas las
posibles representaciones de G .

Definición. Sea G grupo finito, C1, . . . , Cn las clases de conjugación, g1, . . . , gn sendos re-
presentantes, y χ1, . . . ,χn los caracteres irreducibles de G . La tabla de caracteres de G es la
matriz n ˆ n cuya entrada pi , jq es χipgjq. Por convención tomamos g1 “ 1: la primera fila
corresponde pues a la representación trivial.

Observación 3.4.1. La primera fila siempre consiste de unos; la primera columna corresponde
a los grados de las representaciones.
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Ejemplo 3.4.2. Sea ϕ : Sn Ñ GLnpCq, definida en la base canónica te1, . . . , enu de GLnpCq
como ϕpσqpeiq “ eσpiq. Ésta es la representación estándar de Sn. Se tiene:

ϕp12q “

¨

˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚, ϕp123q “

¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

Ejemplo 3.4.3. Sea ρ : S3 Ñ GL2pCq definida en los generadores p12q,p123q como

ρp12q “

ˆ

´1 ´1
0 1

˙

, ρp123q “

ˆ

´1 ´1
1 0

˙

y sea ψ : S3 Ñ GL1pCq definida como ψσ “ id para todo σ. Entonces:

pρ‘ψqp12q “

¨

˝

´1 ´1 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚, pρ‘ψqp123q “

¨

˝

´1 ´1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚

En el ejemplo 3.4.5 probaremos que ρ es irreducible, y al final habremos probado que la
representación ρ‘ψ es equivalente a la representación estándar.
Ejemplo 3.4.4. Sea la acción Sn ˆ CÑ C, definida como σ ¨ z “ εpσqz : define una represen-
tación no trivial de Sn de grado 1, llamada representación alternada de Sn.
Ejemplo 3.4.5. Determinemos la tabla de caracteres de S3.

Sabemos que S3 tiene 3 clases de conjugación: tidu, tp12qp23qp13qu, tp123qp132qu. Por lo
tanto S3 tiene 3 caracteres irreducibles, cuyos grados d1, d2, d3 satisfacen la relación

d2
1 ` d2

2 ` d2
3 “ 1

La única solución posible a menos de reordenación de esta ecuación es d1 “ 1, d2 “ 1, d3 “

2: hay dos representaciones irreducibles de grado 1 y una representación irreducible de grado
2.

Deben ser entonces la representación alternada y una representación irreducible de grado
2. Consideremos ρ la del ejemplo 3.4.3.

Afirmación: ρ es irreducible.
Demostración: Basta ver que xχρ,χρy “ 1. Como los caracteres son funciones centrales,

para calcular el producto interno basta ver cuánto valen en un conjunto de representantes
de las clases de conjugación. χρpidq “ 2, χρpp12qq “ 0, y χρpp123qq “ ´1. Como hay tres
transposiciones y dos 3-ciclos, se tiene:

xχρ,χρy “
1

6
p22
` 3 ¨ 02

` 2 ¨ p´1q2q “ 1

y ρ es irreducible.

Ya podemos entonces calcular la tabla de caracteres de S3.

S3 1 3 2
id p12q p123q

χid 1 1 1
χalt 1 -1 1
χρ 2 0 -1
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Observar que la representación estándar de S3 está dada por las matrices:

ϕp12q “

¨

˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚, ϕp123q “

¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

y por lo tanto su carácter toma los valores:

id p12q p123q
χest 3 1 0

Comparando con la tabla de caracteres de S3 observamos que χest “ χρ ` χid, y por lo
tanto si ψ es la representación trivial, la representación estándar es equivalente a ρ‘ψ.

Ejercicios

Ej. 62 — Generalizar la representación 3.4.3 para conseguir una representación irreducible
de grado n ´ 1 de Sn.
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Subgrupo, 6
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conmutador, 67
de Sylow, 71
derivado, 67
generado, 6
normal, 19
normal generado por un subconjunto,

39
subnormal, 60
transitivo, 43

Subrepresentación, 144
Sucesión exacta, 7, 31

se escinde, 36

Tabla de caracteres, 162
Tabla de multiplicación, 5
Teorema
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de Burnside, 65
de Cauchy, 47
de Cayley, 52
de Euler, 18
de extensión, 83
de Feit-Thompson, 65
de Fermat, 18
de Gelfond-Schneider, 130
de independencia de caracteres, 102
de isomorfismo, 22
de Jordan-Hölder, 62
de Kronecker-Weber, 127
de Lüroth, 130
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de Lagrange, 18

169



de Maschke, 148
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de Schur-Zassenhaus, 30, 36
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de Von Dyck, 40
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fundamental de la teoría de Galois, 108
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