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2 de julio de 2013:

e Agréguese el siguiente item trivial a la observacién 1.3.2:
Si T es un isomorfismo natural, entonces HT y TF son isomorfismos naturales.

e En la seccién 1.3.2, modifiquese la definicién 1.3.7 para decir que en ese caso, se dice
que F y G son functores pseudo-inversos. Obsérvese que G también es una equivalencia de
categorias. Agréguese luego la siguiente

Observacion 1. Una pseudo-inversa de una equivalencia de categorias F : C — D es Unica a
menos de isomorfismo natural. En efecto, si G, G’ : D — C satisfacen GF = id¢ = G'F y
FG = idp = FG’', entonces

G =ideG=(G'F)G=G'(FG) = G'idp =2 G’
e Agréguese la siguiente proposicién antes de la observacién 1.3.4:
Proposicion 2. Sea F : C — D un functor. Entonces F induce una transformacién natural

Home(—,—)
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\_/r

Homp(F—,F—)

donde si A, B € C, entonces Fp g : Hom¢(A, B) — Homp(FA, FB) es Fag(f) = Ff.
La transformacion natural F_ _ es un isomorfismo natural si y sélo si F es fiel y pleno.

Demostracion. Debemos verificar la conmutatividad del siguiente diagrama, para flechas f,
cualesquiera:

Fp
B A Home (A, A) —2%—— Homp(FA, FA')

fl fi [f*,f*’]l l[(Ff)*,(Ff/)*]

A B Hom¢(B, B') ———— Homp(FB, FB')

Fg g
Sea h € Hom¢(A, A’). Recorriendo el diagrama en sentido horario, obtenemos

[(FF)" (FF)J(Fan(f)) = Ff o Fho Ff
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Recorriendo el diagrama en sentido antihorario, obtenemos

Fea/([f* f]](h)=F(f'ohof)=Ff oFhoFf
Esto prueba la naturalidad de F_ _.

La dltima afirmacién se deduce de que los isomorfismos de Set son las biyecciones, y de
que por definicién F es fiel y pleno cuando Fa g es una biyeccién para todo A, B € C. n

e Modifiquese la proposicién 2.3.9 de la siguiente manera.t

Proposicion 3. Sea F : C — D una equivalencia de categorias, y sea G : D — C un functor
pseudo-inverso de F. Sean : idc = GF un isomorfismo natural. Entonces (F, G,n) es una
adjuncion.

Dualmente, si € : FG = idp es un isomorfismo natural, entonces (F,G,€) es una
adjuncion.

Demostracion. Se tiene que
HOmD(F—, —) = HomC(GF—, G—) = Homc(_, G_)

donde el primer isomorfismo natural es el inducido por G como en la proposicién 2, y el
segundo isomorfismo natural es inducido por 1. Mas explicitamente, el segundo isomorfismo
GF

. . . /\ . . .
natural es el siguiente: si C°*  {|n C°P, consideramos el isomorfismo natural
\_/(

idop
Hom¢(GF—,—)
/\
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donde v = Hom¢(—, G—)(n X idi4,) (composicién de una transformacién natural con un
functor). Es decir, vc p(h) =ng(h) = f one.

Esto prueba que (F, G) es un par adjunto. Veamos que 1 es la unidad de esta adjuncién,
verificando su propiedad universal. Si C € C, D € D, f : C — GD, entonces existe una (nica
g : FC — D tal que Gg hace conmutar el siguiente diagrama:

C——GD D
ncl Gg g
GFC FC

En efecto: observar primero que como 1 ¢ es un isomorfismo, entonces podemos considerar
fongl : GFC — GD. Como G es una equivalencia de categorias, en particular es un functor
fiel y pleno, luego existe una unica g : FC — D tal que fongl = Gg. Esta g es la Gnica que
satisface lo deseado. O

1Esta demostracién, ademas de ser mas elegante, prueba algo mas que la proposicién 2.3.9. No solo prueba
que toda equivalencia de categorias es un functor adjunto, sino que ademas, su pseudo-inversa es su adjunto
y un isomorfismo natural ide = GF o FG = idp provee una unidad o una counidad.



Corolario 4. Si F es una equivalencia de categorias, entonces es un adjunto a izquierda y a
derecha.

Demostracion. Que F es un adjunto a izquierda se deduce directamente de la proposicion
anterior, y que F es un adjunto a derecha se deduce de que el rol de dos functores pseudo-
inversos es simétrico. 0

Observacion 5. No es cierto que si F : C — D es una equivalencia de categorias, con
G : D — C un functor pseudo-inverso de F yn :idec = GF y € : FG = idp isomorfismos
naturales, entonces (F, G, 7, €) es una adjuncién: estas 11 y € no tienen por qué satisfacer las
identidades triangulares que nos dan una compatibilidad entre ellas.

En el caso en el que si se cumple que (F, G, 1, €) es una adjuncién, se dice que (F, G, 1, €)
es una equivalencia adjunta.

Se puede demostrar (no lo haremos aqui) que si (F, G,n) es una terna como en la
proposicidn 3, entonces existe un tnico isomorfismo natural € : FG = idp tal que (F, G, n, €)
es una equivalencia adjunta (dualmente con (F, G, €)).

20 de abril de 2016:

e Corrijase el ejemplo 2.5.10.3: la categoria Top, no es monoidal. La asociatividad puede
fallar para espacios cualesquiera (May-Sigurdsson, seccién 1.5). Si es cierto que CGHaus, es
monoidal.



