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Capitulo 1

Teoria de grupos

1.1. Definiciones basicas

Damos ahora las definiciones y propiedades basicas de los grupos. Los detalles (sencillas
manipulaciones algebraicas) quedan a cargo del lector.

Definicién. Sea G un conjunto, = : G x G — G una funcién. Consideremos las siguientes
propiedades de x:

1. ax(bxc)=(axb)xc Va,b,ce G (asociatividad)

2. Jee G:are=a=-exa VYae G (existencia de neutro)
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3.Vge Ggte G: g+g ! = e= g !+ g (existencia de inverso)

4. Ya,be G axb = b=a (conmutatividad)

Si (G, =) satisface 1, es un semigrupo.

Si (G, =) satisface 1y 2, es un monoide.

Si (G, =) satisface 1, 2 'y 3 es un grupo. Si ademas satisface 4, se dice abeliano o conmu-
tativo.

El orden del grupo (G, ), notado |G|, es el cardinal del conjunto G.! El grupo es finito si
lo es su orden, en caso contrario es infinito.

Si|G|=ny G ={a;,...,a,}, su tabla de multiplicacién es la matriz nx n con coeficientes
en G que en la entrada (/, ) consiste del producto a;a;.

Notacion. Cuando un grupo es abeliano, a menudo adoptaremos la notacién aditiva, escri-

biendo a + b en vez de ab, 0 en vez de e, y —a en vez de a .

Observacion 1.1.1. = Escribiremos ab en vez de a = b, y diremos que “G es un grupo”
sobreentendiendo la operacién y el neutro (andlogamente con semigrupo y monoide).

= |a asociatividad nos permite escribir abc. Por induccién, se prueba que todas las maneras
de asociar n factores dan el mismo resultado, permitiéndonos escribir en general a; ... a,
(ver [J] pp. 39-40 para mas detalles).

1También usaremos esta notacién para notar el cardinal de un conjunto cualquiera.



El neutro, si existe, es tnico.

Para poder escribir g~ hay primero que verificar que el inverso, si existe, es (inico.

Si a es invertible, (a71)7! = a.

Si ay b son invertibles, cumplen (ab)™! = b~1a™L.

= Si a es invertible entonces ab = ac = b = c. En particular, si a°

Analogamente, si a es invertible entonces ba = ca = b = c.

= a, entonces a = e.

n veces
n veces

: —_— T E—
Definicién. Sea G un grupo. Si n € Z*, definimos a” :==3...a,ya":=a *...a . Si
n=20, a" = e.
El orden de un elemento a € G es |a| = inf{n € Z* : 3" = e}. Si no existe un tal n,

decimos que |a| = 0.

Notacion. En notacién aditiva, a” se vuelve na, y a~" = —na.

"am = a"tMy (a")™ = a", Y¥n,me Z.

Observacion 1.1.2. =3
= Si a,be G conmutan (i.e. ab = ba), entonces (ab)"” = a"b".

Definicion. Sea G un grupo. Un subconjunto H < G es un subgrupo, y lo notamos H < G,
Si:

mecH
m a,be H=abe H
macH=alecH
Un subgrupo H < G es propio si {e} < H< G.
Observacion 1.1.3. Sea G grupo, H < G. Son equivalentes:
s H < G,
» H+ @ yabeH=ableH,
m ec Hy H con la operacién de G restringida a H es un grupo,

Observacion 1.1.4. La interseccién de una familia no vacia de subgrupos de un grupo es un
subgrupo. Esto nos permite hacer la siguiente

Definicién. Sea G grupo, S < G subconjunto. El subgrupo generado por S es la interseccién
de los subgrupos de G que contienen a S, i.e.

Sy= (] H

ScH<G

Si G = (S), decimos que S es un generador de G. Si existe S < G finito tal que G = (S),
entonces decimos que G es finitamente generado. En este caso, si S = {ay, ..., a,} notamos

(ay,...,any ={a1,...,an}).



Observacion 1.1.5. = (5) es el menor subgrupo de G que contiene a S.
n (S)={s"...s:5,€5 n€Z, keN}

Definicion. Sean G;, G, grupos. Una funcién @ : G; — G, es un homomorfismo de grupos
(cuando quede claro abreviaremos simplemente por morfismo) si cumple:

@(ab) = p(a)e(b), Va, be G

El nicleo de @ es ker @ = {a€ G; : ¢(a) = e}.
La imagen de @ esIm @ :={be G,:Jae G: @(a) = b}.
Notaremos por Hom( Gy, G,) == {¢@ : Gi — G, : @ es morfismo de grupos}

Observacion 1.1.6. Sea ¢ : G; — G, morfismo de grupos.

m @ es inyectiva <= ker @ = {e},

@ es sobreyectiva <= Im @ = Gy,
= ¢(e) =e,
» p(al) = @(a)7}, Vae Gy; en general @(a") = ¢(a)", Vne Z,

= La imagen de un subgrupo es un subgrupo, i.e. H; < Gy = @(H;) < Gy. En particular,
@(G) =Im @ < Gy.

= La preimagen de un subgrupo es un subgrupo, i.e. H, < G, = @ 1(H,) < G;. En
particular, @~ 1({e}) = ker ¢ < Gi.

1

= Si @ es biyectiva, entonces su inversa @' : G, — G; también es un morfismo de

grupos.
= La composiciéon de morfismos es un morfismo.
= Eslo mismo dar un subgrupo de G que dar una sucesién exacta? de grupos e —— H —— G .
Definicion. Sea ¢ : G; — G, morfismo.

= Si @ es inyectiva, decimos que es un monomorfismo.

Si @ es sobreyectiva, decimos que es un epimorfismo.

Si @ es biyectiva, decimos que es un isomorfismo. Si existe un isomorfismo entre dos
grupos, diremos que son isomorfos.

Sig:G— G,ie. si G = G, = G decimos que @ es un endomorfismo de G.

= Un endomorfismo de G que es un isomorfismo se dice un automorfismo de G.

2Remitimos al lector olvidado de sucesiones exactas a 1.7 para un breve repaso.



Observacion 1.1.7. Una imagen homomérfica de un grupo G es una impresién mas o menos
borrosa de algunas propiedades del grupo G. Si el nicleo es trivial entonces la impresion es
perfecta. En el otro extremo, si el niicleo es todo G entonces lo Ginico que aprendemos de
G a través de su imagen es que tiene un elemento identidad. Por lo tanto estudiar imagenes
homomoérficas de un grupo es una manera de estudiar al grupo, maxime si estudiamos varias
a la vez. Por ejemplo, si sabemos que Z,, Z3, ... (ver ejemplo 5 de 1.1.8) son todos imagenes
homomoérficas de G entonces G debe ser infinito.

Pasamos ahora a dar algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.8. 1. El grupo trivial es el grupo que sélo consiste del neutro. Usamos el
articulo definido “el” porque son obviamente todos isomorfos. En general lo notaremos
{e}. Cualquier grupo admite un tnico morfismo hacia el grupo trivial y desde el grupo
trivial: llamaremos a ambos morfismo trivial y también los notaremos e.

2. Si G es un grupo, {e} y G son subgrupos. Llamamos al primero el subgrupo trivial.

3. El centro de un grupo G, notado Z(G), consiste de los elementos de G que conmutan

con todo G:
Z(G)={xe G:xg=gxVge G}

Es un subgrupo conmutativo de G. Un grupo G es abeliano si y sélo si G = Z(G).
4. (C, +) es un grupo abeliano, y (R, +), (Q, +), (Z, +) son subgrupos.
5. Los subgrupos de Z son de la forma mZ, m € N.

6. (N, +) es un monoide que no es un grupo, y (2N, +) es un semigrupo que no es un
monoide.

7. Notamos Z,, = % a los enteros médulo n: son un grupo abeliano con la suma.

El grupo Z,, puede verse como el grupo de rotaciones de un n-adgono regular. Analizaremos
esto en la observacion 1.2.3.

8. El grupo abeliano Z; x Z, se llama 4-grupo de Klein, o Vierergruppe, y se suele notar V.
Es importante observar que Z; x Z; no es isomorfo a Z,: el primero tiene tres elementos
de orden 2 mientras que el segundo tiene un elemento de orden 4. Es un ejercicio sencillo
probar que todo grupo de orden 4 es isomorfo a Z; o a V (sélo hay dos tablas de
multiplcacion posibles).

El 4-grupo de Klein se corresponde con el grupo de reflexiones respecto de tres ejes
cartesianos en el espacio.

9. Si R es un anillo (en particular si R = k es un cuerpo), entonces (R, +) es un grupo
abeliano, y (R, -) es un monoide.

10. Si k es un cuerpo, (k\{0}, -) es un grupo abeliano, que se llama grupo multiplicativo de
k y denotaremos k*. El grupo abeliano (k, +) se llama grupo aditivo de k.

11. Mas en general, si R es un anillo, notamos por R* al conjunto de elementos invertibles
de R (unidades del anillo), forman un grupo con el producto.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Si R es un anilloy M un R-médulo (en particular, si R = k es un cuerpoy M = V un
k-espacio vectorial) entonces (M, +) es un grupo abeliano.

Si G es un grupo, sea End(G) = {¢ : G — G : @ es endomorfismo} < Aut(G) =
{@ : G — G : @ es automorfismo}. Se tiene que, con la composicién como operacion,
End(G) es un monoide, y Aut(G) es un grupo (generalmente no abeliano).

Si k es un cuerpo, el conjunto M, (k) de matrices nx n es un monoide con la multiplicacién.
El submonoide GL,(k) de matrices n x n invertibles es un grupo, llamado grupo general
lineal. El determinante, det : GL,(k) — k* toma valores en el grupo multiplicativo
del cuerpo, y es un morfismo. Su niicleo SL,(k) es el grupo de matrices n x n con
determinante 1, llamado grupo especial lineal.

Es sabido que Z(GL,(k)) = {Al, : A € k*}, i.e. las matrices escalares no nulas.

Sea X un conjunto. Definimos el grupo simétrico de X como el conjunto de biyecciones
de X:
Sym(X) := {f : X — X : f es una biyeccién}

Los elementos de Sym(X) se llaman permutaciones. Cuando X = {1,...,n}, n = 2 el
grupo simétrico en n letras Sym({1, ..., n}) se nota S,: tiene orden n!. Estudiaremos
en profundidad este grupo en la seccién 1.10.

Sea n > 3. El grupo diedral D, es el grupo de reflexiones y rotaciones de los vértices
de un n-agono regular. Consiste de n rotaciones y n simetrias, y por lo tanto |D,| = 2n
(ver Figura 1.1).

Sea R una rotacién de angulo 27” y S una simetria. Satisfacen las siguientes relaciones:
R" = e, S2 =, RSRS = ¢
Las tres relaciones juntas implican SR = R"1S. Por lo tanto

D,={eR,...,R"™ S RS, ....R"S}

Dijimos que Z, podia verse como el grupo de rotaciones de un n-agono regular. Ahora
estamos afiadiendo una nueva operacién, la de reflexién respecto de un eje (orientado)
formado por dos vértices, para cada vértice. Estas reflexiones tienen orden 2. Esto
nos lleva a pensar que D, estad formado de alguna manera de Z, y de Z,. Podremos
especificar de qué manera cuando estudiemos el producto semidirecto: ver ejercicio 26.

Sean a=(%%),b=(21%). El grupo de los cuaterniones Q es el subgrupo de GL,(C)
generado por ay b. Estos elemetos satisfacen las siguientes relaciones:

at=e a’ = b, bab™! = 3°
La dltima relacién implica ba = a3b. Por lo tanto
Q = {id, a, a°, a°, b, ab, a°b, a°b}

Recordemos que el anillo de los cuaterniones H es R* con la suma punto a punto y el
producto definido de la siguiente manera: sea {1, /,, k} una base de R*. Entonces todo

9
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Figura 1.1: Las dieciséis simetrias de Dg

elemento h de H se escribe como h = al + bi + ¢j + dk. El elemento 1 sera la identidad
de H, entonces h = a + bi + ¢j + dk. Definimos el producto de dos cuaterniones en la
base y extendemos por asociatividad. La ecuacién

determina todos los posibles productos de i/, j, k. Queda como ejercicio probar que el
grupo de los cuaterniones es isomorfo a {£1, +/, +j, £k} < H con el producto.

1.1.1. Teorema fundamental de los grupos abelianos

Recordemos que dar un grupo abeliano “es lo mismo” que dar un Z-mddulo, y podemos
definir por ejemplo un grupo abeliano libre como un Z-médulo libre, i.e. que tiene una base
(no hay que confundir esta nocién con la de grupo libre que estudiaremos mas tarde).

Como Z es un dominio de ideales principales, se aplica el teorema de estructura para
modulos finitamente generados:

Teorema 1.1. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Existe un tnico r € N tal que:

m existen (nicos ny, ..., n, llamados factores invariantes de G tales que

G>Z" XLp X+ XLp,

conng =2yny |- | ng.
= existe un unico s € N tal que existen tnicos primos p1,...,ps y naturales ey, ..., es
tales que
G~7" XZP161 X XZPSEs
Los p’,i =1,...,s son los divisores elementales de G.
Ejercicios
Ej. 1 — Un semigrupo G es un grupo si y sélo si :

1. Existe un e € G tal que ea = a para todo a € G (neutro por izquierda)

1

11. Para todo a € G existe a ! € G tal que a—'a = e (inversa por izquierda)
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Ej. 2 — Si todos los elementos de un grupo son involuciones (i.e. a°> = e para todo a)

entonces el grupo es abeliano.
Ej. 3 — Un grupo no puede ser unién de dos subgrupos propios.
Ej. 4 — Un grupo con sélo un nimero finito de subgrupos debe ser finito.

Ej. 5 — Si H,K < G entonces HK = {hk : h € H, k € K} es un subgrupo si y sélo si
HK = KH.

1

Ej. 6 — ;Cuando es x — x~* un automorfismo de G?

Ej. 7 — Los axiomas de grupo son independientes. Esto es, existe un conjunto con una
operacién que satisface una propiedad y no las otras dos, para cualquiera de las tres propiedades
de grupo.

11



1.2. Grupos ciclicos y orden

Definicion. Sea G grupo, a € G. El subgrupo ciclico generado por a es (a) = {a" : n € Z}.
Un grupo G es ciclico si existe a € G tal que G = {a).

Observacion 1.2.1. Un grupo ciclico siempre es abeliano.
Proposicion 1.2. » La imagen de un grupo ciclico es ciclica.

= Un subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Mas adn: si H < {a), entonces H = (a"™)
donde m = min{n € Z* : a" € H}

Demostracién. = ¢((a)) = (@(a)) pues ¢(a)" = @(a"), ¥n € Z.

m H ={a™): (D) es obvia. (c): si b =a" € H, entonces n = mqg+r,0 <r < m.
Entonces
a"=(a"9" =3 =3"aM=3a"€H=r=0

por minimalidad de m, luego n = mgq, por lo tanto b = a™¥ = (a™)9 = be (a"). O

La siguiente proposicién nos dice que si un grupo ciclico es infinito, es isomorfo a Z, y si
es finito, es isomorfo a Z,, para un tnico m > 2.

Proposicion 1.3. Sea G un grupo ciclico. Si |G| = o entonces G ~ 7Z; si |G| = m < o,
entonces G ~ Z,,.

Demostracién. Sea a € G tal que G = (a). Tenemos un epimorfismo ¢ : Z — G, k — a*. El
nucleo ker @ es un subgrupo de Z, luego:

ker ¢ = {0} = G ~ Z,

ker @ + {0} = ker g =mZ =G~ L =7,73 O

Proposicion 1.4. Sea G grupo, a€ G. Si |a| = m < oo, entonces:
m 3"=e <= m| k,
» 3f =3 = k=1 (médm),
» (a) ={e,a,...,am 1}, en particular |{a)| = m,
k| m=|a¥| = 2.
Demostracion. La prueba es sencilla y se deja como ejercicio para el lector. O]

Corolario 1.5. Sea ¢ : Gi — G, morfismo de grupos y a € Gy tal que |a| < oo. Entonces
lo(a) <, yle(a)l | |a].

Demostracién. Si |a| = n < oo, entonces

y por lo tanto |@(a)| < oy |@(a)| | n. O

3Hemos usado el primer teorema de isomorfismo para grupos abelianos, que ya lo conocemos del curso de
Algebra |. Lo volveremos a ver en breve para grupos no abelianos.
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Proposicion 1.6. » Si|{a)| = o0 entonces a y a~! son los tinicos generadores de {a).
» Si |[(a)| = m, entonces a* genera (a) < mcd(m, k) = 1.

Demostracion. » (a) ~ 7 a través del isomorfismo a¥ — k. Como 1y —1 son los
(nicos generadores de Z y se corresponden con ay a~!, entonces éstos son los (inicos
generadores de (a).

» |(a)| = m=<{a) ~ Z,,. Ahora,
mcd(m, k) =1 < 3r,seZ:1=mr+ ks < 1= sk(méd m)
= Ty =) <(k) < Zp = Lp="<k)
= (a) = (a") 0

Definicion. La funcién ¢ de Euler se define como ¢ : N — N,
@e(m) ={0 < k <m:mcd(m, k) =1}
Observacion 1.2.2. Por la proposicién anterior, hay @(n) generadores de Z,,.

Definicién. Consideremos el grupo circular T = {z€ C : |z| = 1} < (C*, ).
Dado ne N,
uo(C) ={zeC:2"=1} <T < C*

es el grupo de raices n-ésimas de la unidad.
i 2kt , . ;.
Los generadores de p,(C), i.e. los e™» con mcd(n, k) = 1 son las raices primitivas n-ésimas
de la unidad.

Observacién 1.2.3.

27t ;. . o 7
» 1, (C) ={e™n ). Geométricamente, 1,(C) consiste de los vértices de un n-agono regular
inscrito en el circulo unidad.

s u,(C) ~7Z,, através de e”" — k.* En particular hay @(n) raices n-ésimas primitivas
de la unidad.

Esto nos permite ver Z, como el grupo de rotaciones de un n-adgono regular.

= Una raiz n-ésima de la unidad es primitiva si y sélo si no es una raiz m-ésima de la
unidad para ningin 0 < m < n.

= Podemos considerar méas en general el grupo w,(k) de raices n-ésimas de la unidad de
un cuerpo k cualquiera; son un subgrupo de k*.

Ejemplo 1.2.4. El centro de SL,(k) son las matrices escalares con determinante 1, por
lo tanto, son las matrices escalares con una raiz n-ésima de la unidad en la diagonal:

Z(SLn(k)) = un(k)ln-
El siguiente teorema nos sera de utilidad mas adelante.

“4Atencién: 1,(C) < (C*,-) es multiplicativo mientras que Z, = (Z,, +) es aditivo.
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Teorema 1.7. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es ciclico. En
particular, el grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.

Demostracion. Sea F un cuerpo y G un subgrupo finito de F*. En particular G es abeliano
finito, por lo tanto por el teorema fundamental de los grupos abelianos, G ~ Z,, ®--- ®Zp,,,
donde 1 < my | --- | my. Entonces todos los elementos de G son raices del polinomio
X™ — 1€ F[X] que tiene grado my, por lo tanto tiene a lo sumo my raices = |G| < my.
Por otro lado |G| = my ... my: si fuera k > 1 tendriamos |G| > my, absurdo. Por lo tanto
k=1y G ~Zpy,. O

Observacion 1.2.5. (Z,)* es ciclico de orden p — 1. Es ciclico por el teorema anterior, y es de
orden p — 1 porque al ser Z, un cuerpo, todos sus elementos menos 0 son invertibles.

Ejercicios

Ej. 8 — Sia, be G entonces |a] = |a7}|, |ab| = |ba|, |a|] = |bab~?|.

Ej. 9 — El producto de elementos de orden finito puede tener orden infinito: considerar
Zz X 7.
Ej. 10 — Un grupo ciclico finito tiene un dnico subgrupo de orden n para cada n que divide

al orden del grupo.

Ej. 11 — Sea G un grupo ciclico, a, b € G generadores. Existe un automorfismo ¢ de G tal
que @(a) = b. Reciprocamente, todo automorfismo de G lleva un generador en otro generador.
Deducir que Aut(Z) ~ Z,.

Ej. 12 — EIl producto de elementos de orden finito puede tener orden infinito: considerar
A=(4'1)y B=(¢17)enGL(Q).

Ej. 13 — El producto de elementos de orden 2 puede tener cualquier orden m (Sugerencia:
considerar las matrices del ejercicio anterior en GLy(Zy,)).

Ej. 14 — En un grupo finito no trivial G, si todos los elementos (salvo el neutro) tienen el
mismo orden entonces |G| es primo.

Ej. 15 — En un grupo abeliano el producto de elementos de orden finito tiene orden finito.
Ej. 16 — En (Z,)* el producto de dos elementos que no son cuadrados es un cuadrado.
Ej. 17 — Si dos elementos conmutan y tienen orden coprimo, entonces el producto de los

elementos tiene orden el producto de los 6rdenes. Reciprocamente, si g € G tiene orden n
y n = nyny con med(ny, n;) = 1 entonces existe una (nica descomposiciéon g = g1g» con
lg1| = m, |g| = ny, y tal que g1 y g» conmutan.

Ej. 18 — Si a, b conmutan entonces G tiene un elemento de orden mem(|a, |b|). (Suge-
rencia: probarlo primero para el caso mcd(]al, |b|) = 1, en cuyo caso el elemento buscado es
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el producto ab.) En particular, si G es un grupo abeliano finito entonces el orden de todo
elemento divide al elemento de orden maximal en G.

Ej. 19 — Si G es un grupo abeliano finito con a lo sumo un subgrupo de cada orden,
entonces es ciclico. (El resultado vale para cualquier grupo finito, pero la prueba es mas
complicada).

Ej. 20 — Un grupo infinito es ciclico si y sélo si es isomorfo a todo subgrupo propio.
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1.3. Coclases y normalidad

Definicién. Sea G grupo, H < G. Definimos las relaciones binarias en G de congruencia a
derecha médulo H y congruencia a izquierda médulo H, notadas respectivamente =, y =/,
tales que para todo a, b € G:

a=,b(méd H)siab e H a=;b(méd H)sialbe H

Observacion 1.3.1. Una manera sencilla de acordarse cudl es la derecha y cuél es la izquierda
es recordando que es la indicacion del lado de la congruencia del que queda la identidad, i.e.
a=,b < abl=e a=b < e=albh

Proposicion 1.8. Sea G grupo, H < G, a€ G.

» Las relaciones =, (méd H) y =, (méd H) son de equivalencia.

= La clase de equivalencia de a bajo =, (méd H) es Ha := {ha : h e H} y se llama coclase
derecha de a.

La clase de equivalencia de a bajo =, (méd H) es aH := {ah : h € H} y se llama coclase
izquierda de a.

= |Ha| = |H| = |aH|.
Demostracion. Lo demostramos para =,, para =, es analogo.
» Reflexiva: a=, a pues aa™! = e€ H.
Simétrica: a=, b=ableH= (ab!) ' =baleH= b= a
Transitiva: a=, bb=,c=ab !, bcte H=ab'bcl=acleH=a=, c
» La clase de equivalencia de a es

{xeG:x=,a}={xeG:xa'leH ={xeG:xa ' = hparacierto he H}
= {x € G : x = ha para cierto he H} = Ha

= E|l mapa Ha — H, ha — h es una biyeccion. O

Observacion 1.3.2. Las coclases de H en G no son generalmente subgrupos de G. La coclase
de la identidad, H, siempre es un subgrupo de G. Las otras coclases pueden pensarse como
trasladados del subgrupo.

Notacion. Si el grupo es abeliano, la coclase izquierda de a se suele notar a+ H, y la coclase
derecha H + a.

Ejemplo 1.3.3. = En Z, si consideramos el subgrupo 37Z, tenemos tres coclases izquierdas:
37,1+ 3%, 2+ 3Z.

= Un ejemplo mas geométrico: consideramos G = R? y H = Re; el eje x. La coclase
izquierda médulo H de un punto p € R? es

p+Re ={p+ae ek}

Las coclases son pues las rectas paralelas al eje x. Observar que las Gnicas que son
subgrupos son las que corresponden a puntos p de la forma p = (x,0).
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= La solucién general de una ecuacion lineal Ax = b no homogénea es de la forma: una
solucién particular mas la solucidon general de la ecuacion homogénea Ax = 0. Las
soluciones de la ecuacién Ax = b se pueden ver como coclases, de esta manera:

Sea V = {x e R": Ax = 0}, es un grupo con la suma. Si b # 0, si la ecuacién Ax = b
tiene una solucién xg, entonces el conjunto de soluciones de Ax = b es la coclase xp + V.
En efecto,

Ax=b = Ax=Axg < Ax—x)=0 < x—xecV < xex+V
Corolario 1.9. » Ha=Hb < ab'eH, aH=bH < albeH.
» Dos coclases del mismo lado son disjuntas o iguales.

= |{coclases izquierdas de H en G}| = |{coclases derechas de H en G}|, mediante la bi-

yeccién Ha — a=1H.

Definicién. Sea G grupo, H < G. El indice de H en G es el nimero de coclases izquierdas
diferentes de H en G. Lo notamos |G : H|.

Observacion 1.3.4. = Por el corolario anterior, |G : H| también es igual al nimero de
coclases derechas diferentes de H en G.

= |G {e}| =G].
" [G:Hl=1 <« H=G.
Teorema 1.10 (Transitividad de indices). Sea G grupo. Si K < H < G, entonces
|G : K| =|G: H|H:K]|

Demostracién. Escribamos® G = | |Ha;, H = | | Kb;. Se tiene entonces:
iel Jjed

G=|_|<|_|KbJ> a; = U ija,-

iel \jeJ (ij)elxJ

Basta probar que esta Gltima unién es disjunta, pues entonces
|G K| = |l xJ|=]ll|lJ]=|G: H|H: K|

Probemos que la unién es disjunta:

eH eH
Kbja; = Kbya, = bja; = kb,a, = H'bj a; = Hkb, a; = Ha; = Ha, = i = t
ek
— b; = kb, = Kb; = K 'k b, = Kbj = Kb, = j = r O

Corolario 1.11. (Teorema de Lagrange). Sea G grupo.

SUsaremos el simbolo Li para notar una unién que es disjunta.
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G:H| =1l

» SiH < G, entonces |G| = |G : H||H|. En particular, si G es finito, i

= Si G es finito entonces |a| | |G|, para todo a € G. Equivalentemente, al®' = e para

todo a€ G.

Demostracién. » {e} <H< G=|G:{e}|=|G:H||H:{e}| = |G| =|G: H|H|.

» {e} <{a) < G = |G| =]|G:{a)|[{a)| = |a| | |G|. Esto es equivalente con al®l = e
para todo a € G por la proposicion 1.4.
O]

Observacion 1.3.5. = La primera parte del teorema de Lagrange, i.e. el orden del grupo es
el producto del indice y el orden de un subgrupo, se puede probar directamente con un
sencillo argumento de conteo: el indice |G : H| es la cantidad de coclases de H en G,
que forman una particién de G y son todas de orden |H|, de donde |G| = |G : H||H].

Ademas, nos dice que |H| | |G|, y |G : H| | |G|, resultado que usaremos a menudo.

= Si H < G, entonces |H| | |G|, pero el reciproco es falso. Esto es, si n | |G|, no
necesariamente existe un subgrupo de G de orden n (los grupos que cumplen esto se
dicen Lagrangianos). Daremos un ejemplo méas adelante, en 1.67 (o en 1.71).

= El teorema de Lagrange nos dice que el orden y el indice de un subgrupo son “reciprocos”
en |G|: a mayor orden, menor indice, y viceversa.

Corolario 1.12. Si G tiene orden p entonces es ciclico y cualquier elemento no trivial es un
generador de orden p.

Demostracién. Por Lagrange todo elemento no trivial g tiene orden p. Entonces |[(g)| = p,
luego (g) = G. O

Observacion 1.3.6. No es cierto que si todo elemento no trivial tiene orden p entonces el
grupo es ciclico, tomar por ejemplo Z, x Z, (no tiene elementos de orden p?).

Corolario 1.13. Dos subgrupos de orden primo p diferentes se intersectan trivialmente.

Demostracion. Sean H, K < G, H + K, |H| = |K| = p. Si x e H n K, entonces |x| | p. Si
|x| fuera p, entonces H = K pues x € H, x € K, y cualquier elemento de orden p en un grupo
de orden p genera el grupo. Por lo tanto [x| =1y x = e. ]

Corolario 1.14 (Teorema de Fermat). Si p es primo y a # 0 (mdd p), entonces aP~! =1

(méd p).
Demostracion. Tomemos G = (Z,)*. Si a€ G entonces como |G| = p — 1, por Lagrange se
tiene a1 = Ll en (Z,)*, i.e. 2271 =1 (méd p). O

Corolario 1.15 (Teorema de Euler). Si a es coprimo con m entonces a®™ =1 (méd m).

Demostracién. Tomemos G = (Z,)*. Si a es coprimo con m entonces a € G. Como |G| =
@(m), por Lagrange se tiene a®(™ =1 en (Zy,)*, i.e. a®™ =1 (méd m). O
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Corolario 1.16. Sean H, K subgrupos finitos de un grupo dado. Si mcd(|H|, |K|) = 1,
entonces H n K = {e} y Hom(H, K) = {e}. En particular, si mcd(m,n) = 1 entonces
Hom(Z,, Z,) = {0}.

Demostracién. Si x € H n K, entonces por Lagrange |x| | |H| y |x| | |K| que son coprimos,
luego |x| =1y x =e.

Sea ¢ : H— K, ae H. Entonces |@(a)| | |K| por el teorema de Lagrange. Ademas, por
el corolario 1.5, |@(a)| | |a| | |H| de nuevo por Lagrange, luego |@(a)| | |H|y |o(a)| | |K]:
como mcd(|H|, |K|) = 1 entonces |@(a)| = 1 para todo a € H, luego ¢ es el morfismo
trivial. [l

Proposicion 1.17. Sea G grupo, N < G. Son equivalentes:

I. = (méd N) y =, (méd N) definen la misma relacion de equivalencia en G, llamada
congruencia moédulo N,

11. Toda coclase izquierda de N en G es una coclase derecha de N en G,
1. aN = NaVae G,
v. aNalc N Vae G,
v. aNa™! = N Vae G.
Demostracién. Se deja como sencillo ejercicio para el lector. O]

Definicion. Sea G grupo, N < G. Decimos que N es normal en G, y lo notamos N < G, si
satisface la proposicién anterior. Un grupo es simple si no tiene subgrupos normales propios.

El siguiente resultado nos dice que si tenemos un subgrupo propio “lo mas grande posible”
(de indice 2) entonces debe ser normal. Generalizaremos este resultado en la proposicién 1.55.

Proposicion 1.18. Todo subgrupo de indice 2 es normal.

Demostracion. Sea N < G, |G : N| = 2. Sea g € G\N. Entonces G = N u gN, y ghN es el
complemento de N en G. También es G = N L1 Ng, luego Ng también es el complemento de
N en G, por lo tanto Ng = g/ para todo g € G\N y trivialmente para todo g € N, por lo
tanto N es normal en G. O

Observacion 1.3.7. m Sean N < H < G. Si N< G entonces N <« H, pero puede pasar
N < H< G sin que N < G. Consideremos G = D,, con Ry S como en el ejemplo 16
de 1.1.8. Sea

H={(RS,SR)={e,RS,R*, SR} ~V

H < G pues |G : H| = 2. Sea ahora K = (RS) = {1, RS}. Ahora, K < H, pues
|H : K| = 2. Tenemos K < H< G, pero K 41 G. En efecto, como 52 = e entonces
S =571 luego

ST1oRS0S=S0RSoS1=SR¢K

= La definicién de grupo simple sugiere que no todo subgrupo es normal, y esto lo vimos
efectivamente en el item anterior. En general, hay muchos subgrupos (cualquier elemento
de un grupo genera un subgrupo), pero no asi subgrupos normales.
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= Si G es abeliano, todo subgrupo es normal (trivialmente es aNl = Na para todo a € G).
En particular, los tnicos grupos abelianos simples son el trivial y los grupos ciclicos de
orden primo.

= En un grupo abeliano todo subgrupo es normal, pero el reciproco no vale. Existen
grupos, llamados Hamiltonianos, que no son abelianos pero todo subgrupo es normal.
Un ejemplo es el del grupo de los cuaterniones (ver ejemplo 17 de 1.1.8). Estd generado
por dos elementos de orden 4: ay b. Luego |Q : (a)| = |Q : (b)| =2y por lo tanto (a)
y {b) son normales en Q. Tenemos sélo otro subgrupo no trivial, que es {(a*) = {id, a°},
y es facil verificar a mano que es normal en Q.

Proposicion 1.19. Sea G grupo, N< G, y G/N = {aN : a € G} el conjunto cociente de
la relacién de congruencia médulo N. Entonces la operacién aN - bN = (ab)N dota a G/N
de una estructura de grupo, que llamamos grupo cociente, tal que la aplicacion candnica
n: G — G/N es un epimorfismo de grupos.

Demostracion. Lo tnico que no es trivial de verificar es que la operacién esta bien definida.
Supongamos que alN = a’N y bN = b'N, veamos que (ab)N = (a'b’)N.

(ab)N ={abn:ne N} =N (ab'n:ne N} M2° {an'b 0/ e N} V2N (/b e N}
NS Aab " 0 e N} = (AV)N O

Observacion 1.3.8. Hay tantos elementos del grupo cociente como hay coclases, por lo tanto
|G/N| = |G : N|.

Corolario 1.20. Si ¢ : G; — G, es morfismo de grupos, entonces ker @<1G;. Reciprocamente,
todo subgrupo normal es el nicleo de un homomorfismo.

Demostracion. Ya sabemos que ker @ < Gj. Es normal: sea a € ker ¢, g € G;:

¢(gag ™) = e(g)e(@)elg™") =v(g)e(g) ' =e=gag 'cker ¢

Reciprocamente, si N < G, entonces N = ker 71, siendo 7: G — G/N la aplicacién canénica.
O

Ejemplo 1.3.9. SL,(k) < GL,(k), pues SL,(k) = ker det, donde det: GL,(k) — k* es el
determinante. El primer teorema de isomorfismo (ver teorema 1.23) nos da un isomorfismo
GL,(k)/SLn(k) ~ k*.

Definimos el grupo general lineal proyectivo como PGL,(k) := GL,(k)/Z(GL,(k)), y el
grupo especial lineal proyectivo como PSL, (k) := SL,(k)/Z(SL,(k)).

Observacion 1.3.10. “Es lo mismo” dar:
1. Un subgrupo normal de G,
2. Un grupo cociente de G,
3. Una sucesién exacta corta de grupos con G en medio,

4. Un epimorfismo desde G.
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En efecto, si tenemos N < G, o G/N grupo, tenemos una sucesién exacta

e N——G-—"%G/N e
y si la sucesién
e N—.G-P Q e
es exacta entonces N ~ j(N) = ker p< G,y Q ~ G/ker p ~ G/N.

. . . p
Por otro lado, si tenemos un epimorfismo G —— Q —— e entonces lo podemos com-
pletar a una sucesién exacta corta de grupos

e ——ker p G-" Q e

Observar que todo esto no es lo mismo que dar un monomorfismo desde G, pues si bien los
nucleos son siempre normales, las imagenes no. Es decir, asi como completamos la sucesién

anterior con un ntcleo, podriamos pensar en completar la sucesién exacta e — H —— G

-, . -/ [ P
con el contcleo, i.e. en formar la sucesién exacta corta e H——G G/lImp——>e,
pero G/Im p no tiene por qué ser un grupo.

Proposicion 1.21. Sea G grupo, H,N < G. Si N< G entonces HN := {hne G: he H,ne
N} < G. Si también H< G, entonces HN < G.

Demostracién. Obviamente e € HN. Ademas:

(hn)(W'n') =h(nk )0’ “"Z"N hHn'n'e HN

(hn) = n MR Ny e HN

Por lo tanto HN < G. Si ademas H < G, entonces
=e

gHNg™ ' =gHg 'gNg™' = HN
de donde HN < G. ]

Cerramos la seccién con una discusion sobre cocientes en general. Los detalles quedan a
cargo del lector.

Definicion. Una relacion de equivalencia ~ en un grupo G es una congruencia si es compatible

con el producto, i.e. si
a~ba ~b = ad ~bb

De esta manera, el producto de dos clases de congruencia es de nuevo una clase de con-
gruencia. El conjunto cociente G/. es un grupo bajo multiplicacién de clases. Observemos
que las congruencias en un grupo G estan en biyeccidon con los subgrupos normales de G.
En efecto, si N < G entonces a ~ b <= a'b € N es una congruencia cuyas clases
de congruencia son las coclases de N en G. Reciprocamente, si ~ es una congruencia en
G, entonces el conjunto N de elementos congruentes a la identidad es un subgrupo normal
de G; sus coclases son las clases de congruencia. De esta manera si ~ y N se corresponden
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por la biyeccién, generan mismos grupos cociente, i.e. el grupo G/ y el grupo G/N son iguales.

Lo interesante de esta discusion es que el concepto de congruencia es facilmente generali-
zable a otras estructuras algebraicas (una relacién de equivalencia compatible con la (o las)
operacién (u operaciones)), mientras que la de subgrupo normal no tan facilmente. Por lo tanto
si queremos averiguar por qué tipo de subconjuntos podemos cocientar, tenemos que poder
describir al conjunto de elementos congruentes a la identidad, dada cualquier congruencia en
el objeto. Queda como ejercicio para el lector el descubrir de esta manera que los subconjuntos
por los que podemos cocientar un anillo son los ideales bilaterales.

1.3.1. Teoremas de isomorfismo

Enunciamos ahora los clasicos teoremas de isomorfismo sin demostracién pues se trata
de los mismos argumentos que ya usamos para espacios vectoriales, modulos, anillos, grupos
abelianos...

Proposicion 1.22 (Propiedad universal del cociente). Sea ¢ : G — H morfismo de grupos,
N < G tal que N < ker . Entonces ¢ pasa al cociente de manera tnica, esto es, existe un
tinico morfismo @ : G/N — H tal que el siguiente diagrama conmuta:

G L; H
G/N

Corolario 1.23 (Primer teorema de isomorfismo). Sea ¢ : G — H morfismo de grupos.
Entonces ¢ induce un isomorfismo

G/ker @ ~1Im ¢

Corolario 1.24. Sea ¢ : Gy — G, morfismo de grupos, Ny<1Gy, No<1 G, tales que @ (Ny) < Ns.
Entonces existe un tinico morfismo ¢ tal que el siguiente diagrama conmnuta:

G1L>G2

ml lm

Gl/N]_ """ (ﬁ s GQ/NQ

Corolario 1.25 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea G grupo, N< G, H < G. Entonces
N<HN, HAnN<Hy

HN —  H

‘N HnaN
Corolario 1.26 (Tercer teorema de isomorfismo). Sea G grupo, M < N < G tales que N< G,
M < G. Entonces N/M < G/M y

G/M

6
N/M ~ N
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Teorema 1.27 (de correspondencia). Si N<G, entonces hay una biyeccion entre los subgrupos
de G que contienen a N y los subgrupos del cociente G/N:

subgrupos de G que contienen a N <HH—H/N> subgrupos de G/N
HeH/N

Todo subgrupo de G/N es de la forma H/N donde N < H < G. Ademds
H/N< G/N < H<G

y si H, K son subgrupos de G que contienen a N, entonces H/N < K/N siy sélo si H < K,
y en este caso
|K/N : H/N| = |K : H|

Ejercicios
Ej. 21 — Q 'y D4 no son isomorfos. (Sugerencia: D, tiene 5 elementos de orden 2, mientras

que Q tiene sélo uno.)

Ej. 22 — Sean H,K < G.
1. Existe ¢ : H/H n K — G/K inyectiva, y por lo tanto |H: Hn K| < |G : K|.
2. Si|G:K|<wentonces | H:HnK|=|G:K| <« G=HK.

Ej. 23 — Sean H, K < G de indice finito.
. |G:HNK|<wy|G:HnK|<|G:H|G:K]|.
2. |G:HnK|=|G:H|G:K|siysblosi G=HK.
Ej. 24 — SiH, K < G talesque |G : H| y |G : K] son finitos y coprimos, entonces G = HK.

Ej. 25 — Si H< G estal que Hy G/H son finitamente generados, entonces G es finitamente
generado.

23



1.4. Producto directo

Dados dos grupos, veamos una primera manera de juntarlos para formar otro grupo.

Definicion. Sean G, ..., G, grupos. Definimos el producto directo externo de Gy, ..., Gy
como el conjunto G; x - -+ x Gy con la operacion

(g1,---. 80 (&L - &) = (&181. - - - Bk

Observacion 1.4.1. Pongamos k = 2 por simplicidad. En G; x G, las inyecciones G; — G; x Gy,
g — (g1,e)y G — Gy x Gy, g2 — (e, &) nos dan copias G, G, < Gy x G, de G y G,
en G; x G,, que a menudo identificaremos con los originales, escribiendo G;, G, < G; x Gj.
Ademas los elementos de estas copias conmutan entre ellos, la interseccién de las copias es la
identidad y G; x G, = G; G,. Estas tres condiciones son necesarias y suficientes para que un
grupo sea un producto directo interno, como veremos en la proposicion 1.28.

Recién vimos coémo a partir de k grupos construir uno nuevo. Ahora hagdmonos la pregunta
inversa y veamos cuando un grupo nos viene dado como producto directo de k subgrupos.

Definicién. Sea G grupo, Hi, ..., Hx < G. Decimos que G es producto directo interno de
Hy, ..., Hi si el mapa

(p:H1><--~><Hk—>G,(h1,...,hk)'—>h1-~-hk

es un isomorfismo de grupos. En particular G es isomorfo al producto directo externo de
Hi, ..., H.

Observacion 1.4.2. Una reformulacién de la definicién es la siguiente: G es producto directo
interno de Hi, ..., Hy siy sélo si todo g € G se escribe de manera lnica como g = h; - - - hy
y ademassig = hy---h,y g = h}---h) entonces gg’ = (hih}) - - (heh)).

Proposicion 1.28. G es producto directo interno de Hy y H, si y sélo si:
» G = HH,,
» Hy N Hy = {e},
= todo elemento de H; conmuta con todo elemento de H,.

Demostracién. (=) a) pues @ es sobreyectiva.
b) si he Hy N H,, entonces @(h, h™!) = e y como @ es inyectiva entonces h = e.
c) Si hy € Hy, hy € H, entonces

hihy = @(h1, h2) = @((hy, e)(e h2)) = @((e, h2)(h1, €)) = han
(<) @ es morfismo:
)

@((hy, h2)(Hy, 15)) = @(huh, hohy) = hihihohy = hihohihy = @(hy, h2)@(Hy, H))

Es sobreyectivo por a), y es inyectivo:

olhih)=mh=e=h=hleHnH 2{el>h=h=e
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Proposicion 1.29. G es producto directo interno de Hy y H, si y sélo si:
» G =HH,,
» Hy N Hy = {e},
= H,H,< G.

No estamos diciendo que la propiedad c) de esta proposicién y de la anterior sean equivalentes
en general: lo son en la presencia de a) y b).

Demostracién. (=) En virtud de la proposicién anterior, resta verificar el tercer item. Sea
g€ G, he H. Como G = HH,, existen h; € Hy, h, € H, tales que g = hyh,. Entonces:

ghgil = hlhghhglhfl = hlhhfl S H1

ya que los elementos de H; conmutan con aquellos de H,. Entonces H; <1 G. Analogamente
H>, < G.
(<) hihy = hhhy — h1h2h1_1h2_1 = e, pero

eH, €eH>
hhohthst P26 by (hohy hyY) 2O (hihohi V) Bt € Hy A Hy = {e} O

Enunciamos ahora sin demostracién (pues es una sencilla aplicacién de las dos proposiciones
anteriores y un poco de induccién) los criterios analogos para mas cantidad de subgrupos.

Proposicion 1.30. G es producto directo interno de Hy, . .., Hy si y sélo si:
= G=H,...H
wm Paracadai=1,..., ksetiene H;n (Hy...Hi_1Hii1... Hy) = {e},

= Jodo elemento de H; conmuta con todo elemento de H;, Vi,j =1,... k, coni # j.
Proposicion 1.31. G es producto directo interno de Hy, . .., Hy si y sélo si:
L] G = H1 ce Hk

» Para Cadaizl,...,kse tiene H,‘ﬁ(Hl...H,',lH,'Jrl...Hk) Z{e},
L] H]_,...,Hk<G.
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1.5. Automorfismos

Definicion. Sea G grupo, g € G. El mapa i, : G — G, x — gxg ! se llama conjugacién
por g. Es un automorfismo, y todo automorfismo de esta forma se dice interno. Notamos
Inn(G) al conjunto de automorfismos internos de G. Si un automorfismo no es interno, se
dice externo.

De esta manera, un subgrupo es normal si y sélo si queda invariante por conjugacion.

Proposicion 1.32. Sea G grupo. Se tiene que ¢ : G — Aut(G), g — i; es un morfismo de
grupos, cuyo nticleo es Z(G) y su imagen Inn(G). Por lo tanto Z(G) < G, Inn(G) < Aut(G)

y

G
700 ~ Inn(G)

Ademas Inn(G)< Aut(G).
Demostracion. ¢ es morfismo:

90(gg')(x) = igg(x) = gg'x(gg’) " = gg'xg’ g
= gig(x)g 't =iy oig(x) = o(g)e(g’)(x)

para todo x € G, luego 9(gg’) = 9(g)e(g’)
ker ¢ = Z(G):

geker p «— j;=id < j;(x) =x VxeG

— gxg '=x VxeG <= gx=xg YxeG

Ademas Im @ = Inn(G) por definicién, y el primer teorema de isomorfismo da el isomorfismo
buscado.
Inn(G)< Aut(G):

(xoigooa ) (x) = alga ™ (x)g™!) = x(g)xx(g™") = in(g)(X) O

Observacion 1.5.1. La proposicidon anterior nos dice, intuitivamente, que la cantidad de au-
tomorfismos internos que tiene un grupo es una “medida” de cuan lejos esta el grupo de ser
abeliano. En un grupo abeliano todos los automorfismos (salvo la identidad) son externos.

Definiciéon. Un grupo G es completo si ¢ : G — Aut(G), g — i, es un isomorfismo.

Corolario 1.33. Un grupo es completo si y sélo si su centro es trivial y todos sus automorfismos
son internos. En particular, un grupo completo G cumple Aut(G) ~ G.

Calculemos el grupo de automorfismos de Z,,.
Teorema 1.34. Aut(Z,) ~ (Z,)*.

Demostracién. Escribamos Z, = (a). Si ¢ € Aut(Z,), entonces ¢(a) = a™ para cierto me Z
(Gnico médulo n), y esto define completamente &, que notamos V.
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1V, es un automorfismo, entonces lleva generadores en generadores, por lo tanto a” genera
Zn 'y por lo tanto med(m, n) = 1. Como (Z,)* = {m € Z, : mcd(m, n) = 1} tenemos bien
definido
Y Auwt(Z,) — (Z)*, Ym—m

Es obviamente inyectivo, y es sobreyectivo pues para cada m coprimo con n, {,, es un
automorfismo. Ademas es un morfismo:

(bmoW,)(a) = bm(a) = (a")" = a™" = Pm(a)

por lo tanto V(P 0 ,) = V(W) = mr = Y(P,)P(P,). Entonces P es el isomorfismo
buscado. O

Teorema 1.35. Sin = pi'...pZ es la descomposicién en primos de n, entonces

Z(pfl)pr—l si P =F 2
o) Y (L))" = Zo sip’=4
Do X Digr—2  Sip=2,r>2

Demostraciéon. Ver [DF] p.314, o [M1] p.40-41. O
Comparar el resultado anterior con la observaciéon 1.2.5.

Definicion. Un subgrupo H < G es caracteristico si «(H) = H para todo « € Aut(G).
Notamos H char G.

Observacion 1.5.2. Un subgrupo es normal si es invariante por automorfismos internos, y
un subgrupo es caracteristico si es invariante por todos los automorfismos. Por lo tanto un
subgrupo caracteristico es normal. El reciproco es falso. Por ejemplo, si H es un grupo y
G = H x H, entonces el subgrupo H x {e} es normal pero no caracteristico, pues no es es
invariante por el automorfismo (x, y) — (y, x).

Observacion 1.5.3. = El centro de un grupo G es un subgrupo caracteristico: si x € Z(G),
o € Aut(G):
xg =gx Yge G = a(xg)=a(gx) Vge G = a(x)x(g) = a(g)x(x) Vge G
= a(x)y = yx(x) Vye G= a(x)e Z(G)
pues como o es un automorfismo de G, x(g) es un elemento arbitrario y de G.
= Ya vimos que “ser normal” no es transitivo, pero ser caracteristico si lo es:

K char H char G = K char G, pues todo automorfismo de G se restringe a un
automorfismo de H. Mas alin, K char H< G = K< G. °

= Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, pero no necesariamente caracteristico.
Por ejemplo, un subespacio de dimensién 1 en el Z,-espacio vectorial Z, x Z, no es
invariante por Aut(Z,) ~ GLy(Z,) (tomar una rotacién).

= Si H es el Gnico subgrupo de G de orden m, entonces es caracteristico, pues o(H) es
también un subgrupo de G de orden m.

6Ahora vemos en términos de automorfismos la obstruccién a que la normalidad sea transitiva: al restringir
un automorfismo interno de G a H, resulta un automorfismo de H que no tiene por qué ser interno.
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1.6. Producto semidirecto

Observacion 1.6.1 (Transporte de estructura). Sean G grupo, X conjuntoy @ : X — G
una biyeccién. Podemos dotar a X de una estructura de grupo de manera que @ sea un
isomorfismo: definimos

xxy =@ e(x)o(y))
Se verifica facilmente que (X, ) es un grupo, y que @ es un isomorfismo de grupos.

Aplicaremos esta observacién para motivar la definiciéon de producto semidirecto.

Sea G grupoysean N< G, Q@ < G talesque Nn Q = {e} y G = NQ. Si Q no es normal
en G, entonces G no serd el producto directo interno de N'y Q (proposicién 1.29).

Es decir, la funcién ¢ : N x Q — G, ©(n, g) = ng no sera en este caso un isomorfismo
de grupos, a menos que @ sea normal en G.

Las condiciones G = NQ y N n Q = {e} garantizan que ¢ sea una funcién biyectiva; el
problema pasa por la preservacion de la estructura de grupo.

Utilicemos la biyeccién ¢ para transportar la estructura de grupo de G al conjunto N x @,
consiguiendo que ¢ sea un isomorfismo de grupos. Veamos cémo luce explicitamente el nuevo
producto en N x Q:

¢71(@(”1v q1)@(m, q2)) = (Pfl<”1Q1n2Q2)
=e
-1 1
=@ (mgin2q; q1q2)
= (n1€h”2q1_1, q192)

donde en el dltimo paso utilizamos que qlnqu’1 € N por ser N normal en G, y por lo tanto
eN cQ
. — 1
se tiene M q1M2q; ~ q1Q>.
Si definimos 0 : @ — Aut(N) como 0(q)(n) = gng™!, entonces el nuevo producto en
N x @ resulta ser

(n1, q1)(n2, g2) = (Mm0(q1)(n2), G1G2)

Podemos ahora abstraer esta definicion a una definicion externa, donde N y @ no son
subgrupos de un grupo dado, etc.

Definicion. Sean N, Q grupos, 0 : @ — Aut(N) morfismo. El producto semidirecto externo
de N con @ es el conjunto N x @ con el producto:

(n, q1)(n2, q2) = (Mm6(q1)(M2), q1G2)

Lo notamos N xg Q.” Decimos que @ acttia sobre N por automorfismos.® El neutro es (e, e)
y el inverso (n,q)™! = (0(qg7*)(n 1), g7 }).

Ejemplo 1.6.2. Dado un cuerpo k, el grupo afin es Aff, (k) = k" xg GL,(k), donde 8(A)(v) =
Av. Es el grupo de transformaciones afines del espacio afin k".°

"Es el producto semidirecto de N con Q, y esto no es reflexivo.

8Comparar con la proposicién 1.48: en este caso, es lo mismo dar un morfismo @ — Aut(N) que dar una
acciéon @ x N — N tal que g.— sea morfismo de grupos para todo g € Q.

9Recordemos que una transformacién afin es de la forma x — ax + b.
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Proposicion 1.36. E/ producto semidirecto externo NxoQ es un grupo tal que, si N = Nx {e},
Q = {e} x Q, entonces:

. NzN,@:QyN,@<NNBQ,

N<1N>QQQ,
Non@Q={(ee)
NQZNNGQ.

Reciprocamente, si G es un grupo que es producto semidirecto interno de subgrupos N, Q < G,
ie.siN< G, Nn@={e} y NQ =G entonces si 0 : @ — Aut(N) es 0(q)(n) = qng~!, se
tiene quen : N xg @ — G, (n, q) — nq es un isomorfismo.

Demostracién. (=) El primer y el tercer item son obvios. Verifiquemos la normalidad de N.

(<) Este es el contenido de la discusién anterior a la definicidn. O

Observacion 1.6.3. Podria parecernos a priori que la construccion externa es mas general, pues
estamos partiendo de una accién por un automorfismo arbitrario, mientras que en el producto
semidirecto interno consideramos una accién por automorfismos internos. Esto es ilusorio:
cuando pasamos de la construccién externa a la interna, siempre terminamos con una accién
por conjugacion.

_ En efecto, se cumple “0(q)(n) = qgng
Q.

Mas formalmente, si n € N, notemos /i = (n, e) € N, y si g € Q, notemos § = (e, q) € Q.

~1" " donde estamos identificando N con N y Q con

_ Se cumple GG~ = 6(q)(n). En otras palabras, si 0 : @ — Aut(N) se define como
6(§)(A) = (6(q)(n), e), entonces 0(§)(f) = §Ag .

Proposicion 1.37. Sean Q, N grupos. Entonces

0:Q — Aut(N) es el morfismo trivial <= N xg Q=N x Q
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Demostracién.

(n1, g1)(n2, q2) = (MO(q1)(M2), g1G2) = (M2, 1q2) Vi, me N,qi, g2 € Q
< 0(q1) =idy Vg € @ < 0 es el morfismo trivial O

El producto directo de grupos abelianos es abeliano. Ahora vemos que nuestra nueva
construccién, a menos que sea el producto directo, no es abeliana.

Proposicion 1.38. Sean Q, N grupos. S5i0 : Q — Aut(N) no es el morfismo trivial, entonces
el producto semidirecto N xg Q no es abeliano.

Demostracién. Si 0 no es trivial entonces existe g € Q tal que 0(q) + idy, por lo tanto existe
ne N tal que 8(q)(n) £ n.

Tenemos entonces que existen n, g tales que (n, e)(e, q) + (e, q)(n, e), luego N xg Q no es
abeliano. ]

Enunciamos ahora sin demostracion un teorema que permite reconocer un producto semidi-
recto. Parte de premisas en N'y en G/N para concluir algo sobre G. Esto es algo que se repite a
menudo en teoria de grupos: trabajando por induccién en |G|, se tiene que |N|,|G/N| < |G|y
se puede aplicar la hipétesis de induccion a estos grupos, lo cual puede ser fructifero. Usaremos
esta técnica mas adelante (y de hecho ya aparecié en el ejercicio 25).

Teorema 1.39 (Schur-Zassenhaus). Todo grupo finito G con subgrupo normal N tal que su
orden |N| es coprimo con su indice |G : N| es producto semidirecto de N con G/N.

Ejercicios

Ej. 26 — D, ~ Z, x Z».

Ej. 27 — El grupo de los cuaterniones no es un producto semidirecto (Sugerencia: contar
elementos de orden 2). Por lo tanto que Q # D, (esto ya apareci6 en el ejercicio 21).

Ej. 28 — GL,(k) ~ SLy(k) x k*.

Ej. 29 — Sean N, Q grupos y N xg, Q, N xp, Q dos productos semidirectos. Si existe
¢ € Aut(N) tal que 01 = ¢ 0 0,, entonces N xg, Q ~ N g, Q.
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1.7. Extensiones de grupos y sucesiones exactas

Definicion. Una sucesién de grupos y morfismos de grupos

Pn+1 Pn—1
S G —22 G — L

es exacta si Im @;,1 = ker @; para todo i. Una sucesién exacta corta es una sucesién exacta
de la forma

e H—-G-2L-K e (1.1)
donde e denota el grupo trivial, y los morfismos inicial y final son los Gnicos posibles. De esta

manera, una sucesién de la forma (1.1) es exacta si y sélo si i es inyectiva, p es sobreyectiva
e Im i = ker p. Por lo tanto cumple pi = 0.

Definicién. Una extension de un grupo @ por un grupo N es una sucesién exacta corta
j p
e N——G Q e
Diremos también que G es una extensién de @ por N.

Observacion 1.7.1. En este caso se tiene N ~ j(N) = ker p luego i(N)< G,y Q ~ G/N.
Podemos pensar entonces que N es un subgrupo normal de G y que Q es el cociente de G por
N. De esta manera, el problema de conocer un grupo G conociendo un subgrupo normal Ny
el cociente G/N se traduce al problema de conocer las extensiones de Q por N: es el llamado
problema de la extensién. El problema de la extensidn intenta explicitar las extensiones de un
grupo @ en términos manejables, i.e. a través de construcciones conocidas, y en general no
esta resuelto.

Ejemplo 1.7.2. Sea N < G, entonces tenemos una sucesién exacta corta
e N——G—25G/N e (1.2)

donde i es la inclusién y p la proyeccion.

Definicion. Dos sucesiones exactas cortas (las filas del diagrama siguiente) son equivalentes
si existen isomorfismos (las columnas) tales que el siguiente diagrama conmuta:

e— sH— 6P K— e

AN

p
e H —— G’ K’ e
Observacion 1.7.3. » Decir que dos sucesiones exactas cortas son equivalentes no es sélo
decir que los grupos son uno a uno isomorfos. Lo adicional es la conmutatividad del
diagrama, que nos dice informalmente que H se inyecta en G de la misma manera que
H en G', y que K es cociente de G de la misma manera que K’ lo es de G.

= Dar una sucesién exacta corta es lo mismo que dar un subgrupo normal de G; esto ya
lo justificamos en 1.3.10, pero ahora lo podemos decir con otro lenguaje. Toda sucesion
exacta corta es equivalente a una de la forma (1.2):

e— s H—*,c—F .k e

T

e——o(H)—— G—L> G/ker p——e
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= Dos pares de grupos isomorfos Q, @ y N, N’ pueden dar lugar a extensiones G, G’ no
isomorfas. Por ejemplo, consideremos Dy y Q que no son isomorfos (ver ejercicio 27).
Sin embargo, (R?) ~ (£1)y Dy/(R?*) ~ Q/(£1), i.e. se tienen sucesiones exactas
cortas
e ——(R* —— Dy —— D;J{R?>) —— e

e—{(t1)— Q— Q/(x1l)—e (1.3)

con primer y dltimo grupo isomorfos, pero el del medio no. Esto nos dice que conocer
Ny G/N no es suficiente en general para conocer G.

Ejemplo 1.7.4. Dados H y K grupos, tenemos una sucesién exacta corta
e—H—HxK—K—e (1.4)

donde el primer mapa es la inyeccion y el segundo la proyeccién. Mas en general, si 0 : Q —
Aut(N), entonces los mismos mapas determinan otra sucesién exacta corta

e—H—Hxg K— K——e (1.5)

Uno podria preguntarse si todas las extensiones son isomorfas a esta sucesion exacta corta. O,
en otras palabras, si toda extension es un producto semidirecto. Pero no es asi, por ejemplo,
la sucesién (1.3) no lo satisface por el ejercicio 27. Rapidamente vemos que el problema de la
extension no es trivial.

El grupo afin (ver ejemplo 1.6.2) es una extension de GL, (k) por k".
Teorema 1.40. Sea e H*,G P
valentes:

K e una sucesion exacta corta. Son equi-

1. Existe &' : G — H morfismo tal que &'« = idy.*°

e H——G Pk e (1.6)

2. Lasucesion es equivalente a (1.4), de esta manera: existe un isomorfismo ¢ : G — Hx K
tal que el siguiente diagrama conmuta:

K e (1.7)

e—>H—'.>H;KL>K—>e

Demostracién. (1 = 2) Definimos & de la manera més sensata: d(g) = (&'(g), B(g)), para
todo g € G.
Hace conmutar el diagrama de la izquierda:

d((g)) = ((ee(g)), x(B(g))) = (g, €) = i(g) y el de la derecha:

10Sjempre existe una tal funcién, pues al ser « inyectiva tiene inversa por izquierda. Lo importante es que
exista una que sea un morfismo.
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¢ es inyectiva: supongamos que ¢(g) = (e, e). Entonces &'(g) = e = B(g). Luego
g € ker B =Im «, por lo tanto existe h € H tal que g = «(h). Pero entonces o'(a(h)) = e,
dedonde h=ey g = «a(e) =e.

¢ es sobreyectiva: sea (h, k) € H x K. Existe gy € G tal que k = 3(go). Ahora, si xe H
entonces 3(gox(x)) = k. Por lo tanto si hallo x tal que o/(gox(x)) = h, ya esta. Pero

o (goo(x)) =h = o(go)x=h = x=((g)) *h
por lo tanto x = («/(go)) "*h e y = goax(x) cumplen d(y) = (h, k).

(2 = 1) Seam: Hx K — H la proyeccién sobre la primera coordenada. Definamos
entonces o'(g) = md(g) para todo g € G. Es un morfismo que cumple

o («(h)) = mi(d(ex(h))) = mi(h) = h B

Teorema 1.41. Sea e H—25G
valentes:

K e una sucesién exacta corta. Son equi-

1. Existe B’ : K — G morfismo tal que BB’ = idk.!

_,.K e (1.8)

2. La sucesion es equivalente a (1.5), de esta manera: existen un morfismo 0 : K — Aut(H)
y un isomorfismo ¢ : G — H xg K tales que el siguiente diagrama conmuta:

e—H—% 36— s K——e (1.9)

e—H—"+H NGKLK—M

Observacion 1.7.5. En la categoria R-Méd de R-médulos, las condiciones del teorema 1.40
y del teorema 1.41 son equivalentes, no asi en la categoria Grp de grupos en donde estamos
trabajando: ver ejercicio 30. Si quisiéramos probar como con médulos que (1.8) implica (1.7),
intentariamos definir el morfismo mas sensato vy : H x K — G, y(h, k) = «(h)f’(k). Pero al
no tener conmutatividad, esto no define un morfismo, por cémo es el producto en el producto
directo H x K. Este problema se soluciona usando el mismo morfismo pero cambiando el
producto de H x K y poniendo el producto semidirecto. Veremos en la demostracién como
de esta manera 7y resulta un morfismo.

1Como en el teorema anterior, siempre existe una tal funcién, pues al ser 3 sobreyectiva tiene inversa por
derecha. Lo importante es que exista una que sea un morfismo.
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Demostracién. (1 = 2) Definamos una accién 0 de K en H por automorfismos internos. Si
k € K, he H, conjuguemos x(h) por 3’(k). Se tiene que B’(k)oc(h)B’'(k~') € ker B, pues

BB (K)x(h)B' (k™)) = kek™* = e

por lo tanto B/(k)a(h)B’'(k™t) = «(Hh') para un h' € H que es (nico por inyectividad de «.
Definimos 0(k)(h) = H', i.e. B(k)(h) es el Gnico elemento de H tal que

B'(k)a(h)B' (k) ™" = ax(0(k)(h)) (1.10)

Primero observamos que para k = 1 se obtiene o(h) = «(01(h)) para todo h € H; como
« es inyectiva esto significa que 0; = idy.
Veamos que 0 : K — Aut(H) es un morfismo de grupos. Notamos 0, = 0(k) : H —> H.

Primero tenemos que verificar que 04 es un morfismo de grupos. 04 (hyh,) esté caracterizado
por la ecuacion

B'(k)ox(hihy)B' (k)™ = (6 (hyh2))

El miembro izquierdo de la ecuacién es

B/ (k)o(hy)x(hy) B (k)L =

—

B/ (K)ox(hr) B’ (k) 1)(B' (k) ot ho) B! (k) )
(Ok (1)) (O ()
(Bk(h1)0k(h2))

I
R

=X

Tenemos entonces (0, (h1)0x(h2)) = x(Ok(h1h2)), pero « es inyectiva, luego 04 (h1)0k(h2) =
Ox(h1hy) y B4 es morfismo.

Ahora veamos que 0, es invertible y que 0 es un morfismo. Probemos primero que
04,0k = O k- Ahora, O, «,(h) estéd caracterizado por la ecuacién

B (kika)ox(h)B' (kika) ™" = (O, (h))

El miembro izquierdo de la ecuacién es

B (ki)B' (ko) ox(h)B' (ko) 7B (ki) ™" = B/ (k1) ou(O4, (h))B' (k1) ™
= a(ek1(ek2(h)))

Tenemos entonces (0, (04, (h))) = x(BOkk,(h)), pero « es inyectiva, luego O, (04,(h)) =
Ok k,(h) para todo he H, i.e.
046,09k = Ok, (1.11)

Dado k € K, tomando k; = k, ko = k~! obtenemos 0,0,-1 = 0; = idy, y tomando
ks = k, k; = k=! obtenemos 0,10, = 0; = idy. Por lo tanto 0, es un automorfismo, luego
0 esta bien definido, y la ecuacién (1.11) nos dice que es un morfismo de grupos.

Ahora tenemos que construir un isomorfismo entre Gy H xg K. Seay : H xg K — G
definido como

y(h k) = a(h)B'(k)

34



v es un morfismo de grupos:

(
(
(h1)
(h) (B’ (ki)ee(h2)B' (k) ™) B’ (k1) B (k)
(h)B' (ki) oc(h2)B' (k2)

(h1, ki )y (ha, ka)

Y es inyectiva: si y(h, k) = e entonces x(h)B’'(k) = e, por lo tanto

B(x(h)B'(K)) = B(e) = B(a(h)) B(B'(k) = e =k —e

luego B'(k) = e, por lo tanto a(h) = e y como « es inyectiva, h = e.

Y es sobreyectiva: sea g € G. Queremos hallar h, k para que g = o(h)p’(k). Aplicandole
[ a esta igualdad se obtiene B(o(h))B(B'(k)) = B(g) = k = PB(g). Entonces k debe ser
necesariamente (3(g). Por lo tanto
h: g = «(h)p'(k) < 3h:g=(h)B'(B(g))
= dh:a(h) =gB'(B(g)) "
— gPf'(B(g)) telm o = ker B

Verifiquemos esto:

B(gB'(B(g)™) = B(g)BR'(B(g)") =B(g)B(g) * =€

Por lo tanto y es un isomorfismo. Definimos ¢ = y~1. Queremos ver que ¢ hace conmutar
el diagrama (1.9). Es lo mismo que verificar que 'y hace conmutar el diagrama

e H— ,¢c—% .k e

o [

e— s H—3HxgK—LsK—e

v(i(h)) = v(h, e) = a(h)B'(e) = x(h) Iuego el cuadrado de la izquierda conmuta.
B(y(h k) = B(a(h)B'(k)) = B(ax(h))BR'(k) = k = p(h, k) luego el cuadrado de la
derecha conmuta.

(2 = 1) ;Cémo podriamos definir f’? Si miramos cémo definimos y en la prueba de la
otra implicacién, entonces tomando h = e se obtiene que y(e, k) = 3’(k). Esto nos sugiere
que definamos

B'(k) =~ (e k)

B’ es la composicién de la inyeccién K — H xg K con ¢ 1, luego es un morfismo. Ahora

la conmutatividad del cuadrado de la derecha de (1.9) nos da la conmutatividad del cuadrado
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inverso

GLK

Hxg K— K

Esto nos dice que Bd~1(h, k) = k, por lo tanto por definicién de ¢ se tiene BR’(k) = k
para todo k € K, i.e. BB’ = idk. m

Definicion. Una sucesién exacta corta de grupos se escinde si satisface las condiciones del
teorema anterior, y en este caso decimos que la extensién de K por H es una extensién trivial.

Ahora podemos expresar el teorema de Schur-Zassenhaus de esta manera:

Teorema 1.42 (Schur-Zassenhaus). Toda extensién de grupos finitos de orden coprimo se

escinde.
Ejercicios
Ej. 30 — La sucesién exacta'?

id A3 —— 53— {+1} id

cumple que existe un morfismon : {+1} — Sz tal que en = id{.1}, pero no existe un morfismo
P 1S3 — As tal que P = idg,.

Ej. 31 — La equivalencia de sucesiones exactas cortas tiene las propiedades de una relacién
de equivalencia.

Aqui termina el ejercicio; lo siguiente es un comentario. Las clases de equivalencia de las
extensiones de un grupo abeliano @ por otro grupo abeliano N son un grupo abeliano isomorfo
al grupo abeliano Ext'(Q, N) estudiado en algebra homolégica. Por ejemplo, decir que toda
extensién grupos abelianos de Q por N es trivial es decir que Ext*(Q, N) = {0}. El problema
de la extensién en el caso abeliano se traduce entonces en el estudio del grupo Ext'(Q, N).*3

12Ver seccién 1.10 para la definicién de S, y de A,.

13 Se puede probar que si A es un grupo abeliano numerable, entonces Extl(A,Z) = {0} implica que A es
un grupo abeliano libre. El problema de Whitehead es si esto vale en general para grupos de cardinal arbitrario.
Shelah (1974) probé que este problema es indecidible en la teoria axiomaética usual de conjuntos, ZFC. Fue
el primer resultado indecidible que se encontré fuera de la teoria de conjuntos en si, y en particular dentro del
algebra.
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1.8. Grupos libres y presentaciones

Supongamos que tenemos un conjunto X. No hay ninguna operacién en juego asi que
los elementos no estan relacionados de ninguna manera. Si consideramos los elementos del
conjunto como letras, podemos empezar a concatenarlos para formar palabras, de manera
totalmente “libre”, i.e. nunca va a haber cancelaciones. Esta es la idea de un grupo libre de
base X: va a ser el mayor grupo que tenga como generadores a los elementos de X.

Teorema 1.43. Sea X un conjunto. Existe un grupo F(X) y una funcién inyectiva v : X —
F(X) tal que para todo grupo G y toda funcién ¢ : X — G existe un tinico morfismo de
grupos @ : F(X) — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

En otras palabras, F(X) es un grupo tal que para definir un morfismo desde €l hacia otro
grupo G, basta definir una funcién desde X hacia G. En aun otras palabras, toda funcién
definida sobre X hacia G se extiende a un dnico morfismo de F(X) hacia G.

Definicion. F(X) se llama grupo libre de base X. Un grupo H es libre si existe un conjunto
X tal que H = F(X).

Demostracién. Llamamos a X el conjunto de letras. Sea X! otro conjunto tal que

X n Xt =@y |X = |X|. Elegimos una biyeccion X — X1, y a la imagen de x

por esta biyeccién la denotamos x~ 1.

Elegimos un elemento que no pertenezca a X U X~ *: lo denotamos 1 (la letra vacia).

Una palabra en X es una sucesién (aj,az,...) © X u X7t U {1} tal que existe n € Z*
de manera que a; = 1 para todo i > n (las palabras son sucesiones “finitas” de letras). Los
elementos a; y a;;1 se dicen adyacentes para todo i.

La palabra constante (1,1, ...) es la palabra vacia y por abuso de notacién la notamos 1.

Una palabra (ay, a5, ... ) es reducida si:
I. Vx € X,x y x~! no son adyacentes en (a;, a, ... ).
1. Si ke N es tal que a, = 1 entonces a; =1 Vi > k.

El primer item es que queremos tratar a x 1 como la inversa de x; el segundo item es que no
queremos frases sino sélo palabras. Observar que 1 es una palabra reducida.

Definiendo x*! como x, toda palabra reducida es de la forma (x{‘l, . x,’,‘ 1,1,...),
donde A; = +1 para todo / = 1,...,n. La escribiremos como xi‘l .. x,},‘ Observar que
XU xM = yP ymsiy sélosin=m,x; =y, A= paratodoi=1 ..., n.
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Sea F(X) = {palabras reducidas en X}. Definimos el producto F(X) x F(X) — F(X)
mediante:

sip=xM...xM q=yd. . . yd entonces pq es el resultado de reducir la concatenacién

X xMyPt O El neutro es la palabra vacia 1, y el inverso de p es p~! = x M x M.

Es tedioso pero evidente cémo verificar que esto define un grupo, lo dejamos como ejercicio
para el lector escéptico.

Definimos t : X — F(X) como x — (x,1,1,...) = x. Es una funcién inyectiva. Veamos
que (F(X), ) verifica la propiedad universal: sea G grupo, ¢ : X — G funcién.

Si @ : F(X) — G es un morfismo tal que ¢ oL = @, entonces ¢(x!) = @(x) para todo
x, luego @¢(x1) = @(x})™t = @(x)™L, por lo tanto

~ 0 A An A An

Glxt ... xy") = @(x)™M ... @(xn)
Entonces todo elemento en F(X) es de la forma x]*...x», esto determina ¢ de manera
tnica. Es directo verificar que esta férmula define efectivamente un morfismo. O
Observacion 1.8.1. = Como L es inyectiva, identificamos X con 1(X) en F(X). De esta

manera, X < F(X) y X genera F(X) como grupo.

= Si |X| =1 entonces F(X) ~ Z. En efecto, si X = {a}, la funciéon X — Z, a — 1 se
extiende a un isomorfismo F(X) — Z.

= Si |X]| > 2 entonces F(X) no es abeliano. En efecto, sean x,y € X, x + y. Entonces
xy #+ yx. Formalmente, xyx~'y=' € F(X) por ser una palabra reducida; ademés

xyxly™t=(x,y,x7 Ly, 1,1,...) + (1,1,...) = 1 luego xyx 1y 1 £ 1.
= Si |[X|=0,ie si X =(J, entonces F(X) ~ {0}.

El siguiente teorema no tiene ninguna demostracién de nivel adecuado al curso. Una posible
demostracién se encuentra en [Rotl], pagina 383.

Teorema 1.44 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es libre.
Proposicion 1.45. Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostracién. Sea G grupo, y X un generador de G (por ejemplo, X = G). Considero la
inclusién inc de X en G. Por definicién de F(X) existe un dnico ¢ : F(X) — G morfismo tal

que @(1(x)) = inc(x) = x.

XC inc WG
F(X)

@ es sobreyectiva: Im @ > Iminc = X, y X genera G, por lo tanto Im ¢ genera G. Pero
Im @ < G, luego Im @ = G. Entonces @ es un epimorfismo, y se tiene G ~ F(X)/ker @
(recordemos la observacién 1.3.10). O
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Observar que la anterior es @(xM ... xM) = xM ... x™ donde a la izquierda no ha
1 n 1 n

relaciones y a la derecha puede haberlas. Si nunca las hay es ker @ = {e} y G es libre.

Definicion. Sea G grupo, S © G subconjunto. El subgrupo normal generado por S es la
interseccién de todos los subgrupos normales de G que contienen a S. Explicitamente, es el
subgrupo generado por {asa™!:a€ G,se S}.

A continuacién damos una nueva manera de especificar un grupo. Consideremos un conjun-
to de letras X; en vez de formar el grupo libre de base X formando palabras sin cancelaciones,
ahora pasamos a especificar algunas cancelaciones. Por ejemplo, podemos querer especificar
el grupo que tiene como generadores a dos elementos a, b sujetos sélo a la condicién de
que conmutan, i.e. ab = ba. Esto es lo mismo que decir que aba—'b~! = e. Es asi como
especificaremos las relaciones entre los elementos.

Definicion. Sea X conjunto, P = F(X) subconjunto. Un grupo G estad definido por los
generadores x € X y las relaciones p = e,p€ P si G ~ F(X)/N donde N es el subgrupo
normal de F(X) generado por P.

Decimos que (X | P) es una presentacién de G.

Observacion 1.8.2. Como todo grupo es cociente de un grupo libre, entonces todo grupo
admite una presentacion.

Ejemplo 1.8.3. » Si P = (J, entonces N = {e}, luego F(X)/N ~ F(X) y (X | &) es
una presentacion de F(X). Esto es predecible, (X | &) es el grupo “libre de relaciones”
entre sus elementos (ninguna palabra se reduce), como lo es F(X).

= El producto tensorial de R-médulos M, N es un grupo abeliano dado por generadores
los elementos de M x N y ciertas relaciones.

Definicion. Un grupo es finitamente generado si admite un generador finito.
Un grupo es finitamente presentado si admite una presentaciéon (X | P) donde X, P son
conjuntos finitos.

El “problema de la palabra” es el siguiente: dado un grupo G finitamente presentado por
(X | P), y una palabra en F(X), jexiste un algoritmo para determinar si se puede reducir
la palabra a 1 en G? La respuesta es que no. Por lo tanto, la impresiéon de que dar una
presentacion finita de un grupo deberia ser algo que convierte al grupo en algo “manejable”
es ilusoria.

Observacion 1.8.4. = “Es lo mismo" dar una presentacién de G que dar un epimorfismo
desde un libre, i.e. una sucesiéon exacta F —— G —— e donde F es un grupo libre.

= “Es lo mismo” dar un grupo finitamente generado G que dar un epimorfismo desde un
libre finitamente generado, i.e. una sucesiéon exacta F —— G —— e donde F es libre
finitamente generado.

= “Es lo mismo” dar una presentaciéon finita de G que dar una sucesién exacta
R F G e, donde F y R son grupos libres finitamente generados.
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Teorema 1.46 (Von Dyck). Si G estd presentado por (X | P) y H es otro grupo generado
por X que satisface las relaciones p = e, p € P (pero puede verificar otras), entonces es un
cociente de G.** Mds formalmente:

Si H esta generado por Y = {y;}ic;, i.e. H = (Y), y los elementos de Y satisfacen

(29 . X
relaciones y, Y ", € l, &, ..., & € Z para ciertas palabras reducidas y,1 7 "

y G esta presentado por <X | P) donde X = {X,},e/, X|=1Y|yP= {x;f’l X x."}, entonces
existe un epimorfismo

G—H X~y

Demostracién. Sea ¢ : F(X) — H definida por @(x;) = y;. Como H = {Y) entonces
Im @ = H. Sea N el subgrupo normal de F(X) generado por P.

F(X) ‘p—\}[ H
F(X)/N
Para ver que N c ker ¢, basta ver que P < ker ¢, pues ker @< F(X)y N es el menor
subgrupo normal que contiene P. Pero ¢(x; A x,(lx') = y,1 ...y-(x" = e. Entonces por la
propiedad universal del cociente, @ se extlende ad:F(X)/N—>H taI que ¢(x;) = @(x;) = yi,
y @ es claramente sobreyectiva. O

Ejemplo 1.8.5. Probemos formalmente que D, ~ (R, S | R", S, SRSR). De D, sabemos que
|D,| = 2n 'y que es generado por la rotacién Ry la reflexién S que satisfacen R" = S? = id,
RS = SR™ 1 = SR~y por lo tanto SRSR = id.

Sea X ={a, b}y G = F(X)/N donde N < F(X) es el subgrupo normal de F(X) generado
por P = {a", b?, baba}.

Como 7 : F(X) — F(X)/N es un epimorfismo, entonces {3, b} genera G. Queremos
probar que G ~ D,,.

PcN=3"=5b — baba — & Ademas:

=b=b =b VneZ.

" 3"=¢={3":meZ}={¢3...,a" "}
N — —1 —

» baba—e=ba=a'h = ba=3a'h
Por lo tanto en G las Unicas palabras que quedan son: {6,5,...,5"_1,5, 51_),...,5"_15}.
Entonces |G| < 2n (< pues a priori no sabemos si no hay més relaciones).

Por el teorema de Von Dyck, como D, satisface las relaciones que G satisface, existe
Y : G — D, epimorfismo, a+— R, b+— S. Por lo tanto |G| = |D,| = 2n, luego |G| = |D,| y
U es el isomorfismo deseado.

Teorema 1.47. Todo grupo no abeliano de orden 8 es isomorfo a Dy 0 a Q (que no son
isomorfos, ver ejercicios 21 o 27).

YEl grupo que nos da la presentacion es el “mas grande” que satisface las relaciones dadas, en el sentido
que cualquier otro grupo que las satisface es un cociente.
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Demostracion. Sea G no abeliano de orden 8. Por Lagrange, todo elemento no trivial de G
tiene orden 2 o 4. Por el gjercicio 2, existe x € G de orden 4.

Sea y € G\(x). Como (x) < (x,y)y [{(x)| = 4, entonces G = (x,y). Como G no es
abeliano entonces x e y no conmutan.

(xy<1 G pues tiene indice 2. En particular yxy ! € (x) = {e, x, x*, x3}.

Como yxy~1 tiene orden 4 (ver ejercicio 8), entonces yxy ! = x o yxy ! = x3 = x7L.
La primera opcidén no es posible pues en ese caso yx = xy, pero x € y no conmutan. Por lo
tanto yxy ! = x71.

Se tiene que G/(x) = {€,¥} pues tiene orden 2, por lo tanto y2 = &. Se tiene entonces
y?2exy={1,x,x2 x3}.

Como y tiene orden 2 o 4, entonces y? tiene orden 1 o 2, luego y? = e o y? = x°.

Tenemos entonces que G = (x, y), con dos posibilidades:

xt = e, y2 = e, yxy_1 = x1

4 2 2

X =e, y =X, yxy_lzx_1

y no se satisfacen mas relaciones pues G tiene orden 8. En el primer caso, G ~ D, por el
ejemplo anterior. En el segundo caso, G ~ Q por el ejercicio 32. O]

Ejercicios

Ej. 32 — El grupo de los cuaterniones @ estd dado por la presentacion

{a,b| a* a’°b2, bab 'a)

Ej. 33 — D, ~ {(a, b | a* b? (ab)"). Esta presentacién motiva la introduccién del grupo
diedral infinito, “haciendo tender n — o0": es el grupo D, presentado por {a, b | a°, abab).
Tiene orden infinito.
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1.9. Acciones

En esta seccion estudiamos el primer ejemplo de representacion de un grupo: describiremos
nuestro grupo como un grupo de permutaciones (ver ejemplo 15).

Definicién. Sea G grupo, X conjunto. Una accién (o representacién conjuntista, o represen-
tacién por permutaciones) de G en X es una funcién - : G x X — X, (g,x) — g - x que
verifica:

I. e-x=x VxelX,

I g1 (& XxX)=g8& x YVxeX g,8¢€G.

Decimos que G actia en X y que X soporta una accién de G. Esta accion convierte a X
en un G-conjunto. Dado g € G notaremos por g - — a la funciéon X — X, x — g - x.

Observacion 1.9.1. Si G actla en X y H < G entonces H actiia en X por restriccién de la
accion de G.

La siguiente proposicion nos dice por qué una accién describe nuestro grupo como un
grupo de permutaciones. De esta manera podemos pensar que cada elemento de G nos da
una permutacién de los elementos de X. Otra idea interesante es pensar que los elementos
de X son personas que se van a sacar una foto grupal pero no se deciden en qué orden
ponerse, entonces estan en movimiento; y que la acciéon de G es sacar fotografias de X en
cada momento diferente g € G.

Proposicion 1.48. “Es lo mismo” dar una accion de G en X que dar un morfismo de grupos
p: G — Sym(X).

Demostracién. La relacién fundamental es g - — = p(g).
(=) Definamos p : G — Sym(X), p(g) = g, donde g, = g - —.
gL es una biyeccién de X: en efecto, tiene como inversa a g; !,
gogix)=g- (g x)=gg ' -x=e-x=x, VxeX

por lo tanto g, o gL_1 = id, analogamente se verifica gL_1 o g =id.

p es morfismo:

p(g182)(x) = (g182)L(x) = g182 - x = g1 (82 - X)
=g (& (x) = p(g1)(p(g2)(x)), VxeX

por lo tanto p(g182) = p(g1)p(g2).

(<) Definamos - : G x X — X mediante g - x = p(g)(x). Es una accién:

1. g1 (g x) = p(g1)(p(g2)(x)) = plg1) o p(&2)(x) = p(g182)(x) = G182 - x. O
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Observacion 1.92. g-x = g-y = x = y, pues g - — = p(g) € Sym(X), en particular
es inyectiva. Esto es una trivialidad en términos de fotografias: si en un momento dado dos
personas ocupan el mismo lugar, entonces son la misma. Que p(g) sea sobreyectiva para todo
g € G nos dice que nadie en ninglin momento se pone timido y abandona el encuadre de la
fotografia.

Si el nicleo del morfismo p es trivial, nuestra representaciéon es muy buena; esto es
reminiscente de nuestra observaciéon 1.1.7 y motiva la siguiente

Definicion. Una accién - : Gx X — Xes fiel sig:x = x Vx e X = g = e. Equivalentemente,
una accién p : G — Sym(X) es fiel si p es inyectivo.

Observacion 1.9.3. Una accion es fiel si y sélo si dados distintos g, h € G se tiene que existe
x € X tal que g - x £ h- x. Esto nos dice que si la accién es fiel, las fotografias de X que
nos ofrecen los elementos de G son todas diferentes, i.e. en dos momentos diferentes las
fotografias son diferentes.

Definicién. Una accién - : G x X — X es transitiva si para todo x,y € X existe g € G tal
que g - x = y. Decimos que G actda transitivamente en X.

Una accién es doblemente transitiva si para todo (x1, %2), (y1, y2) € X X X, x1 £ x0, y1 £ ¥»
existe g € G tal que g - x; = y1, & - X2 = y». Andlogamente se define una acciéon k-transitiva,
para todo k > 3.

Si G x X — X es una accién, y H < G es tal que la accién restringida H x X — X es
una accién transitiva, diremos que H es un subgrupo transitivo de G.

Observacion 1.9.4. Una accién es transitiva si dados dos elementos del conjunto existe un
elemento del grupo que lleva el uno en el otro. O sea, dadas dos personas diferentes de X,
en algiin momento una estuvo en la posicién de la otra. Una accién es doblemente transitiva
si dados dos pares de personas, hay un momento en el que los del primer par ocuparon las
posiciones de las del segundo par.

Ejemplo 1.9.5. 1. G actiia sobre si mismo por conjugacién: G x G — G, g-x = gxg L.
2. La accion trivial de G en X es G x X — X, g-x = x paratodo g€ G,x e X.

3. Una accién de G en X induce una accién en P(X), definida como g-A = {g-x : x € A}

siA+d,yeg-J =0

4. Aut(G) x G — G, @ - x = @(x) es una accién tal que la accién por conjugacién es su
restriccién a Inn(G).

5. Sym(X) actia fiel y transitivamente en X.
6. Todo subgrupo H < G actda fielmente en G con la accién h- g = hg.
7. GL,(k) x k" —> k", A- v = Av es una accién fiel.

Definicion. Dados X e Y G-conjuntos, un G-mapa (o morfismo de G-conjuntos) es una
funcién @ : X — Y que respeta la accion de G, i.e. (g -x) = g-@(x) paratodo g € G, x € X.

Un isomorfismo de G-conjuntos es un G-mapa biyectivo (la inversa de un G-mapa siempre
es un G-mapa).
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Definicion. Sea X un G-conjunto. Un subconjunto Y < X es G-estable si g -y € Y, para
todo g € G,y € Y. En esta situacién Y es un G-conjunto por restriccion.

Proposicion 1.49. Sea G x X — X una accién. La relaciéon ~ en X definida como
x~x < JdgeG:g-x=x

es una relacién de equivalencia.
Demostracion. = X ~ X pues € - X = X.

s x~xX=3geG: g x=x=gt xX=glgx=glgx=ex=x=x~x.

" X~y y~z=3g31,8€ G, 8- x=Yy,8 -y = z. Entonces

(8281) x =82 (81 x) =gy =12
luego x ~ z. O]

Definicién. Sea X un G-conjunto. Las clases de equivalencia de ~ en X se dicen drbitas de
la accién. La érbita de un elemento x € X es

o(x)={g-x:g¢€ G}

Si o(x) = {x} decimos que es una 6rbita unitaria.
El conjunto cociente se denota X/G y se llama espacio de érbitas.

Cuando la accién es de un grupo sobre si mismo por conjugacién, las érbitas se llaman
clases de conjugacién: la clase de conjugaciéon de x € G es

GxG ' ={gxgt:ge G}

Observacién 1.9.6. = Para todo x € X, o(x) = X es el menor subconjunto G-estable que
contiene a x, y G x o(x) — o(x) es una accién transitiva.

» Una accién es transitiva si y sélo si tiene una sola érbita.

= Como las érbitas son una particion de X, entonces o(x) no(y) £ & = o(x) = o(y).
= Un subconjunto Y < X es G-estable si y sélo si paratodoy € Y, o(y) c Y.

= La clase de conjugacién de x € G es {x} si y sélo si x € Z(G).

Proposicion 1.50. Sea X un G-conjunto. Un subconjunto Y < X es G-estable si y sélo si
Y es union de orbitas.

Demostracion. Se deduce a partir del cuarto item de la observacién anterior. O]

Corolario 1.51. Un subgrupo H < G es normal si y sélo si es unién de clases de conjugacion.
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Demostracion. Considerar la accién por conjugacién de G en G. Entonces si H < G, H es
G-estable si y sélo si es unién de érbitas, i.e. si y sélo si es unién de clases de conjugacién.
Por otro lado H es G-estable si y sélo si

VxeH o(x)cH «— VYxeH {gxg':geGlcH < H<G O

Definicién. Sea X un G-conjunto. El estabilizador o grupo de isotropia de un elemento x € X

es
Stab(x) = G, ={ge G: g -x=x}

x € X es un punto fijo para la accién si g - x = x para todo g € G. Notamos
Xo={xeX:g-x=x VgeG}
al conjunto de los puntos fijos de la accion.
Observacién 1.9.7. = x € X es un punto fijo < o(x) = {x} < G, =G.
= Xj es un subconjunto G-estable, y la restricciéon G x Xy — X es la accidn trivial.
= Si X = G y consideramos la accién por conjugacion, entonces Xy = Z(G).

Proposicion 1.52. Sea X un G-conjunto. Si x € X entonces G, < G. Ademas G, y Gg.x se
relacionan mediante Gy, = gG,g*.

Demostracion. G, < G: obviamente e € G, y si g, h € G, entonces
gh_l-x=g-(h_l-x)xzzh'xg-(h_l-h-x) =g X=X
Ggx = 8Gg™t:
(<) Si he Gy entonces h- (g - x) = g-x. Observo que he gG,g™! < g thge G
glhg-x=g" (h g-x)=g ' g x=x=>g 'hgeG,
() Sea ghg™* € gG,g™?, i.e. h- x = x. Entonces
ghg™ - (g-x)=gh-x=g x=ghg™" € Gy, O

Ejemplo 1.9.8. Si H < G, entonces G actda en el conjunto cociente G/H de coclases izquierdas
de H en G mediante G x G/H — G/H, g - aH = gaH. En este caso se tiene Gy = H, y en
general Ggy = gHg™*.

Observacién 1.9.9.

ﬂGx={g€G:g-x:x VxeXl={geG:p(g)=id Vge G} =kerp< G
xeX

Definicion. Sea X un G-conjunto y S < X un subconjunto. El estabilizador de S es
Stab(S) = {ge G: g5 =S}

Andlogamente que con Stab(x) se prueba que Stab(S) < Gy que Stab(g$) = gStab(S)g ™.
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Teorema 1.53 (de la érbita y el estabilizador). Sea X un G-conjunto, x € X. Entonces la
funcién

@:G/Gy— o(x), gGy—g-x
es una isomorfismo de G-conjuntos; en particular, |o(x)| = |G : G,|.

Demostracion. Es sobreyectiva por definicion. Esta bien definida y es inyectiva puessi g, h € G,
x e X:

g-x=hx << hl g x=x < hlg-x=x

— h_lg € G, < gG, = hG; ]
Es facil verificar que @ es un G-mapa, donde G/G; tiene la accién del ejemplo 1.9.8.

Corolario 1.54. Si G es un grupo finito y X es un G-conjunto, entonces |o(x)| | |G| para
todo x € X.

Definicion. Si G actiia sobre si mismo por conjugacion, entonces el estabilizador de x € G es
Co(x) =G ={geG:gxg ' =x} ={ge G:gx=xg}

y se llama centralizador de x en G.

Observacion 1.9.10. » Cg(x) consiste de los elementos de G que conmutan con x.
» Z(G)= () Cs(x)< G.
xeG

= E| teorema anterior nos da, para x € G:
|GGt = |G : Co(x)|

O sea, la cantidad de elementos de la clase de conjugacién de x es el indice del centrali-
zador de x en G. En particular |GxG™!| | |G|.

Definicion. Sea Subg(G) = {H : H < G}. Entonces G x Subg(G) — Subg(G), g - H =
gHg™! es una accién. El estabilizador de H € Subg(G) es

No(H):= Gy ={ge G:gHg = H} ={ge G:gH = Hg}

y se llama normalizador de H en G.

SiH,K <Gy H < Ng(K), decimos que H normaliza a K.

Observacion 1.9.11. = Sea H < G. Entonces H<1 G si y sélo si H es un punto fijo de esta
accion, si y sélo si Ng(H) = G.

= Ng(H) es el mayor subgrupo de G que tiene a H como subgrupo normal.
= El teorema anterior nos da, para K < G:
{H < G : H es conjugado de K}| = |G : Ng(K)|

O sea, la cantidad de subgrupos conjugados de K en G es el indice del normalizador de
K en G. En particular, la cantidad de subgrupos conjugados de K divide |G]|.
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Proposicion 1.55. Sea G un grupo finito. Si H < G es tal que |G : H| = p donde p es el
menor primo que divide |G|, entonces H< G.

Demostracién. Hacemos actuar G en el conjunto G/H de coclases izquierdas de H en G,
G x G/H — G/H, g - aH = gaH. Observar que |G/H| = p; tenemos entonces un morfismo
p: G — Sym(G/H) ~ S,. Sea K = ker p. Si mostramos que H = K ya esta. Como K < H,
basta ver que |G : K| = |G : H|.

Aplicando la propiedad universal del cociente a p, obtenemos una inyeccién de G/K en
Sy, por lo tanto |G : K| | |S,] = pl.

Por otro lado, por Lagrange |G : K| | |G|, y en la descomposicién de |G| aparece p como
menor primo, por lo tanto |G : K| = p. O

Ecuacién de clases Sea X un G-conjunto, donde |X| < o (o méas en general, donde

|X/G| < o). Si tomamos {xi,...,x,} un conjunto de representantes de las orbitas, i.e.
{o(x) 1 xe X} ={o(x1),...,0(xp)} con o(x;) N o(x;) = I si i + j, se tiene

[ JoGx) = IX] = lolx)| = Y |G : Gy
i=1 i=1 i=1

Como los puntos fijos son aquellos tales que o(x) = {x}, entonces necesariamente X,

X

{x1,...,%,}. Escribiendo {x1,...,x,} = Xo u ({x1,...,x:}\X0), la ecuacioén de arriba queda:
IX| =Xl + >, [G: Gl (1.12)
|G:Gx;|>1

Cuando G es un grupo finito que actia sobre si mismo por conjugacién, esta ecuacién queda
G| =1Z(6)[+ |G : Co(x)]

donde x recorre un conjunto de representantes de las clases de conjugacién con mas de un
elemento. Esta ecuacién se llama ecuacién de clases.

Teorema 1.56 (de Cauchy). Sea G un grupo finito, p | |G|. Entonces G tiene un elemento
de orden p.

Demostracién. Por induccién en |G].

Caso 1: dy € G\Z(G) : p /|G : Cs(y)|.

p | |G| = |G : Cs(y)||Cs(y)|, entonces p | |Cs(y)|. Como y ¢ Z(G), entonces
Cs(y) < G, luego |Cs(y)| < |G|. Por hipétesis de induccién, Cg(y) tiene un elemento
de orden p, luego G también.

Caso 2: Yy e G\Z(G) : p | |G : Cs(y)|.

Ademas p | |G|, luego por la ecuacién de clases |G| = |Z(G)| + >}|G : Cs(y)|, se tiene
que p | |Z(G)|. Pero Z(G) es un grupo abeliano, luego por el teorema fundamental de los
grupos abelianos, existe n € Z* y otro grupo K tal que Z(G) = Z,» x K. Entonces Z(G) (y
por lo tanto G) tiene un elemento de orden p, por ejemplo (p" 1, e). ]

47



Corolario 1.57 (Grupos de orden 6). Todo grupo de orden 6 es isomorfo a S; (si no es
abeliano) o a Z¢ (si es abeliano).

Demostracion. Sea G un grupo de orden 6. Por Cauchy, G tiene un elemento a de orden 2
y un elemento b de orden 3. Si ab = ba, entonces |ab| = 6. En efecto, (ab)> = b> + ey
(ab)® = a # e, luego por Lagrange ab tiene orden 6. Se tendria entonces G = (ab), y G seria
ciclico, luego isomorfo a Zsg.

Supongamos entonces que ab + ba, en particular bab™! + a. Ademas a + e = bab™! + e.
Entonces si H = (a) = {1, a}, se tiene que bab™! ¢ H, por lo tanto H 41 G.

Hacemos actuar G en G/H por multiplicaciéon a izquierda. Esto nos da un morfismo
p: G — Sym(G/H) ~ S;5. Si g € ker p, entonces gH = H, luego g € H. Como el nicleo es
un subgrupo, debe ser ker p = {e} o ker p = H. Pero no puede ser todo H, pues el nicleo
siempre es un subgrupo normal y H no lo es, luego es ker p = {e} y p es inyectiva. Ademas
tanto G como S3 tienen orden 6, luego p es un isomorfismo. O

El corolario anterior es un caso particular del siguiente, que a su vez son casos particulares
de la clasificacion de grupos de orden pq, pero las pruebas nos parecieron interesantes de por
si.

Corolario 1.58. Todo grupo finito de orden 2p, con p £ 2 primo, es ciclico o diedral.

Demostracion. Por Cauchy, el grupo G contiene elementos s y r de érdenes 2 y p respectiva-
mente. Sea H = {r), entonces |G : H| = 2 luego H< G. Como s ¢ H, se tiene G = H U Hs,

por lo tanto
G={lr,..., P s rs, ..., r”_ls}

1

Como H es normal, entonces srs~! = r' para algiin i. Teniendo en cuenta que s = s~! y que

srs~1 = r’ se obtiene
2

s = sris™t = (¢} = '

r=s

por lo tanto i? =1 (méd p). Es decir, p | (i —1)(i + 1), y por lo tanto i = +1 (méd p).

Sii=1(mbd p), entonces sr = rs, luego G es conmutativo, de orden 2p, con med(p,2)=1,
luego G =~ Zo,.

Sii=—1(mdd p), se tiene srs™* = r71, luego G ~ (r,s | rP,s? srsry ~ D,. O
Ejercicios
Ej. 34 — GL,(k) actia en M, (k) por conjugacién. jEs una accion fiel? jCudles son sus

puntos fijos? ;Cémo es un conjunto de representantes de las érbitas?
Ej. 35 — El nico grupo finito con dos clases de conjugacién es Z, (recordar el ejercicio 8).

Ej. 36 — Sean g3, ..., g, representantes de las clases de conjugaciéon de un grupo finito G.
Para probar que G es abeliano basta probar que los g; conmutan dos a dos.

Ej. 37 — Si G es un grupo de orden impar, entonces todo x € G, x £ e no es conjugado a
-1
X .
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Ej. 38 — Una accidén de G en X es primitiva si sblo preserva las particiones triviales de X.
Mas formalmente, consideremos la accién inducida G x P(X) — P(X). Decimos que una
particion 7t(X) es estabilizada por G si g - A € m(X) para todo g € Gy A€ m(X). De esta
manera, la accién de G en X se dice primitiva si las Gnicas particiones de X estabilizadas por
G son {X}y {{x}:xe X}.

Toda accién doblemente transitiva es primitiva.

Ej. 39 — Si una accién de G en X es primitiva y fiel, entonces la accién por restriccién de
H en X es transitiva, para cualquier subgrupo normal H< G, H + {e}.
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1.10. EIl grupo simétrico

En esta seccién estudiamos uno de los mas importantes ejemplos de grupo. La primera
razén es histérica. Antes de llegar a la definicién de grupo, Galois (~1830) estudié los grupos
de permutaciones de las raices de polinomios de grado mayor que cuatro en blsqueda de
una férmula para estas raices. Cauchy estudié poco después los grupos de permutaciones en
general, y recién en 1854 Cayley dio la primera definicién de grupo abstracto.

Definicion. Sea X un conjunto. Definimos el grupo simétrico de X como el conjunto de
biyecciones de X:
Sym(X) == {f : X — X : f es una biyeccién}

Los elementos de Sym(X) se llaman permutaciones. Un subgrupo de un grupo simétrico
se llama grupo de permutaciones. Cuando X = {1,...,n}, n > 2 el grupo simétrico en n
letras Sym({1, ..., n}) se nota S,.

Notacion. Dada una permutacién o € S,, adoptamos la notacién
o — 1 2 ... n
~\o(l) o2 ... o(n)
Observacién 1.10.1. El orden de S, es n!, por un sencillo argumento combinatorio.

Definicion. Un r-ciclo, 2 < r < n es una permutacién o € S, tal que:

= existen iy, ..., I, € {1,..., n} distintos dos a dos tales que o(i1) = i, 0(h) =13, ...,
G(ir) = i].y

» 0(x) =x paratodo xe{1,....n}\{i,... i}

Notamos 0 = (iy ... ). Decimos que r es la longitud del ciclo. Un 2-ciclo se llama una
transposicion.

Observacion 1.10.2. w (i.oidp)=(ae..iph) == (iiy ... Ir_1),
= Sio=(iy...i;) entonces || =ry ot = (ip...i),
» Sioce S, esun rcicloy x€ {1,..., n} es tal que o(x) #+ x, entonces

o= (xo(x)...0"}x))

nn—1)...(n—r+1

= Hay r-ciclos diferentes en S,,. El factor % se debe al primer item

de esta observacion.

Definicion. Dos ciclos (iy...1,), (j1-.-.Js) se dicen disjuntos si mueven lugares diferentes, i.e.
si

{i, ..., iy, s} =
Observacién 1.10.3. Dos ciclos disjuntos conmutan.

Teorema 1.59. Sio € S,, 0 + id entonces o se escribe en forma tnica (a menos de orden)
como producto de ciclos disjuntos.
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Demostracién. Sea G = (o), y notemos I, = {1,..., n}. Tenemos una accién
Gxly— Iy o i— (i)

I, se descompone como unién disjunta de 6rbitas:

t

Iy =17 U |_| o(x;)
i=1
donde /7 es el conjunto de puntos fijos, y |o(x;)| > 1, Vi=1,...,t. Pero

o(x;) » G/Gy, 0"(x;)) < o"

y como G,, < G = (0) entonces existe m; € Z" tal que G, = {o™}, de donde G/G,, =

{id, @, ..., 0m~1}. Por lo tanto a través de la biyeccion,
O(X,') = {X,', O'(X,') ceey O'mi_l(X;)}
Para todo i = 1,...,t considero 0; = (x;0(x;)...0™ 1(x;)), son ciclos disjuntos pues las

orbitas lo son, y se tiene 0 = 07 ... 0.

Unicidad: una descomposicién ¢ = 05 ... 0; en producto de ciclos disjuntos se corresponde
con una descomposicién de [, en 6rbitas (ignorando ciclos de largo 1 y érbitas con un solo
elemento). Podemos olvidarnos los ciclos de largo 1, cambiar el orden de los ciclos, y cambiar
cémo escribimos los ciclos (escogiendo diferentes posiciones iniciales, i.e. representantes para las
drbitas) pero nada més, pues por la correspondencia las drbitas de o deben ser respetadas. [

La prueba describe un algoritmo para hallar la descomposicién: miro adénde va a parar
el 1, luego adénde va a parar o(1), luego 0%(1) hasta que se cierre el ciclo. Luego tomo un
elemento que no haya tocado en el ciclo recién construido, y repito el procedimiento. Asi hasta
agotar los elementos de la permutacién.

. 12345
Ejemplo 1.10.4. (3 41 s 2) — (13)(245).

Observacién 1.10.5. Como los ciclos disjuntos conmutan (luego (0;0;)" = 0707), se deduce
(ejercicio) que si 0 = 03 ... 0, es la descomposicién en ciclos disjuntos, entonces

|o| = mem(|oy|, ..., |o/])

Corolario 1.60. Toda permutacion se escribe como producto de transposiciones (no necesa-
riamente de forma dnica).

Demostracion. Basta ver que todo ciclo lo verifica, pero
(ip ... dy) = (iniy) (1) - .. (1f3) (1 h2) m

Observacion 1.10.6. Analicemos este ejemplo para clarificar como se lee un producto de ciclos.
Empezamos de derecha a izquierda. Primero vemos que i; va a parar a i». Ahora buscamos si
I aparece alguna vez mas en los ciclos posteriores. Como no aparece, entonces /; va a parar
a ip. Ahora, i en el primer ciclo va a parar a i1, y en el segundo ciclo i; va a parar a i3, que
no vuelve a aparecer, luego i, va a parar a i3, y asi sucesivamente.
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El siguiente teorema es de un alto interés tedrico. Nos dice que un grupo cualquiera puede
ser pensado como subgrupo de un grupo de permutaciones. Un ejemplo claro de este fenémeno
es el grupo diedral D,,, que podemos pensar como subgrupo (propio) de S,,.

Teorema 1.61 (Cayley). Sea G grupo. Existe un monomorfismo « : G — Sym(G).

Demostracién. Definimos «(g)(x) = gx, i.e. «(g) es multiplicar a la izquierda por g: es la
representacion regular de G. x(g) € Sym(G) pues tiene como inversa a (g !). « es un
morfismo:

x(gg')(x) = (g&')x = g(g'x) = a(g)(x(g')(x)) Vxe G = algg’) = x(g)ax(g’)
Es inyectiva: a(g) = x(g’) = gx = g'x Vx € G, en particular para e, luego g = g’. O

Observacion 1.10.7. Podemos ver entonces a un grupo G de orden n como subgrupo de
S,, pero a lo mejor podemos verlo como subgrupo de un grupo simétrico mas pequefio. Por
ejemplo, D, tiene orden 2n. Cayley nos dice que podemos verlo como subgrupo de S,,, pero
D,, puede verse como subgrupo de S,, enumerando los vértices del n-agono.

Por otro lado, hay ejemplos de grupos donde el orden del grupo simétrico dado por Cayley
no puede disminuirse. Tomemos el grupo de los cuaterniones @, y veamos que no es subgrupo
de S; para cualquier i < 7. En otras palabras, veamos que no existe una accién fiel de Q sobre
un conjunto A de i elementos, para i < 7.

En efecto, sea p : @ — Sym(A) un morfismo. Si a € A, entonces |Q : Q.| = |o(a)| <7,
luego por Lagrange |Q : Q.| € {1,2,4}, i.e. |Q.| € {2,4,8} y Q, es un subgrupo no trivial de
Q.

Ahora, recordemos que ker p = (] @, (observacién 1.9.9). Por otro lado, es sencillo
Xx€A
observar que todo subgrupo no trivial de Q contiene al subgrupo (—1), por lo tanto el nicleo

de p no es trivial, luego p no puede ser inyectiva.

1.10.1. Conjugacién en S,

La conjugacién en S, tiene una interpretacién sencilla y similar a la conjugacién de matrices.
Dos permutaciones seran conjugadas si y sélo si “hacen lo mismo” pero en lugares diferentes.
Pensemos en lo que sucede con las matrices. La matriz conjugada BAB~! especifica la misma
transformacién lineal que A pero sobre una base nueva. En efecto, BAB™! actia de esta
manera sobre los vectores vistos como combinacién lineal de la base nueva:

= B~ ! expresa el vector en la base original,
= A hace la transformacién original,

= B expresa los vectores transformados a la base nueva.

Lo mismo va a estar sucediendo con las permutaciones en S,. Consideremos oto™!.

Podemos pensar que tenemos n cosas con etiquetas viejas 1,...,ny oto ! es la misma
permutacion pero reetiquetando las cosas: se la aplicamos a una permutacion con las nuevas
etiquetas,

» 0! convierte las etiquetas nuevas a las viejas,
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= T hace la transformacién original,

= O reetiqueta las cosas transformadas con las etiquetas nuevas.

De esta manera podemos pasar por ejemplo de (123)(45) a (513)(24) con o = (235)
(verificarlo).

Definicion. Decimos que dos permutaciones son del mismo tipo si consisten del mismo
nimero de ciclos disjuntos del mismo largo.

Adoptaremos una notacién para el tipo de una permutacién que es mas sencillo de describir
mediante un ejemplo:

Ejemplo 1.10.8. = (12)(3456) y (123)(456) no son del mismo tipo.
= (12) y (34) son del mismo tipo que notamos 2,
= (12)(34) y (13)(24) son del mismo tipo que notamos 2 2,
= (523)(14) y (617)(32) son del mismo tipo que notamos 3 2, etc.

Proposicion 1.62. Dos permutaciones en S, son conjugadas en S, si y sélo si son del mismo
tipo. En particular, todos los r-ciclos son conjugados en S,,.

Demostracién. (=) Basta ver que conjugar un r-ciclo es un r-ciclo. Sea o € S, entonces
o(iy...iy) = (o(i)...0(i)) o= o(iy...i,) ot = (c(ir)...0(i)) (1.13)

La primera igualdad es un juego de palabras: primero mover las letras y luego aplicar ¢ es lo
mismo que primero aplicar o y luego mover las letras movidas por o.
(<) Escribot=(iy...0)...(1---Js),n="(ig...0)) ... (ji .. .Jj.). Definamos o:

P MR ' A

o= ( o

T A A
y se tiene que 0to~ " = 1, como queriamos. Observar que o hace lo que describiamos en la
discusion informal anterior: “reetiquetar las cosas transformadas con las etiquetas nuevas”. [

1

Observacion 1.10.9. La igualdad (1.13) es interesante. No sélo nos dice que conjugar un ciclo
T es un ciclo, sino ademas qué ciclo. En particular si T manda k en / entonces la conjugacién
oto ! manda o(k) en o(/).

Miremos la ecuacion de clases en este caso particular. Si la cantidad de clases de conjugacién
de S, es k y x; son representantes (por lo tanto aparece una permutacién de cada tipo), notando
c(x;) la clase de conjugacién de x;:

k
[Sal =1+ X le(x)|
i—1

Analicemos el caso particular de S;: tenemos 4 clases de conjugacién no triviales,®

5|gnorar la Gltima columna hasta no haber leido la seccién 1.10.2.
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Tipo de permutacidon Representante # en la clase de conj. Paridad

1 id 1 par
2 (12) 6 impar
3 (123) 8 par
22 (12)(34) 3 par
4 (1234) 6 impar

Observacion 1.10.10.
» La tercera columna corresponde a la ecuacion de clases.

= Es facil verificar que los elementos de tipo 2 2 junto con la identidad forman un subgrupo
de S; (y de A4, ver seccién 1.10.3). Siendo ademas unidn de clases de conjugacién, es
por lo tanto un subgrupo normal de orden 4 (de As y de S;), sin elementos de orden 4
y por lo tanto isomorfo a V. Esto muestra que S; (y A4) no son simples.

1.10.2. Signo de una permutacién

Teorema 1.63. Si o € S, se descompone como dos productos de transposiciones:

/ /

C=T1...T, =Ty... Ty

entonces r = r' (méd 2).

Demostracién. Observemos primero que T~! = T para cualquier transposicién T. Entonces

combinando las dos igualdades obtenemos una representacién de la permutacién identidad
como producto de r + r’ transposiciones:

1 /

d=ocot'=1..T,7, ...7]

Basta entonces probar que la identidad sélo se puede escribir como un nimero par de trans-
posiciones, pues entonces r + r’ es par y se deduce la tesis. Escribamos pues

id = (31b1) e (akbk)

con k > 1y a; + b;. Veamos que k es par por induccién en k.

El caso k = 1 no se puede dar pues la identidad no se puede escribir como una transposicion
no trivial. Supongamos entonces que si la identidad se escribe como producto de menos de k
transposiciones entonces k es par.

Alguna de las (a;b;) para i > 2 debe mover a; si queremos que ese producto sea la
identidad. Esto es, algin (a;b;) tiene a a;, podemos suponer que algin a; = a;.

Afirmo que podemos suponer | = 2, en cuyo caso

id = (albl)(albg)c’ (114)

En efecto, si i no es 2 entonces de todas maneras podemos correr (a;b;) hasta el comienzo:
si a, b, ¢, d son nimeros diferentes entonces las férmulas

(cd)(ab) = (ab)(cd), (bc)(ab) = (ac)(bc)
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muestran que cualquier producto de dos transposiciones en el que el segundo factor mueve a
y el primero no, puede ser escrito como producto de dos transposiciones en las que el primer
factor mueve a y el segundo no. Aplicamos esto i — 2 veces y obtenemos la forma deseada.

Suponemos entonces i = 2. Si b, = b; entonces la ecuacién (1.14) reduce la identidad a
un producto de k — 2 transposiciones. Por hipétesis de induccién k — 2 es par, luego k es par,
y terminamos.

En el caso b, + b; se tiene (a1b1)(a1by) = (a1b2)(b1bo), y por lo tanto
id = (albg)(b1b2>(a3b3) Ce (akbk)

Repetimos el argumento anterior: alguno de los a; para i > 4 debe mover as. O reducimos el
numero de transposiciones en dos en una descomposicion de la identidad, y terminamos por
hipdtesis de induccién, o de nuevo reescribimos la descomposicién con el mismo ndmero de
transposiciones pero con una transposicion menos que mueve aj.

Este proceso debe terminar llegando al caso en que dos transposiciones se cancelan, porque
no podemos terminar con una descomposicion de la identidad como producto de transposiciones
en que solo la primera mueve a;. Por lo tanto k es par. O

El teorema anterior nos permite hacer la siguiente

Definicion. Si o0 € S, se escribe como producto de r transposiciones, definimos su signo
como €(0) = (—1)". Decimos que o es par si tiene signo 1, de lo contrario es impar.

Ejemplo 1.10.11. = Una transposicién tiene signo -1.
= La identidad se escribe como (12)(12), por lo tanto tiene signo 1.

= La descomposicion de un r-ciclo en r — 1 transposiciones

(i o.oip) = (inip)(rip—1) - .. (i13)(ii2)
muestra que un r-ciclo es par si y sélo si r es impar.

Teorema 1.64. Existe un dnico morfismo no trivial S, — Z* = {£1}, y este morfismo es
€:5,— {£1}.

Demostracion. Existencia: Ya sabemos que € no es trivial pues vale —1 en toda transposicion.
Es morfismo: sean 0,0’ € S, tales que se escriben como producto de k, k' transposiciones
respectivamente. Entonces 00’ se escribe como producto de k + k' transposiciones, por lo
tanto
e(00’) = (-1)"** = (-1)*(~1)¥ = e(0)e(0)

Unicidad:

Paso 1: Si T € S, es una transposicion, entonces h(t) = h(12).

Si T = (12) ya esta.

Si T mueve o 1 0 2 (no ambos): supongo que mueve a 1, el otro caso es analogo. Entonces
T = (1b), b > 2. Observar que

(1b) = (2b)(12)(2b)

y si le aplicamos h a la ecuacién, nos queda

h(1b) = h(2b)h(12)h(2b) = [h(2b)]2A(12) = h(12)
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usando que h(12) y h(2b) conmutan pues {+1} es conmutativo, y que en {£1} todo elemento
es idempotente (i.e. 12 = (1) = 1).
Si T no mueve ni a 1 ni a 2, entonces T = (ab), a, b > 2. Observar que

(ab) = (1a)(2b)(12)(2b)(1a)
y si le aplicamos h a la ecuacién, nos queda
h(ab) = h(1a)h(2b)h(12)h(2b)h(1a) = [h(1a)]*[h(2b)]?h(12) = h(12)
por las mismas razones de antes.

Paso 2: El valor de h(o) para cualquier permutacién o.
Escribo 0 como producto de k transposiciones. Por el Paso 1, las k transposiciones tienen
la misma imagen por h, llamémosle u € {1}, luego h(o) = u*.

Si u=1, hestrivial, y si u = —1 entonces h(c) = (—1)k = e(0) paratodo 0 S,. [

1.10.3. El grupo alternado

Definicion. Sea n > 3. El grupo alternado en n letras, notado A,, es el subgrupo de S, que
consiste de las permutaciones pares.

Observacion 1.10.12. = A, = kereg, por lo tanto A, < S,,.

= Més ain, es de indice 2: € : S, — {£1} es un morfismo sobreyectivo, por lo tanto
j_: > {il}, luego ’5n : An’ = ‘i_,,:’ =2= ‘An’ = %'

Proposicion 1.65. E/ grupo alternado A, esta generado por los 3-ciclos.

Demostracion. Si o € A,, 0 + id entonces o es producto de un nimero par de transposiciones.
Veamos entonces que el producto no trivial de dos transposiciones puede ser escrito como
producto de 3-ciclos:

.. (ij1) sij=k
() (Kl =577 o "
(ijk)(jkl) sii,j, k, | son distintas
que son todos los casos posibles de un producto de dos transposiciones, i.e. o todas las letras
son distintas, o podemos suponer que las de en medio son las iguales. n

Lema 1.66. Si G es un grupo finito y N<1 G entonces todo elemento de G con orden coprimo
a |G : N| estda en N. En particular, si N tiene indice 2 entonces todo elemento de G con orden
impar esta en N.

Demostraciéon. Sea g € G de orden m coprimo con |G : N|. La ecuacién g™ = e se transforma
en 2" = e en G/N. Ademas gl®/Nl = gl*N = &, luego el orden de g en G/N divide am y a
|G : N|, que son coprimos, por lo tanto g =€, i.e. g€ N. O

Veamos ahora que A4 no es Lagrangiano:

Proposicion 1.67. Ningiin subgrupo de A, tiene indice 2.
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Demostracion. Si A, tiene un subgrupo de indice 2, entonces tiene orden 6. Por otro lado,
por el lema anterior tiene a todo elemento de A; de orden impar. Pero hay 8 elementos de
orden 3 en A, (los 8 diferentes 3-ciclos), absurdo. O

Ya vimos en 1.10.10 que A4 no es simple. Veamos que es la excepcion. Para ello, probamos
primero algunos lemas.

Por la proposicién 1.62, ya sabemos que los 3-ciclos son conjugados en S,,. Ahora nos
preguntamos si son conjugados como elementos de A,. Cuando n = 4 no, por ejemplo (123)
y (132) no son conjugados en A,. Pero para n > 5 si:

Lema 1.68. Sin > 5, los 3-ciclos son conjugados en A,.

Demostracion. Como la conjugacién es una relacion de equivalencia, basta ver que cualquier
3-~ciclo 0 € A, es conjugado a (123) en A,. Por la proposicién 1.62, existe € S, tal que

(123) = o *
Si me A, ya estd. Si no, sea 7' = (45)m € A,: como (45)"! = (45) entonces
ot = (45)mom 1(45) = (45)(123)(45) = (123) O
Lema 1.69. As es simple.

Demostracion. Sea N < As, N & {id}. Si probamos que N contiene un 3-ciclo terminamos,
pues por normalidad de N y el lema 1.68, N los contiene a todos, y por 1.65 se tiene que
N =A,.

Sea 0 € N, o % id. Entonces o tiene orden 3, 4 0 5, luego es de tipo 3,2 2, 0 5. Si 0 es
de tipo 3 ya estd. Si 0 = (ab)(cd), entonces N contiene

eN pues N<As

((abe)(ab)(cd)(abe) )(ab)(cd) = (be)(cd)(ab)(cd) = (aeb)

Si 0 = (abcde) entonces N contiene

eN pues N<As

((abc)(abcde)(abc) ) (abcde)™ = (adebc)(aedch) = (abd)

En cualquier caso N contiene un 3-ciclo, y ya esta. O

Lema 1.70. Sin > 5 entonces toda o € A, 0 =+ id tiene una conjugada o’ + ¢ que coincide
con o en algin i, i.e. tal que o(i) = o'(i) para algini =1, ..., n.

Demostracion. Sea o € A,, 0 + id. Escribimos 0 como producto de ciclos disjuntos y notamos
r a la mayor longitud de ciclo que aparece en la descomposicién. Reetiquetando los indices
podemos suponer

o=(1...nm

donde (1...r) y 7t son disjuntos.
Sir>3,seat=(345)y 0’ = tot . Entonces

tot (1) =
ToT™

2l
-
—
N
N~——
Il



y ya esta. Si r = 2 entonces o es producto de transposiciones disjuntas. Si es producto de al
menos tres, entonces n > 6 y reetiquetando (ver observaciéon 1.10.13) podemos suponer

o= (12)(34)(56) ...
Sea T = (12)(35) y 0’ = 16T . Entonces

1) =
v1(3) =

= o(1)

o’ o 2

o’ o (6) =6 + 4 = 0(3)

y ya esta. Si es producto de dos transposiciones disjuntas, entonces reetiquetando podemos
suponer

o= (12)(34)....
Sea T = (132) y 0’ = tot! = (13)(24). Entonces ¢’ & ¢ y ambos fijan 5. O

Observacion 1.10.13. jPor qué podemos hacer esas suposiciones acerca de como es ¢? Es
decir, si o tiene un ciclo (i1 .../ ), ipor qué podemos suponer que es (1...r)? Si el lector ya
esta convencido, sirvase seguir adelante con su lectura. De lo contrario, aqui va una explicacién
mas formal.

Consideremos una permutacién T € S, tal que 1 — iy, ..., r — i.. Consideremos

TA Tt = {TpTr P e A}

Definamos el isomorfismo ¢ : A, — TA, T Y — Tt & : 0 — TOoT !, ¥y como
y

(i ...1i) es el ciclo mas largo de o en A,, entonces

ot iy i) M (i) . t(i) = (1)

1 1

es el ciclo mas largo de Tot™" en TA,T . Entonces, “reetiquetando ¢" significa trabajar
1

mediante el isomorfismo ¢ con oto~! en TA, T

Teorema 1.71. A, es simple si y sélo sin =3 o n > 5. En particular, para estos n A, no
tiene subgrupos de indice 2.

Demostracion. Ya vimos en el ejemplo 1.10.10 que A4 no es simple. Ademas A; es simple
porque es de orden 3. Basta ver que si n = 5 entonces A, es simple.

Por induccién en n. Por el lema 1.69, podemos suponer n > 6. Consideremos la accion
natural A, x {1,...,n} — {1,..., n}, y consideremos los subgrupos estabilizadores G; que
fijan i, de manera que G; ~ A, 1 que es simple por hipétesis de induccién (y porque n = 6).

Sea N< A,, N + {id}. Veremos que N = A, probando que N contiene un 3-ciclo. Sea
o€ N, o =+ id. Por el lema 1.70, existe 0’ conjugada de o tal que 0’ & o, o’(i) = o(/) para
algtin i. Como N < A, entonces o’ € N.

Entonces 010’ € N no es la identidad vy fija i:

o to(i) = o Ho(i) =i

por lo tanto N n G; es un subgrupo no trivial de G;, y es normal en G; pues lo es en A,.
Pero G; es simple, luego N n G; = G;, por lo tanto G; < N. Pero G; contiene un 3-ciclo
(construido con 3 indices cualesquiera diferentes de i), entonces N también contiene un 3-ciclo
y ya esta. O]
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Corolario 1.72. Si n > 5, el dnico subgrupo normal propio de S, es A,. En particular S,
tiene un tnico subgrupo de indice 2, que es A,.

Demostracion. Sea N <1 S,, propio. Entonces N n A, < A,,, que es simple.

SiNnA,=A, entonces N o A, que tiene indice 2 en S, luego N =A, 0o N =§,.

Si Nn A, ={e}, el mapam|y: N > j—z, n — 7 es inyectivo, luego N tiene orden 1 o
2. Pero N no puede tener orden 2, pues al ser normal es unién de clases de conjugacion, y
no hay una clase de conjugacién unitaria no trivial en S, por el corolario ?? (recordando que
una clase de conjugacién es unitaria si y sélo si el elemento esta en el centro, ver observacion

1.9.6). Entonces N = {e}. O
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1.11. Series subnormales

Definicién. Sea G grupo. Una cadena de subgrupos
{e}=G0<G1<-~-<1G,=G (115)

donde cada uno es normal en el siguiente, se llama una serie subnormal de G. Decimos que
los subgrupos G; son subnormales en G. Si ademas cada G; < G, entonces (1.15) se llama
serie normal de G.

Los grupos cociente G;.1/G; son los factores de la serie.

Una serie subnormal es mas una “filtracién” de G que una descomposicién: si leemos
(1.15) de derecha a izquierda, es como ir imponiendo filtros cada vez mas rigurosos a G.

Ejemplo 1.11.1. 1. Todo grupo tiene al menos una serie subnormal, que es la trivial {e}<G.
Si G es simple, entonces es la tnica.

2. Un grupo puede tener series subnormales con factores no isomorfos, por ejemplo
{0} <(2)<Z¢y {0} <(3)<Zs.

3. Dos grupos no isomorfos pueden tener series subnormales con factores isomorfos. Por
ejemplo, {0} <(2) < Z,, y {1} < (R) < D, son series subnormales de Z,, y de D,
respectivamente, con factores ciclicos de orden ny 2. Observar ademas que si n es una
potencia de 2 entonces Z,, no es un producto semidirecto de Z, con Z,.

4. Si G es un producto directo, entonces induce una serie subnormal con factores isomorfos
a los factores del producto. Por ejemplo, si G = H; x H, x Hs, entonces

{(e;e,e)} < H; x {e} x {e} < Hy x Hy x {e} < H; x Hy x H3

es una serie subnormal de G con factores isomorfos a H;, H, y Hs.

Sin embargo, no toda serie subnormal proviene de una descomposicién del grupo en
factores isomorfos a los factores de la serie. En el ejemplo anterior, los factores de D,
son Z, Yy Z,,y D, no es producto directo de éstos pues no es abeliano.

Definicion. Una serie subnormal de G es un refinamiento de otra si introdujo mas subgrupos
subnormales en medio. Si ninguno de los nuevos factores es el grupo trivial, entonces el
refinamiento es no trivial.

Proposicion 1.73. 1. Si H < G, entonces si intersectamos una serie subnormal de G
como (1.15) con H, obtenemos una serie subnormal para H:

{e}=HnG<HnNnG<---<HnNG =H

Ademas los factores sucesivos de esta serie son isomorfos a subgrupos de los factores
sucesivos de (1.15).

2. SiN< G, entonces si (1.15) es una serie subnormal de G, obtenemos una serie subnormal
para G/N: - B
(€} =Go=Gi<---<G, = G/N (1.16)

donde G; := (NG;)/N. Ademds los factores sucesivos son isomorfos a cocientes de los
factores sucesivos de (1.15).
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Demostracion. 1. Consideremos el morfismo obvio (incluir y proyectar): 7w: H; 1 == H n
Giy1 — Gjy1/G;. Entonces

ker7t=H,-+1mG,-=(Hm G;+1>ﬁGi=Hﬂ G,'ZH,'
Entonces H; < H;;1, y ademéas H;,1/H; es isomorfo a un subgrupo de G;,1/G;.

2. Alser N< Gy G; < G obtenemos NG; < G para todo .

Tenemos que N < NG; pues N < G. Entonces NG;/N < NG;,1/N pues G; < G,;.
Obtenemos entonces que (1.16) es una serie subnormal para G/N.

Combinando los teoremas de isomorfismo con la observaciéon NG;,; = (NG;)G;;1 se

obtiene

NG,'+1/N 3”’590. NG,'+1 . (NG,')G,'+1 2°§o. G,'+1 3”590. G,‘+1/G,'

NG,/N N NG, NG, N G;+1 M G,N N (Gi+1 M NG,)/G,
luego los factores de (1.16) son isomorfos a cocientes de (1.15). O

A continuacién consideramos las series subnormales maximales:

Definicion. Una serie subnormal que no se puede refinar no trivialmente y no tiene repeticiones
se llama serie de composicién. La cantidad de subgrupos subnormales (descontando el trivial)
que aparecen en la descomposicién es el largo de la serie de composicién, por ejemplo r en
(1.15) si es una serie de composicion.

Observacion 1.11.2. Una serie subnormal no se puede refinar no trivialmente si y sélo si todos
los factores son simples. Esto se deduce de la correspondencia entre los subgupos normales
de un cociente H/N y los subgrupos normales de H.

Por lo tanto, una serie es de composicién si y sélo si todos sus factores son simples y no
triviales.

De esta manera, una serie de un grupo abeliano es de composicion si y sélo si sus factores
tienen orden primo.

Si pensamos en una serie subnormal como una “factorizaciéon” del grupo, un refinamiento
seria una factorizacién mayor, y una serie de composicién seria como una factorizacién en
factores primos. Evitar las repeticiones seria como evitar unos en una factorizacion.

Ejemplo 1.11.3. 1. Un refinamiento no trivial de {1} <{(R?>)< D, es {1} <(R*) < (R) <
D,. Si n = 4 esta serie no se puede refinar mas pues todos los factores tienen or-

den 2: es una serie de composicién para D,. Otra serie de composicién para D, es
{1} < (S)<(R? S)< D,. Ambas series de composicién tienen los mismos factores.

2. {1} <(R>»<{(Ry<Dsy {1} <(R*)<(R3 S) < Ds son dos series de composicién de
Dg. Ambas tienen factores una vez Zs y dos veces Z;, pero aparecen en otro orden.
Probaremos que esto ocurre en general.

3. Una serie subnormal para S; es {1} < Ay <S4, que a su vez podemos refinar (recordar
observacién 1.10.10) a
{1}<V< A< S, (1.17)
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V tiene como subgrupo normal al subgrupo ciclico U generado por un elemento de orden
2, y obtenemos entonces la serie

{I}<U<V<A<S, (1.18)

que no se puede refinar no trivialmente porque cada subgrupo tiene indice primo en el
subgrupo siguiente. Esta es entonces una serie de composicién para S, de largo 4.

Proposicion 1.74. Todo grupo finito no trivial tiene una serie de composicion.

Demostracién. Por induccién en |G|. Empezamos con la serie subnormal trivial {e} < G. Si G
es simple entonces es una serie de composicion y ya esta. Si no, G tiene un subgrupo normal
no trivial N, y obtenemos {e} < N < G/N.

Si Ny G/N son simples, entonces es de composicién y ya esta. Si no, continuamos refinando
no trivialmente. Este proceso debe parar, pues G es finito y se tiene, por transitividad de
indices:

|G| = |G, : G,_1]...|Ga: G1||Gy : Go| = 2" O

Observacion 1.11.4. Los grupos infinitos pueden no tener una serie de composiciéon. Por
ejemplo Z no tiene. En efecto, si {0} < mZ < --- < Z es una serie subnormal, entonces por
ejemplo {0} <2mZ < mZ < --- < Z también lo es.

Teorema 1.75 (Jordan-Holder). Si G es un grupo no trivial y
{e}=G<G<---<G =G

{e}=(~;0<1(~;1<1~-<és=G

son dos series de composicion para G, entonces r = s y para alguna permutacién e S, se
tiene éi/G;:1 ~ Gﬂ(;)/Gn(,-)_l para 1l < i<r.

En otras palabras, el largo de una serie de composicion para G es dnico, y los factores
(con multiplicidades) también (aunque no necesariamente aparecen en el mismo orden).

Observacion 1.11.5. Esto nos permite especificar cémo “todo grupo finito (o mas en general,
todo grupo que admite una serie de composicién) esta construido a partir de grupos simples”.
Dado un grupo G con una serie de composicién, los factores determinan ciertos ((nicos por
Jordan-Hélder) grupos simples H;. Ya vimos en el tercer ejemplo de 1.11.1 que no podemos
esperar recuperar un Unico grupo solamente a partir del largo de una serie de composicion y
de sus factores. Hay que especificar cdmo los factores se juntan para formar un grupo mayor.
Hacer esta descripcion equivale a describir las posibles extensiones de H;,

e K,' G,' H,' e

donde G; son los subgrupos subnormales de |a serie de composicién, H; = G;/G;_1,y Ki ~ G;_;.
Por lo tanto, sabemos que un grupo que admite una serie de composicién se construye tomando
extensiones de ciertos grupos simples, pero saber exactamente cémo es el problema de la
extension que ya comentamos. El tercer ejemplo de 1.11.1 nos muestra que el problema de la
extension no se resuelve con algo tan sencillo como un producto semidirecto.

Este problema estd ausente en la analogia con los nimeros primos, pues determinan un
Gnico nimero que es la multiplicacién.
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Para probar el teorema, empezamos con un lema técnico.

Lema 1.76 (Zassenhaus). Sea G grupo, A< A* < G, B< B* < G. Entonces se tiene
A(A* n B) < A(A* n B*) y B(B* n A) < B(B* n A*), y hay un isomorfismo

A(A* A B*) _ B(B*n A¥)

A(A*~ B) ~ B(B*n A)

Demostracion. Probemos primero que An B* <1 A* n B*; intercambiando las letras obtenemos
también A* n B < A* n B*.

Sea c € An B*, x € A* n B*. Entonces xcx ! € A pues c € Ay x € A* = A. También
xcx~t e B* pues ¢, x € B*. Por lo tanto xcx™! € An B*, y ya esta.

Por lo tanto se tiene D := (A n B*)(A* n B) < A* n B*. Definamos ahora un isomorfismo

A(A* A B*)  A* A B*

~

AA*~B) — D

en cuyo caso ya esta, pues intercambiando las letras obtenemos otro isomorfismo
B(A* n B*) A*n B*
B(An B*) D

y componiendo isomorfismos obtenemos el deseado.

Sea @ : A(A* n B*) - (A* n B*)/D, ax — xD, donde a€ Ay x € A* n B*.

@ esta bien definida: si ax = a'x’, entonces (&) ta = x'x ! € An(A*nB*) = AnB* < D,
luego x'x 1 e D, i.e. xD = x'D.

@ es morfismo: @(axa'x’) = @(a"xx") = xx'D = @(ax)@(a'x).

Es un ejercicio sencillo verificar que @ es sobreyectiva y que ker @ = A(A* n B); el primer
teorema de isomorfismo concluye la demostracién. O

Teorema 1.77 (de refinamiento de Schreier). Dos series subnormales de un grupo admiten
refinamientos equivalentes, i.e. con mismos factores. Esto es, dadas dos series subnormales,
podemos insertar subgrupos subnormales de manera que los factores sean isomorfos, contando
multiplicidades.

Demostracién. Sean
{e}=G<G < <G =G

{e} = G<G<---<G, =G

series subnormales para G. La idea es insertar una copia de la segunda serie entre cada G; y
Git1 de la primera serie, y una copia de la primera serie entre cada G; y Gj;; de la segunda
serie. El lema de Zassenhaus nos va a permitir probar que estas nuevas series largas son series
subnormales, refinamientos de las originales con factores isomorfos.

Sea Gjj = Gi(Gjy1 N Gj). Se tiene que G;j < Gj;1 pues G; < Gj,1, luego Gjj < Gj(jz1).
Obtenemos entonces la serie

"'<G,'<G,'1<"'<G,'s: i1 < ...
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Andlogamente, si Gpq = Gp(épﬂ N Gq), se obtiene la serie

<G <Gy << Gps =Gy <L

Ambas series largas tienen rs términos. Para cada /,j aplicamos el lema de Zassenhaus a los
subgrupos G; < Gi11 y Gj < Gjy1: nos dice que las dos series largas son series subnormales,
por lo tanto refinamientos de las series originales; y que hay un isomorfismo

Gjj . Gi(Gi+1 N Gj+1) - Gj(éjﬂ N Gi+1) B Gi'

Gi(j+1) Gi(Gi1nG)  G(GiinG) Gigj+1)

La asociacion G;j/G,-UH) — ,-j/G,-(jH) es una biyeccién, por lo tanto los dos refinamientos
son equivalentes. O]

Ahora el teorema de Jordan-Holder es un sencillo corolario:

Demostracion. Sea G un grupo con dos series de composiciéon. Como una serie de composicion
sblo se puede refinar de manera trivial, el teorema de Schreier nos dice entonces que ambas
series tienen factores isomorfos, contando multiplicidades. O

Damos otro corolario del teorema de Schreier:

Corolario 1.78. 5i G es un grupo con una serie de composicion, entonces toda serie subnormal
se puede refinar a una serie de composicion.

Demostracion. Refinamos la serie subnormal y la serie de composicion a un refinamiento
equivalente por Schreier. De nuevo, una serie de composicién sélo se puede refinar trivialmente,
luego la serie subnormal se refina a una serie de composicion. O

Observacion 1.11.6. La factorizacion tnica en niimeros primos es un caso particular del teorema
de Jordan-Holder para grupos ciclicos finitos:

Sea n > 2. Como Z, es abeliano, una serie de composicién de Z, tendra factores ciclicos
de orden primo. Por lo tanto si (1.15) es una serie de composicién para G = Z,, y si
pi = |Giy1 : Gj|, entonces se tiene n = p; ... p,, y obtenemos una factorizacién en primos de
n. Esto prueba la existencia de una factorizacién.

Si n = p;...p, es una factorizacién de n en nimeros primos, entonces la serie

{0}<]<p1pr><]<p2pr><]<]<pr><]<1>:Zn

es una serie de composiciéon para Z, con factores primos de orden py, ..., p,. Comparando
esta serie con una serie subnormal arbitraria como (1.15) para G = Z,, se tiene entonces, por
Jordan-Holder, que dos descomposiciones de n en primos son iguales.

1.11.1. Grupos resolubles

Definicion. Un grupo G es resoluble si existe una serie subnormal de G
{e}=G<G < <G =G

tal que los factores G;,1/G; son abelianos. Decimos que esta serie es una serie abeliana.
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Ejemplo 1.11.7.
= Todo grupo abeliano G es resoluble, tomando la serie trivial {0} < G.

= 53 es un grupo no abeliano y resoluble, pues {1} <t A; <t S5 tiene factores A3/{1} ~ Z;
Yy 53/A3 ~ Z2.

= S, también es resoluble, pues la serie (1.17) es abeliana: V//{1} ~ Zy x Z,, Ay/V ~ Zs
Yy 54/A4 A ZQ.

Obtenemos ademas que A, es un grupo resoluble que no es Lagrangiano (recordar la
proposicién 1.67).

= Recordemos (ejemplo 1.2.4) que Z(SL,(k)) = mn(k)l,. Tenemos entonces la serie

{1} < (k) < SLo(K) < GL, (K)

Si n no es primo, ésta no suele ser una serie de descomposicion, pues w,(k) es ciclico
de orden n.

Esta serie no suele ser abeliana, pues (recordar ejemplos 1.2.4 y 1.3.9) mientras que
el primer y dltimo cocientes son abelianos, SL,(k)/u,(k)l, = PSL,(k) no suele ser
abeliano.

= En el corolario 1.89 demostraremos que los grupos de orden p” son resolubles.

= Teorema de Burnside: Todo grupo de orden p?q” es resoluble. La demostracién mas
sencilla de este teorema usa la teoria de caracteres. Como corolarios, todo grupo de
orden p?g® es simple; ademas, todo grupo finito no abeliano simple debe tener orden
divisible por tres primos diferentes.

= Teorema de Feit-Thompson, 1963: Todo grupo finito de orden impar es resoluble.
La demostracién de este teorema estd muy lejos del alcance del humilde redactor de
estas notas. Lo enunciamos por completitud y como curiosidad, pero no usaremos el
resultado.

La siguiente proposicion dice que “ser resoluble” es una propiedad cerrada bajo subgrupos,
cocientes, extensiones de grupos, y productos.

Proposicion 1.79. Se cumple:
1. Si G es resoluble y H < G, entonces H es resoluble.
2. Si G es resoluble y N < G, entonces G/N es resoluble.

3. Si N< G son tal que N y G/N son resolubles, entonces G es resoluble. En particular el
producto directo de grupos resolubles es resoluble.

4. Si H, K < G son subgrupos resolubles, y H< G, entonces HK es resoluble.

Demostracion. 1. Basta aplicar el primer item de 1.73 a una serie abeliana de G, y observar
que un subgrupo de un grupo abeliano es abeliano.
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2. Basta aplicar el segundo item de 1.73 a una serie abeliana de G, y observar que un
cociente de un abeliano es abeliano.

3. Sea {e} = Ng< Ny <---< Ny = N una serie abeliana de N. Recordando que los
subgrupos normales de un cociente K/N son de la forma H/N para H < K, una serie
abeliana de G/N es de la forma {e} = Hy/N < H;/N < ---< H;/N = G/N, donde
N, = Hy< H;---< H; = G. Entonces una serie abeliana de G es

{e}=No<Ny<---<Ny=Hy<H < ---<H; =G

En particular, como H x K/H ~ K, se deduce que H x K es resoluble.

4. Por el segundo teorema de isomorfismo, HK/H ~ K/(H n K), que es resoluble pues
es cociente de K (usando el segundo item de esta proposicién). Tenemos entonces que
HK/H y H son resolubles, luego por el tercer item de esta proposicién HK también es
resoluble. O]

Proposicion 1.80. Un grupo finito es simple y resoluble si y sélo si es ciclico de orden primo.

Demostracion. Si un grupo es ciclico de orden primo, entonces es abeliano y no tiene subgrupos
propios, luego es simple y resoluble.

Reciprocamente, sea G finito, simple y resoluble. Al ser simple, G admite una (nica serie
subnormal {e} < G, y al ser G resoluble, G/{e} ~ G debe ser abeliano. Por lo tanto todos
sus subgrupos son normales, luego al ser simple no puede tener subgrupos propios. Sea g € G,
g + 0. Entonces {(g) % {0}, y como G no tiene subgrupos propios debe ser G = (g), i.e. G
es ciclico. Pero un grupo ciclico finito tiene subgrupos para todos los divisores del orden del
grupo (ver ejercicio 10), luego el orden de G debe ser primo. O

Corolario 1.81. Son equivalentes:
1. G es finito y resoluble,
2. G tiene una serie normal con factores ciclicos de orden primo,
3. G tiene una serie de composicién con factores ciclicos de orden primo.

Demostracion. (1 = 2 = 3) G tiene una serie abeliana: sus factores son finitos, abelianos y
resolubles por la proposicién 1.79: entonces por la proposicién anterior, deben ser ciclicos de
orden primo. Esta es ademas su serie de composicién, pues sus factores son no triviales de
orden primo (observacién 1.11.2).

(3= 1) Si G tiene una serie de composicion con factores ciclicos de orden primo, entonces
es una serie abeliana de G. m

Corolario 1.82. Sin > 5, entonces A, y S, no son resolubles.

Demostracién. Ya sabemos que A, es simple si n > 5 (teorema 1.71), luego al ser finito, para
ser resoluble deberia ser ciclico de orden primo, y no lo es.

Por el corolario 1.72, la dnica serie de composicion de S, es {1} < A, < S,. Si S, fuera
resoluble, entonces al ser finito, por el corolario anterior los factores deberian ser ciclicos de
orden primo. Pero A, no es ciclico de orden primo, entonces ya esta. O
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Para terminar la seccién, damos otra caracterizacioén de los grupos resolubles.
Definicion. Sea G grupo, x,y € G. El conmutador de x e y es
[x,y] = x"y T ixy
El nombre se debe a que xy = yx[x, y].
Proposicion 1.83. Los conmutadores cumplen las siguientes propiedades:
" Xy =yx < [x,y]=e.
=[xy =1y «].

» Si@: G — H es morfismo de grupos, entonces @([x,y]) = [@(x), (y)]. En particular
glx.ylg™ = [gxg t gyg].

Demostracion. El tnico item que no es obvio es el ltimo:

-1 -1

o([x.y]) = o(xyxy) = 0(x) oY) e (x)e(y) = [e(x), @ (y)]
Se deduce g[x,y]g™! = [gxg ™', gyg '] tomando H = G y ¢ la conjugacién por g. []

Definicion. El subgrupo de G generado por todos los conmutadores se llama subgrupo
conmutador o subgrupo derivado, y se nota [G, G| o G'.

Proposicion 1.84. Sea G grupo.
» G es abeliano si y sélo si G' = {e}.
» G’ char G,'° en particular G' < G.

" SiG' < H < G entonces H< G.

G/G’ es abeliano.

Si N < G, entonces G/N es abeliano si y sélo si G' < N.
Demostracién. » G esabeliano < [x,y] =€ Vx,ye G < G' = {e}.

= Todo elemento de G’ es de la forma [x1, y1] ... [Xn, ¥a]. Sea @ € Aut(G). Entonces

o([xi, ) - @([xn, ¥al)

(Dl [Xn yal) =
= [(P(Xl), (p()/lﬂ S [(p(xn), (p()/n)] c G

luego G’ char G.
= Sea Htal que G' < H< G ysean g€ G,he H. Se tiene
(ghg™") ™" =g 'hg = (hh™")(g"'hg) = h[h.g] e H

luego ghg e Hy H< G.

®Mas alin, G’ es invariante bajo cualquier endomorfismo de G. Un tal subgrupo se dice totalmente
caracteristico (“fully characteristic” en inglés).
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= Sean xG',yG' € G/G’. Se tiene
(xG)(yG") = (yG')(xG') — xyG =yxG' < x 'y xye G < [x,y]e (G
lo cual es cierto, luego G/G’ es abeliano.

» Si G’ < N, entonces por el tercer teorema de isomorfismo G/N ~ (G/G’)/(N/G’) que
es un cociente de un grupo abeliano por el item anterior, luego G/N es abeliano.

Reciprocamente, si G/N es abeliano entonces (xN)(yN) = (yN)(xN), luego [x, y| =
x"1y~Ixy € N. Entonces todos los conmutadores estan en N, luego el subgrupo que
generan también, i.e. G' < N. 0

Observacion 1.11.8. Las dltimas dos propiedades nos dicen que G’ es el menor subgrupo
normal de G tal que el cociente es abeliano.

De esta manera, el tamaiio del subgrupo conmutador nos da una idea de “cuan lejos” esta
el grupo de ser abeliano: a menor subgrupo conmutador, mas “abelianidad”. Es un rol “dual”
al que cumple el centro: a mayor centro, mas “abelianidad”.

Mas evidencia de esta “dualidad” es que todo subgrupo contenido en el centro es normal,
mientras que todo subgrupo que contiene al conmutador es normal.

Definicién. Sea G grupo. El grupo abeliano G/G’ se llama abelianizacién de G y se denota
Gab-

Proposicion 1.85 (Propiedad universal de la abelianizacién). Sea G grupo. Entonces cualquier
homomorfismo de grupos f : G — A donde A es un grupo abeliano se factoriza a través de
G.p. Es decir: existe un tnico morfismo f tal que el siguiente diagrama conmuta:

A
—
it}
P

Demostracion. Si g, h € G entonces

f(lg. h]) = f(g *h~*gh) = f(g) ' f(h) f(g)f(h) = [f(g).f(h)] = e

pues A es abeliano. Por lo tanto G’  ker f, y la existencia y unicidad de f se siguen de la
propiedad universal del cociente. O

Definicion. Definimos el subgrupo derivado n-ésimo por recursion:
GO =6 G = (G

Esto es, el derivado n-ésimo es el conmutador del conmutador del conmutador... n veces. La
serie derivada de G es

Observacion 1.11.9. Como los subgrupos conmutadores son caracteristicos y la propiedad de
ser caracteristico es transitiva, la serie derivada es una serie normal.
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Teorema 1.86. Un grupo es resoluble si y sélo si tiene una serie derivada que estabiliza, i.e.
si existe un n € Z* tal que

Ademas la serie derivada es la menor serie abeliana de un grupo resoluble.

Demostracién. Si n € Z* es tal que G" = {e}, entonces su serie derivada es una serie
resoluble para G, pues G)/GU*1) es abeliano.
Reciprocamente, sea
G = GQ>G11>'-->G,7={€}

una serie abeliana de G. Como G/G; es abeliano, entonces G; > G’. Ademias G, < Gi, luego
G’ G, < Gi. El segundo teorema de isomorfismo nos da G'/(G'n Gy) ~ G'G,/G, < G1/G, que
es conmutativo, luego G'/(G’ n G,) es conmutativo, luego G” < G’ n G, < G,. Continuando
por induccién, se tiene G') < G; para todo i, y por lo tanto G(" = {e}. O
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1.12. p-grupos y los teoremas de Sylow
Definicion. Sea p primo. Un p-grupo es un grupo finito G tal que |G| = p” para algin n e N.

Proposicion 1.87. Un grupo finito G es un p-grupo si y sélo si todo elemento tiene orden
una potencia de p.

Demostracién. (=) Por el teorema de Lagrange.

(<) Supongamos que existe g primo distinto de p tal que g | |G|. Entonces por Cauchy
G tiene un elemento de orden g, que no es una potencia de p, absurdo. O

Observacion 1.12.1. La proposicién anterior nos habilita a definir un p-grupo G mas general-
mente como un grupo donde todo elemento tiene orden una potencia de p, y entonces G no
tiene por qué ser finito. Como no trabajaremos con estos p-grupos infinitos, no nos hacemos
problema con esta disquisicién.

Teorema 1.88. Todo p-grupo no trivial G tiene centro no trivial. Equivalentemente, si G es
un p-grupo no trivial, entonces p | |Z(G)|.

Demostracion. La equivalencia se sigue del teorema de Lagrange. Probemos la segunda for-
mulacién. Sea G un p-grupo no trivial. Entonces |G : C¢(y)| es una potencia de p, para todo
y en la ecuacién de clases:

Gl = 1Z(G)|+ )]G : Caly)

Como |G : C¢(y)| > 1, entonces |G : C¢(y)| es una potencia de p que no es p° para todo y,
luego p | D}|G : Cs(y)|. Pero ademas p | |G|, luego p | |Z(G)|. O

Corolario 1.89. Todo p-grupo finito es resoluble.

Demostracién. Por induccién en el orden de G. Como el centro Z(G) es no trivial, la hipétesis
de induccién nos da que G/Z(G) es resoluble. Por el tercer item de 1.79, como Z(G) y
G/Z(G) son resolubles, entonces G es resoluble. O

Teorema 1.90. Todo p-grupo tiene subgrupos normales de todos los érdenes posibles.

Demostracion. Sea G grupo, |G| = p". Veamos que G tiene subgrupos normales de orden
p™, para todo m < n, por induccién en n. Para n = 0 el resultado es trivial.

Supongamos que el resultado vale para grupos de orden n — 1. Si |G| = p”, por el
teorema anterior p | |Z(G)|. El teorema de Cauchy nos dice que existe g € Z(G) de orden p.
Consideremos el subgrupo de orden p, N = (g) < G, pues (g) < Z(G).

Consideremos ahora el cociente G/N: es un grupo de orden |G|/|N| = p™!, luego por
hipdtesis de induccién G/N tiene subgrupos normales de orden p™ para todo m < n— 1.

La correspondencia entre subgrupos normales del cociente G/N y subgrupos normales
H <1 G que contienen a N nos garantiza la existencia de subgrupos normales de G de orden
p™, para todo m < n. O

Lema 1.91. Sea G grupo. Si H < Z(G) es tal que G/H es ciclico, entonces G es abeliano.
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Demostracién. Supongo G/H = (aH). Afirmo que G = {a)H.

En efecto, si g € G entonces gH = a'H, luego a—'g € H: existe he H tal que a~'g = h.
Se tiene entonces g = a'h, i.e. g € (a)H.

Por lo tanto todo elemento de G es de la forma a'h, i € Z. Sean entonces g = a'h, g’ =
a'l e G:

heZ(G , heZ(G)

gg = (ah)(a"h) "L aa hiy LS g G p LS

a'Wah=gg O

Teorema 1.92. Todo grupo de orden p? es conmutativo. Por lo tanto si |G| = p? entonces
G~ZpxZlpoG~Zp.

Demostracién. Sea G de orden p?. Entonces G es un p-grupo no trivial, luego Z(G) + {e}.
Si |Z(G)| = p, entonces |G/Z(G)| = p, luego G/Z(G) es ciclico: por el lema anterior,
esto implica que G es abeliano.
Si |Z(G)| = p?, entonces Z(G) = G y G es abeliano. O

Lema 1.93. Sea G un p-grupo que actua en un conjunto finito X. Entonces
[X| =Xl (méd p)
Demostracion. Considero la “ecuacién de clases general” (1.12):
[X] = X0l + > |G : G| con|G:G,|>1 (1.19)

Se tiene que |G : G| | |G| = p", y ademés |G : G,| > l,entonces p | |G : G,/
Se deduce la tesis reduciendo médulo p la ecuacién (1.19). O

Corolario 1.94. Si G es un p-grupo, entonces |Z(G)| = |G| (méd p).
Demostracién. Considerar la accidén de G sobre si mismo por conjugacién y aplicar el lema. [

Definicion. Sea G grupo, p | |G|. Un subgrupo de G es un p-subgrupo de Sylow si su orden
es la mayor potencia de p que divide |G| (i.e. un p-subgrupo de Sylow es un p-subgrupo de
orden maximal).

Notamos Syl,(G) = {p-subgrupos de Sylow de G}.

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de p-subgrupos para todas las potencias
de p posibles; en particular, nos garantiza la existencia de p-subgrupos de Sylow.

Teorema 1.95 (Sylow 1). Sea G un grupo finito. Si p" | |G| entonces G tiene un subgrupo
de orden p".

Demostracién. Si probamos que G tiene un p-subgrupo de Sylow ya esta, en virtud del teorema
1.90. Sea entonces r maximal: escribimos |G| = p"m, donde p / m.
Consideremos X = {subconjuntos de X de tamafio p"} y la accién

G x X — X, g-A=gA={ga:acA}

Observar que efectivamente gA tiene tamaifio p", a — ga es una biyeccion de A en gA,
luego la accién esta bien definida.
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Dado A € X, consideramos H = Stab(A) < G. Afirmo que |H| < p". En efecto, dado
ap € A se tiene que H — A, h — hag es una inyeccién de H en A, que tiene tamaio p". Por
lo tanto

<p’

|G = |G : H||H| = |o(A)] |H]| (1.20)
por el teorema de la érbita y el estabilizador.

Ahora, si podemos probar que existe un A tal que p } |o(A)|, entonces H es el subgrupo
que estamos buscando. En efecto, si p / |o(A)| entonces como |G| = p"m con p / m, se debe
tener p" | |H| < p" (por la ecuacién 1.20), luego |H| = p" y ya esta.

Probemos que existe un tal A. Consideremos X como unién disjunta de orbitas,
X =|_]o(A). Se tiene entonces

X1 = lo(A)]

Esta ecuacién muestra que si pruebo que p | |X|, entonces debe existir un A tal que
p / |o(A)|, terminando la demostracién. Ahora bien,

_(pm\ (p"m)! _(pm)(p'm—1)...(p"m—p"+ 1)(p'm—p")!
XI= (pf ) C(prm—p)i(p)! (p"m — p)!(p")!
_ pm...(p"m—1i)...(pP'm—p" +1)
pr...(pr—i)...(pr—p +1)

Observar la simetria entre el numerador y el denominador, con i =0, ..., p" — 1. Conside-
remos aquellos i tales que p | (p"m — i). La mayor potencia p* de p que divide p"m — i es la
misma que la mayor potencia de p que divide a i, pues i < p" implica k < r ya que p | m.

De la misma manera, para aquellos i tales que p | (p" — i), la mayor potencia de p que
divide p” — i debe ser la mayor potencia de p que divide a /.

Por lo tanto los términos correspondientes en el numerador y el denominador que son
divisibles por p, son divisibles por las mismas potencias de p, luego se cancelan todas las
potencias de p en el cociente y p / | X|, terminando la demostracién. ]

Lema 1.96. Sea P € Syl ,(G), H < G un p-subgrupo. Si H normaliza a P, i.e. si H < Ng(P),
entonces H < P. En particular, si H € Sylp(G) y H normaliza a P, se tiene H = P.

Demostracion. Para probar H < P probaremos HP = P. En efecto, si HP = P, entonces
dado h € H se tiene que si p € P, entonces hp = p’ € P para algin p’ € P, luego
h=ppteP=heP.

Obviamente P < Ng(P) y H < Ng(P). Por lo tanto HP < Ng(P). Podemos entonces
aplicar el segundo teorema de isomorfismo:

H _HP
HAP P

Entonces como |H| es potencia de p, |H|/|H n P| es potencia de p, luego |HP|/|P| es potencia
de p, i.e. |HP : P| es potencia de p.

Por otro lado |[HP| = |[HP : P||P|, y P € Syl,(G), luego |P| es la mayor potencia de p
que divide |G|, y como HP < G, también |P| es la mayor potencia de p que divide |[HP|.

Entonces |[HP : P| no tiene factores de p, pero recién vimos que |HP : P| es potencia de
p, por lo tanto debe ser [HP : P| =1, i.e. HP = Py la demostracién esta terminada.

Si ademas H es de Sylow, entonces H — Py tienen mismo orden, luego H = P. m
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Teorema 1.97 (Sylow Il). Sea G grupo finito, |G| = p"m, p f m. Entonces:
a) Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.

b) Si's, = |Syl,(G)|, entonces s, =1 (méd p) y s, | m. Ademds s, = |G : Ng(P)| para
cualquier P € Syl (G).

¢) Todo p-subgrupo de G esta contenido en un p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Para toda la prueba consideramos la accién de G en X = Syl (G) por conju-
gacién: G x X — X, g- P = gPg~1. Esta bien definida porque conjugar un p-subgrupo de
Sylow da un p-subgrupo de Sylow (la condicién “ser de Sylow” sélo es una condicién en el
orden del subgrupo, y conjugar un subgrupo da un subgrupo con el mismo orden).

a) Sea O una G-6rbita. Queremos probar que O = X, i.e. que la accidn es transitiva.

Sabemos que O + ¢ por el teorema de Sylow | que nos garantiza la existencia de
p-subgrupos de Sylow. Sea P € O. Entonces la accién se restringe a P x O — O.

O puede partirse en varias P-6rbitas, una de las cuales es {P} pues gPg~! = P para todo
q € P. Pero esta es la (nica 6rbita unitaria, pues {Q} es P-6rbita <= P normaliza a Q
<= @ = P pues P e Syl,(G) y el lema 1.96. Entonces aplicando el lema 1.93 se obtiene

0|=1 (méd p) (1.21)

Supongamos que existe R ¢ O. Entonces de nuevo la accidén de G se restringe a una accién
R x O — O, y el mismo razonamiento de recién se aplica probando que no hay érbitas
unitarias. El lema 1.93 nos da ahora que |O| = 0 (méd p), esto contradice la ecuaciédn
(1.21). Por lo tanto O = X.

b) Recién probamos que O = Syl (G), entonces la ecuacién (1.21) nos da s, = 1 (méd p).
Sea P € Syl (G). Por a), se tiene s, = [o(P)| = |G : Ng(P)|. Entonces:
|G |G p'm m

=16 NP = NPl = INa(P) : PITPL ~ ING(P): Plor — INa(P) : P

y por lo tanto s, | m.
c) Sea H < G un p-subgrupo. La accién de G en X por conjugacion se restringe a Hx X — X.

Tenemos:
Iema_1,93

b) .
IXo] =" |X|=1 (méd p)

luego | Xo| + 0, i.e. Xy & J: existe P € X tal que o(P) = {P}, i.e. tal que hPh™! = P para
todo h € H. Esto significa que H < Ng(P), luego por el lema 1.96 se tiene Hc P. [

Corolario 1.98. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Son equivalentes:
I. P< G,
1. P es el dnico p-subgrupo de Sylow de G (i.e. s, = 1),

1. P char G.
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Demostracién. (i. = ii.) Si P, Q € Syl ,(G), P < G: entonces por Sylow lla) existe g € G tal
que Q = gPg! P=¢p

(ii. = i.) Si Syl,(G) = {P}, entonces como gPg~" € Syl (G) para todo g € G, se tiene
gPg ' = Pparatodoge G, ie P<G.

(ii. = iii.) Si &« € Aut(G), entonces |x(P)| = |P
x(P) = P.

, luego como x(P) € Syl,(G) se tiene

(iii. = i.) Siempre. O

Corolario 1.99. Si p y q son factores primos diferentes de |G| tales que s, =1y s, =1,
entonces los elementos del p-subgrupo de Sylow conmutan con los elementos del q-subgrupo
de Sylow.

Demostracion. Sea P el p-subgrupo de Sylow, Q el g-subgrupo de Sylow. Como Py Q tienen
orden coprimo, se intersectan trivialmente (corolario 1.16). Ademas, el corolario anterior nos
dice que son normales en G. Siae Py be Q, se tiene:

eQ epP
aba~'b' =abalbt=abalbte Pn Q= e}
luego ab = ba y ya esta. O]

Corolario 1.100. Sea G grupo con un solo p-subgrupo de Sylow para todo p | |G|, ie.

s, =1 Yp | |G|. Entonces G es producto directo de sus p-subgrupos de Sylow.

Demostracion. Descomponiendo el orden de G en factores primos diferentes, tenemos |G| =
pit...pJr. Sea P; el pi-subgrupo de Sylow, para i =1, ..., r. Consideremos el mapa

'Dlx...xPr—>G, (Xl,...,Xm)’_’Xl--'Xm

Es un morfismo de grupos pues los elementos de P; conmutan con los de P; si i # j por
el corolario anterior. Es inyectivo pues el orden de un producto de elementos que conmutan y
tienen érdenes coprimos es igual al producto de los érdenes (recordar el ejercicio 18). Entonces
como dominio y codominio tienen mismo orden, el mapa es un isomorfismo. m

Ejemplo 1.12.2 (Grupos de orden 99). Veamos que todo grupo G de orden 99 = 11 x 3 tiene
que ser abeliano, de dos maneras diferentes:

1* manera: Tenemos s;; | 9y s;3 = 1 (mdd 11), luego s;; = 1. Anédlogamente s3 = 1.
Por lo tanto G tiene sélo un 3-subgrupo de Sylow (que tiene orden 32 luego es conmutativo)
y sélo un 11-subgrupo de Sylow (que tiene orden primo luego es conmutativo). Entonces G
es producto directo de estos dos subgrupos que son conmutativos, luego es abeliano.

22 manera: Tenemos s;; = 1, luego G tiene sélo un 11-subgrupo de Sylow N < G. Sea
Q un 3-subgrupo de Sylow, i.e. Q < G,|Q| = 9. Pero med(|N|, |Q]) = 1 luego (corolario
1.16) Nn Q = {e}, y |G| = |N||Q], por lo tanto G = NQ.

Como N < G, se tiene que G = N xg Q, para un cierto 0 : @ — Aut(N). Ahora,
|Aut(N)| = 10 (teorema 1.34), que es coprimo con |Q| = 9, luego por el corolario 1.16, 6
debe ser el morfismo trivial, i.e. G es producto directo de N'y @ que son abelianos, luego G
es abeliano.
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Teorema 1.101 (Grupos de orden pq, p < q). Sea G de orden pq, conp < q. Sip f q—1,
entonces G ~ Zpq. Si p | g — 1, entonces hay dos clases de isomorfismo: Z,q y cierto grupo
no abeliano.

Demostracién. Sea P € Syl (G), Q € Syl (G), Entonces |G : Q| = p que es el menor primo
que divide |G|, por lo tanto (proposicién 1.55) se tiene Q < G.

Como mcd(|P|,|Q]) = 1, entonces P n Q = {e}, y |G| = |P||Q|, luego G = QP.
Como @ < G, se tiene que G es un producto semidirecto interno G = Q xg P, para cierto
0: P — Aut(Q).

Ahora, Aut(Q) ~ Zq_1 y |Aut(Q)| = g—1, luego si p | g—1 se tiene que O es el morfismo
trivial, luego G ~ Zg x Zp >~ Zpq.

Si p | g—1, entonces como Aut(Q) es ciclico tiene un (nico subgrupo P’ de orden p. De
hecho, P' = {x — x' : i € Z,, iP = 1} < Aut(Q), y necesariamente por Lagrange Im 6 < P/,
ie.0:P— P.

Como Py @ tienen orden primo, escribo P = (a), Q = (b). Entonces 0 es de la forma

0(a)(x) = x°, i€ Zg i’ =1ip+1

Es un morfismo no trivial, luego G es un producto semidirecto no trivial, en particular es
un grupo no abeliano (recordar proposicién 1.38). La accién de Q en P es por automorfismos
internos, i.e. 0(a)(b) = aba~! = b, y elegir un iy diferente es equivalente a elegir un generador
diferente a para P, luego no resulta en una clase diferente de isomorfismo. O]

Teorema 1.102 (Grupos de orden 12). Las clases de isomorfismo de grupos de orden 12 son:
Z1o Zo X Ze As De Tz X U
Demostracién. Sea G grupo de orden 12 = 223. Los teoremas de Sylow nos dan:
13 s=1(méd2), s |4 s3=1(mdd3).

Por lo tanto s, =1,3y s3 = 1,4.

Si s, =1 = s3, entonces G es producto directo de un grupo de orden 4 por un grupo de
orden 3, i.e. G ~ Zy X Ziz ~ T2 0 G ~ Zp X Lp X Lz ~ Ly X .

Supongamos s3 £ 1. Entonces s3 = 4: tenemos 4 3-subgrupos de Sylow diferentes, que se
intersectan trivialmente pues tienen orden primo, luego cada uno nos da 2 elementos diferentes,
luego G tiene 4 - 2 = 8 elementos de orden 3. Por lo tanto el resto de los elementos no tiene
orden 3; hay 12 — 8 = 4 de estos. Como G tiene un 2-subgrupo de Sylow que tiene orden 4
(luego se intersecta trivialmente con los 3-subgrupos de Sylow), estos elementos restantes son
el 2-subgrupo de Sylow de G, y sélo cabe uno, i.e. necesariamente s, = 1.

Por lo tanto necesariamente s; 0 s, valen 1. Sea P un 2-subgrupo de Sylow, @ un 3-
subgrupo de Sylow: uno de ellos es normal en G, luego como P n Q = {e} y |G| = |P|| Q]
necesariamente G = PQ, entonces G es producto semidirecto de P y Q: es alguno de estos,

Z4 Xo Z3, V>49 Z3, Z3 Xo Z4, Z3 Xo V.

En el primer caso, s, = 1y P = Z4. El morfismo es 0 : Z3 — Aut(Zy) ~ (Z4)* ~ Zy,
luego O es trivial (proposicion 1.16) y G ~ Zy x Z3 ~ Z5.
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En el segundo caso, s, = 1y P = V. El morfismo es 0 : Z3 — Aut(V) ~ S;3. El
isomorfismo es porque cualquier elemento de orden 2 en V es intercambiable.

Si O es trivial, obtenemos G ~ V X Z3 ~ Z» X Zsg.

Si 0 no es trivial, entonces su imagen debe estar contenida en el subgrupo de S; de
elementos de orden 3, {(1), (123), (132)} < S3. Para definir © basta definir 6(1), para lo cual
tenemos dos posibilidades, 0; : 1 — (123) 0 05 : 1 — (132). Ahora bien, (123) = (132)7%,
por lo tanto si ¢ : Zz — Z3, (1) = 2, se tiene ¢ 0 01 = 0,. Por el gjercicio 29, el producto
semidirecto que nos dan 0; y 0, es el mismo.

Por lo tanto a menos de isomorfismo sélo hay un grupo no abeliano de orden 12 con s, = 1,
y A4 es un tal grupo pues ya sabemos que tiene un subgrupo normal de orden 4 (recordar la
observacién 1.10.10).

En el tercer caso, s3 = 1y P = Z,4. El morfismo es 0 : Zy — Aut(Zs) ~ (Z3)*; hay
un s6lo morfismo no trivial, y es el que esta definido por 1 — 2. Obtenemos un producto
semidirecto no trivial Zz x Zy.

En el cuarto caso, s3 =1y P = V. El morfismo es 0 : V — Aut(Z;) ~ (Z3)*. Hay tres
no triviales, pues hay que mandar los generadores (1,0) y (0,1) a =1 sin mandar ambos a
1. Ahora, precomponiendo cada uno de ellos con algin automorfismo de Aut(V) ~ S; se
obtienen los otros, luego los tres productos semidirectos no triviales son isomorfos.

Por lo tanto a menos de isomorfismo sélo hay un grupo no abeliano de orden 12 con s3 =1
y un 2-subgrupo de Sylow isomorfo a V, y Dg es un tal grupo: su 3-subgrupo de Sylow normal

es (R?) = {1, R?, R*} y su 2-subgrupo de Sylow es {1, R®, S, R3S} ~ V. O
Ejercicios
Ej. 40 — Un p-subgrupo normal de un grupo finito G esta contenido en la interseccion de

todos los p-subgrupos de Sylow de G, que es un subgrupo normal.

Ej. 41 — Sea G de orden p"q, donde p > gy n € Z*. Entonces alguno de sus subgrupos
de Sylow es normal. Por lo tanto un tal grupo no puede ser simple (esto ya nos lo daba el
teorema de Burnside que no demostramos).

Ej. 42 — Sea G un grupo de orden 36.

a) Si G es simple, entonces existen dos 3-subgrupos de Sylow diferentes cuya interseccién
es no trivial.

b) Si G es simple y H es un subgrupo no trivial de un 3-subgrupo de Sylow P, entonces
Ng(H) = P.

c) Deducir que no hay grupos simples de orden 36.
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1.13. Tabla de grupos de orden pequeiio

Orden | N° de clases de iso. Grupos
1 1 Trivial
2 1 Zo
3 1 Zs
4 2 Zay V
5 1 Zs,
6 2 Z6 Yy 53
7 1 Z7
8 5 Zg, Z4 X Zg, Z2 X Z2 X Zg, D4, Q
9 2 Z3 X 13y Zg
10 2 Zyo y Ds
11 1 Z11
12 5 Zlg, ZQ X Z6, D6, A4, Z3 A Z4
13 1 73
14 2 T4, Dq
15 1 AL

Esta tabla es el resultado de juntar la clasificacién que hicimos en el texto de los grupos
de orden p, p?, 2p, pqg, 8y 12.

Para una discusion de los grupos de orden 16 (de los cuales hay 14 clases de isomorfismo),
ver [Wil.
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Capitulo 2

Teoria de cuerpos y teoria de Galois

2.0. Preliminares sobre polinomios

Antes de empezar recordamos algunas definiciones y resultados de polinomios.

Recordemos que si R es un anillo, R[X] es el anillo de polinomios de R en una indeterminada.
R[X1, ..., X,] es el anillo de polinomios en n indeterminadas que conmutan.

Si R es un dominio de factorizacién Gnica, entonces R[X] también lo es. Si R = k es un
cuerpo, entonces k[X] es un dominio de ideales principales.

Si /| < R es un ideal de un anillo conmutativo, entonces / es un ideal maximal si y sélo si
el cociente R/I es un cuerpo.

Definicion. El maximo comiin divisor de dos polinomios p y g no ambos nulos es el (nico
polinomio ménico d de grado mayor tal que d | p, d | gq.

Observacion 2.0.1. mcd(p,q) = 1 <= p, g no tienen raices en comin. Por lo tanto, si
mcd(p, q) + 1y gr med(p, q) <1 entonces p=00g=0.

Proposicion 2.1 (Criterio de la raiz racional). Sea r € Q raiz del polinomio a,X"+a, 1 X" !+
-+ + ag € Z|X]. Entonces si r = ¢/d con mcd(c,d) =1, se tienec | ag y d | a,.

Proposicion 2.2 (Criterio de Eisenstein). Sea f = a,X" + a, 1 X" ' + .-+ ap € Z[X]. Si
existe un primo p tal que:

u p | aOrvp ‘ anflr
" pfap,,
= Pz*ao,

entonces f es irreducible en Q[ X].

Recordemos que un ideal p = R de un anillo conmutativo es primosip + Ry abe p =
aepobep.

Proposicion 2.3 (Criterio de Eisenstein general). Sea D un dominio de factorizacién tnica,
f=a,X"+a, 1 X"+ -+ ay € D[X]. Supongamos que existe un ideal primo p < D tal
que:
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m g;epparacadai=0,..., n—1
= a,¢p,
= a3 ¢ p°,
entonces f es irreducible sobre Frac(D)[X].

Observacion 2.0.2. Sea @ : R — S un homomorfismo de anillos; lo extendemos a ¢ : R[X] —
S[X]. Si f € R[X] es tal que @(f) es irreducible en S[X], entonces f es irreducible en R[X]
(pues una factorizacién de f en R es enviada a una factorizacién de @(f) en S).

Esto nos da otra manera de verificar que un polinomio es irreducible. Es usual tomar R = Z
y S = 7Z, para algtn primo p. Para probar que un polinomio es irreducible en Z, se puede
utilizar el criterio de Eisenstein general.

Existen sin embargo polinomios en Z|[X] irreducibles que son reducibles médulo p para
cualquier primo p, por ejemplo f(X) = X* — 10X? + 1.

Una prueba sencilla de este hecho es |a siguiente ([M2], pp. 6-7). Sea p primo. Si 2 fuera
un cuadrado en (F,)*, entonces:

X*—10X2 + 1= (X2 —2v2X —1)(X? +2v2X - 1)
y X* —10X? + 1 es reducible médulo p. Si 3 fuera un cuadrado en (F,)*, entonces:
X*—10X2 + 1= (X2 =2v3X +1)(X? +2V3X +1)

y X* —10X2 + 1 es reducible médulo p. Si ni 2 ni 3 son cuadrados, entonces por el ejercicio
16, 6 debe ser un cuadrado en (IF,)*, y entonces:

X*—10X2+1=(X?—(5+2V6))(X2 = (5—26))

y X* —10X2 + 1 es reducible médulo p.
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2.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicion. Un cuerpo es una quintupla (K, +,-,0,1), donde K es un conjunto, +,- son
operaciones binarias en K, 0,1 € K y se verifica:

= 140,

= (K, +,0) es un grupo abeliano,

= (K\{0}, -, 1) es un grupo abeliano,

= Propiedad distributiva: a- (b+ c) = (a- b) + (a- ¢) para todo a, b, c € K.

Equivalentemente, un cuerpo es un anillo con division conmutativo.
Cuando no haya riesgo de confusion, sobreentenderemos las operaciones y diremos simple-
mente que K es un cuerpo.

Definicion. Sea K un cuerpo. Si F © K es un subconjunto que es un cuerpo con las
operaciones de K restringidas a F, decimos que F es un subcuerpo de K, que K es una
extensién de F y que F < K es una extensién de cuerpos.

Observacion 2.1.1. F < K, F & J es un subcuerpo si y sélo si:

m 3— be F paratodo a,be F,

m abte Fparatodoa beF, b=+0,

= leF.
Observacion 2.1.2. La interseccién de una familia no vacia de subcuerpos es un subcuerpo.
Definicion. La caracteristica de un cuerpo K es el menor natural n > 2 tal que

n veces

n-1r = 1+ -+ 1 = 0f. Si no existe un tal n, diremos que la caracteristica del cuer-
po es 0.
Notamos car k = n o car k = 0.

Observacion 2.1.3. Si la caracteristica es positiva, entonces es prima. En efecto, si n = ab,
entonces n- 1 = (ab) - 1r = (a- 1f)(b- 1) = 0. Como F es un dominio de integridad,
entonces a- 1 =00 b- 1 = 0, contradiciendo la minimalidad de n.

Ejemplo 2.1.4. Recordemos que Z, es un cuerpo si y sélo si n es primo.
Zp(X) es un cuerpo infinito de caracteristica finita.

Definicion. Sean F, K cuerpos. Un homomorfismo de cuerpos o simplemente morfismo entre
F y K es una funcién @ : F — K que satisface:

» ¢(a+ b) = @(a) + @(b) para todo a, b e F,

= @(ab) = @(a)@(b) para todo a,be F,
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Analogamente a la situacién con grupos, se define monomorfismo, epimorfismo, isomorfis-
mo, endomorfismo y automorfismo de cuerpos.

Observacion 2.1.5. Una funcién entre dos cuerpos es un homomorfismo de cuerpos si y sélo
si es un homomorfismo de anillos. Por lo tanto, dados dos cuerpos, los homomorfismos de
cuerpos entre ellos son todos los homomorfismos de anillos.! Tenemos entonces a nuestra
disposicién los teoremas de isomorfismo y mas propiedades que conocemos para morfismos de
anillos.

Proposicion 2.4. Sea F un cuerpo y A un anillo no trivial. Entonces todo morfismo de anillos
F — A es un monomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ : F — A homomorfismo de anillos. Entonces ker ¢ es un ideal de F.
Pero en un cuerpo los ideales son triviales: si ker ¢ = {0}, entonces ¢ es un monomorfismo y
terminamos. El caso ker ¢ = F es absurdo, pues implicaria que 1 = @(1) = 0 que no puede
suceder pues A # {0}. O

Como corolario, la siguiente sorprendente propiedad de la categoria de cuerpos: todo
morfismo es inyectivo.

Corolario 2.5. Todo morfismo de cuerpos es un monomorfismo.
Definicion. Sea K cuerpo. El cuerpo primo de K es el menor subcuerpo de K.

Observacion 2.1.6. F < K es el cuerpo primo de K siy sélosi F = (1).
Todo cuerpo es una extensién de su cuerpo primo.

Proposicion 2.6. Todo cuerpo tiene una copia de Q o de Z, para un tnico primo p (y sélo
de uno de ellos).

Demostracion. Para cualquier cuerpo F tenemos un morfismo de anillos ¢ : Z — F, n— n-1f.
Tenemos entonces ker @ = (car F), y el primer teorema de isomorfismo nos da:

Ahora bien, como la caracteristica de un cuerpo es prima o nula, se tiene {car F) = {0}
o {car F) = pZ. Por lo tanto F tiene una copia de Z o de Z,. Si F tiene una copia de Z,
entonces tiene una copia de Q, pues por definiciéon Q = Frac(Z) es el menor cuerpo que
contiene a Z.

Si tiene una copia de Z,, entonces no tiene una copia de Z, para ningln otro primo g,
pues la caracteristica es (nica. Ademas, tiene una copia de Z, si y sélo si no tiene una copia
de QQ, pues tiene caracteristica prima si y sélo si no tiene caracteristica 0. O]

Observacién 2.1.7. Como Q y Z, no tienen subcuerpos, deducimos que el cuerpo primo de
un cuerpo siempre es isomorfo a Q o a Z,.

Definicion. Sea F — K una extension de cuerpos. En esta situacién K es un F-espacio
vectorial. La dimensién dimg K de K como F-espacio vectorial se llama el grado de la extensién.

Notamos |K : F| :=dimg K. Si |K : F| < o0, la extensi6n se dice finita. En caso contrario
se dice infinita.

1Esto nos dice que la categoria de cuerpos es una subcategoria plena de la categoria de anillos.
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Ejemplo 2.1.8. |R : Q| = oo: en efecto, todo espacio vectorial de dimensién finita sobre Q es
isomorfo a Q" para algiin n, y por lo tanto es numerable (pues Q lo es y el producto cartesiano
finito de numerables es numerable), pero R no es numerable.

A continuaciéon empezamos una de las construcciones mas importantes que haremos con
cuerpos: la de ir agregando raices de polinomios al cuerpo que previamente no estaban.

Teorema 2.7. Sea F cuerpo, p € F[X] un polinomio no constante. Existe una extensién de
F en la que p tiene una raiz.

Demostracién. Como F|[X] es un dominio de factorizacién tnica, dado p € F[X] lo podemos
descomponer como producto de polinomios irreducibles, p = p; ... p,.

Basta ver que existe una extensién de F en la que p; tiene una raiz.

|dentifiquemos a F con su copia en K = F[X]/{p1). Como p; es irreducible y F[X] es un
dominio de ideales principales, {p;) es un ideal maximal, luego K es un cuerpo que tiene una
copia de F.

Ademés p; tiene a X como raiz en K: p;(X) = py(X) = 0. O

Corolario 2.8. Sean p, g € F[X] no constantes. Entonces son coprimos si y sélo si no tienen
raices en comtin en ninguna extensioén de F.

Demostracién. Si p, g son coprimos, entonces existen u, v € F[X] tales que pu + qv = 1. Si
hubiera una raiz comln a p y g en alguna extension de F, evaluando obtendriamos 0 = 1,
absurdo.

Reciprocamente, supongamos que p, g tienen un factor comin h € F[X]. Sea F < K una
extension en la que h tiene una raiz. Este elemento es también raizde py g en K, absurdo. [
Teorema 2.9. Sea p € F[X] irreducible de grado n, y sea K = F[X]/{p). Entonces
B=1{1X,... ,Yn_l} es una base de K como F-espacio vectorial. En particular |K : F| = n,
Y 1

FIX]/{p) = {ao + & X + -+ an_1 X a0 a1, ...,an 1€ F}
Demostracién. B es generador de K: Sea a € F[X]. Lo divido por p: a = pg + r donde
g, reF[X],yr=0o0gr(r) <n.

pq € {p), luego en K se tiene a = pqg + r = pg + 7 = 7, que es nulo o tiene grado menor
que n, luego 3 es combinacién lineal de {1, X, ... ,7"_1}.

B es linealmente independiente: si by + b X + --- + bn_lyn_l — 0, entonces
p| bg+b X+ -+b,_1 X" 1, pero ptienegradon>n—1,luego by =--- = b,_1 =0. O
Ejemplo 2.1.9. » Consideremos X? + 1 € R[X]. Es irreducible de grado 2, luego

R[X]/{X? + 1) es una extensién de R de grado 2, y

RIX]/{X2+1)={a+bi:abeR}, =X
es un cuerpo isomorfo a C.

= Consideremos X2 — 2 € Q[X]. Es irreducible de grado 2, luego Q[X]/{X? —2) es una
extension de QQ de grado 2, y

QIX]/{X?—2)={a+bV2:a,beQ}, +V2:=X

En esta construccién, v/2 es alguna raiz de X2 — 2. Si queremos ser coherentes con la
definicién usual de /2, podemos decir que tomamos la raiz positiva.
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Definicién. Sea F — K una extension de cuerpos, S < K un subconjunto. El menor subcuerpo
de K que contiene a F y a S se denota F(S) y decimos que es el cuerpo de adjuncién a F de
los elementos de S.

Si S ={a1,...,an} es finito, decimos que la extension es finitamente generada, y notamos
F(S) = F(ai,...,a,). En el caso particular en que S = {«}, decimos que F(x) es una
extension simple de F, y « se llama elemento primitivo de la extensién.

Definicion. Sea F < K extensién de cuerpos. Si & € K es raiz de un polinomio en F[X],
entonces « se dice algebraico sobre F. En caso contrario, se dice trascendente sobre F.

Observacion 2.1.10. Es equivalente ser algebraico con ser raiz de un polinomio irreducible en
F[X], pues F[X] es dominio de factorizacién dnica.

Proposicion 2.10. Sea F < K extension de cuerpos.

1. Si « € K es algebraico sobre F, raiz de un polinomio p € F[X] irreducible, entonces
Fo) ~ F[X]/{p).

2. Si a € K es trascendente sobre F entonces F(x) ~ F(X).

Demostracion. 1. Sea ¢ : F[X] — F(«), f — f(o). Es un morfismo de anillos. Como

p(x) = 0, entonces {p) < ker @, luego la propiedad universal del cociente nos da un
mapa ¢ : F[X]/(p) — F(a).

Como p es irreducible, F[X]/{p) es un cuerpo, y el morfismo no es nulo pues por ejemplo
@|r = idg, luego @ es inyectiva. La imagen es un subcuerpo de F(x) que contiene a

F=@®(F)yaoa=@(X), por lo tanto es igual a F(x).

2. Definimos ¢ : F(X) — F(«), f/g — f()/g() morfismo de cuerpos. Es inyectiva:
si existiera f/g € F(X) tal que f(«)/g(x) = 0, entonces f(x) = 0 y « seria raiz de
f € F[X]. La imagen es un subcuerpo de F(x) que contienea F = @(F)ya o = @(X),
luego es igual a F(x). Por lo tanto ¢ es el isomorfismo deseado. ]

Corolario 2.11. Sea F ¢ K extension de cuerpos y « € K algebraico sobre F. Si « es raiz
de un polinomio p € F|[X] irreducible, entonces si n = gr p:

F() ={ap+aiox+---+a,_1" ' :ag,a1,...,a,1 € F}

Demostracién. En efecto, la base {1, X, . .. ,7'7_1} de F[X]/{pyseenviaa{l, o, ..., " !}
F (o) por el isomorfismo, por lo tanto es una base de F(x). O

Ejemplo 2.1.11. El ejemplo anterior nos dice que C ~ R(/): el cuerpo de los nimeros complejos
es el resultado de adjuntar la unidad imaginaria / a R.

Teorema 2.12 (de extensién). Sea ¢ : F — F’ isomorfismo de cuerpos.

1. Sea p € F[X] irreducible y p' el polinomio en F'[|X] obtenido al aplicarle @ a los
coeficientes de p. Sea o € F raiz de p, 3 € F' raiz de p’. Entonces existe 0 : F(x) —
F'(B) isomorfismo de cuerpos tal que & — 3 y o|r = @.
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2. Si F c K, F' ¢ K’ son extensiones de cuerpos, y «x € K, B € K' no son raices de
ningtin polinomio en F[X] y F'[X] respectivamente, entonces existe o : F(ot) — F'()
isomorfismo de cuerpos tal que o — 3 y 0| = @.

Demostracion. 1. Veamos que p’ es irreducible en F/[X]: ¢ se extiende a ¢ : F[X] —
F'[X] isomorfismo de anillos, que manda el ideal maximal {p) en (p’), luego (p’) también
es maximal y por lo tanto p’ es irreducible.

Bajamos el isomorfismo al cociente:

FIX]—= F'[X]
ﬂpl 7'[p/
O il

y obtenemos el isomorfismo deseado.

2. Elisomorfismo ¢ : F — F’ se extiende a un isomorfismo de cuerpos ¢ : F(X) — F'(X).
La proposicién 2.10 nos da la siguiente cadena de isomorfismos:

Flo) 25 F(X) —2 F(X) - F(p)
La composicién es el isomorfismo buscado. ]

Corolario 2.13. Sean F c K, F c E extensiones de cuerpos, y sean x € K, 3 € E algebraicos
sobre F. Entonces « y 3 son raiz del mismo polinomio irreducible f € F[X] si y sélo si existe
un isomorfismo de cuerpos o : F(x) — F() tal que 0 : ¢ — 3, 0| = id.

Demostracién. (=) Es el teorema de extensién aplicado a ¢ =id: F — F.

(<) Sea f € F[X] un polinomio irreducible con « como raiz. Si f = >/, a;X’, entonces

0=f(x)=>,a. Pero entonces

i=0 i=0 i=0
olezi Dao(e) =) ap’ = f(B) O
i=0 i=0
Ejercicios
Ej. 43 — (Invariancia del mcd bajo extensiones de cuerpos) Sea F < K extensién de cuerpos,

y sean f, g € F[X] polinomios no nulos. Entonces el mcd de f y g como polinomios en K[X]
es igual al mcd de f y g como polinomios en F[X].

En particular, f | g en F[X]sii f | g en K[X], y f, g son coprimos en F[X] sii son coprimos
en K[X].

Ej. 44 — Q(i) y Q(1/2) son isomorfos como Q-espacios vectoriales pero no como cuerpos.
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2.2. Extensiones algebraicas

Definicion. Sea F — K extensién de cuerpos. Decimos que es algebraica si todo « € K es
algebraico sobre F. En caso contrario, i.e. si existe & € K trascendente sobre F, decimos que
es una extension trascendente.

Proposicion 2.14. Sea F — K extension de cuerpos, x € K algebraico sobre F. Entonces:
1. Existe un dnico polinomio my g en F[X] ménico e irreducible tal que my () = 0.
2. Sif e F[X] es tal que f(o) =0, entonces my g | f.

Demostracién. Como « es algebraico sobre F, el conjunto {f € F[X] : f(«x) = 0} es no
vacio. Elijo g en ese conjunto de grado minimo. Como F es cuerpo, puedo suponer g mdnico
(dividiendo por el coeficiente lider si no lo fuera).

Supongo g = ab, a, b e F[X] de grado > 1. Pero entonces g(«) = a(x)b(x), y como F
es dominio de integridad se tiene a(ax) = 0 o b(«) = 0, lo cual contradice la minimalidad del
grado de g. Por lo tanto g prueba la existencia del polinomio buscado.

Si myr | f entonces todas las raices de my r lo son de f, en particular f(x) = 0.

Sea f tal que f(x) = 0. Tiene grado mayor o igual que g. Entonces f = gq + r, donde
g reF[X]ygrr<grgor=0.

Por lo tanto 0 = (&) = g()q(x) + r(e) = r(«), luego por minimalidad del grado de g
debe ser r = 0. Entonces f = gqy g | f.

Por lo tanto g es el dnico polinomio en F[X] mbénico, irreducible de grado minimo que
anula a «, pues cualquier otro de grado minimo que anule a & debe ser miltiplo escalar de g,
que es monico; luego g es Unico. O

Definiciéon. Sea F < K extensién de cuerpos, @ € K algebraico sobre F. Llamaremos
polinomio minimo de « sobre F al dnico polinomio en F[X] ménico e irreducible que anula a
«, y lo notaremos my r. El grado de o sobre F, notado gre(«) es el grado de my .

Corolario 2.15. Sean p, q € F[X], p & q irreducibles y ménicos. Entonces no tienen raices
en comdun.

Demostracion. Supongamos que existe & € F raiz de py q. Entonces my g | py mor | q,
i.e. existen py, q; € F[X] tales que p = myep1, g = myrqi. Como p £ g se debe tener
p1 + g1. Pero p y g son ménicos, entonces como my g también lo es, necesariamente p; o ¢;
es de grado > 1, y entonces p o g no es irreducible, absurdo. O

Definicion. Una sucesién de cuerpos encajados F; € F, < --- se dice una torre de cuerpos.

Observacion 2.2.1. Si F ¢ K < L es una torre de cuerpos donde L es algebraico sobre F,
entonces obviamente L es algebraico sobre K.

Corolario 2.16. Sea F ¢ K < L una torre de cuerpos, « € L algebraico sobre F. Entonces
My, K | My, F-
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Demostracion. my r € F[X] = K[X], luego m, ¢ es un polinomio con coeficientes en K que
anula a «. Por definicién de m, x se debe tener my, x | mqyr. O

Proposicion 2.17. Sea F c K extension de cuerpos, « € K algebraico sobre F. Entonces
F(o) ~ F[X]/{myr). En particular |F(x) : F| = gr myr = gre(a).

Demostracién. Se deduce de la proposiciéon 2.10, con p = mgyf, y del teorema 2.9. O

Proposicion 2.18. Sea F < K extension de cuerpos. Entonces « es algebraico sobre F si y
sélo si la extension F < F(«x) es finita.

Demostracién. (=) Si « es algebraico sobre F, entonces |F(x): F| = gr myr < 0.

(<) Sean = |F(x) : F|. El F-espacio vectorial F() tiene como F-basea {1, «, ..., a" !},
entonces existen ag, ..., a, € F no todos nulos tales que ag + a;jx + -+ + a,&” = 0. Por lo
tanto el polinomio f = ag + a1 X + -+ 4+ a,X" € F[X] anula a «, i.e. « es algebraico sobre
F. H

Corolario 2.19. Toda extension de cuerpos finita es algebraica.

Demostracion. Sea F — K extensién de cuerpos finita. Sea « € K. Se tiene que F(x) < K
es un F-subespacio vectorial, por lo tanto |F(«) : F| < |K : F| < o0, luego |F(«): F| < o
para todo « € K. Por la proposicién anterior, esto implica que todo « € K es algebraico sobre
F,i.e. F c K es algebraica. O

Teorema 2.20 (Transitividad de grados). Sea F < K < L una torre de cuerpos. Entonces
IL:F|=|L:K|K:F]|

Demostracion. Supongamos primero que F < K, K c L son extensiones finitas. Sean entonces
{1,...,%n} una K-base de L, y {f31,...,Bn,} una F-base de K.

Dado v € L, existen Unicos a; € K tales que Yy = a1¢; + - -+ + am®m.

A su vez a; € K, luego existen b;; € F tales que a; = bj131 + --- + bjn3,. Por lo tanto

Y = Z bijﬁj“i

i=1,j=1

Entonces {B;o;}/;"; es un generador de F sobre L.

Es linealmente independiente: supongamos que Zi’j bjjBjx; =0, i.e. X}, aj; = 0. Como
{o;}7, es Li., entonces a; = 0 para todo / = 1,..., m. Entonces b;131 + -+ + bjnp3, = 0.
Como {;}7_, es li., entonces b;; = 0 para todo /.

Tenemos entonces que {f;a;}/"; es una F-base de L. Como tiene cardinal mn, se deduce
lo deseado.

En el caso en que F < K, K < L son extensiones infinitas, entonces F < L es infinita,

pues L como F-espacio vectorial contiene al subespacio K de dimension infinita. n
Corolario 2.21. Si F < K < L es una torre de cuerpos, entonces |K : F| | |[L : F|y
IL:K|||L:F|.

Proposicion 2.22. Sea F c K, «, p € K. Entonces F(x, ) = F(x)(B).
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Demostracion. (<) F(«, ) es el menor subcuerpo de K que contiene a F, oy 3. Pero
F(x)(f3) es un subcuerpo de K que contiene a F, ay 3, luego F(x, ) < F(x)(B).

(2) F(e)(B) es el menor subcuerpo de K que contiene a F(x) y a 3. Pero F(«, 3) es un
subcuerpo de K que contiene a F(x) y a 3, luego F(x)(B) = F(e, ). O

Corolario 2.23. Sea F c K extensién de cuerpos. Si «q, ..., o, € K son algebraicos sobre
F, y grex; = n; para todo i, entonces

\Flot, ..., o) : Fl < np...ng
Demostracién. Consideremos la torre
FcFlag) c Flog, o) << Fog, ..., &)
La primera extensién tiene grado n;. La segunda extensién tiene grado
|F (o, 02) : Flot)| = |F(ot)(o2) @ Flot)| = gF May Fay) < 8 Mayr = |F(x2) : F| = my

Por induccién, cada cuerpo en la torre tiene grado sobre el cuerpo anterior menor o igual que
el grado del nuevo elemento que se adjunta. Por lo tanto, aplicando transitividad de grados k
veces, se obtiene lo deseado. O]

Ejemplo 2.2.2. = Q < Q(v/2) = Q(v/2,v2) = Q(+v/2) (pues (v/2)® = 1/2) es un ejemplo
de desigualdad estricta. En efecto, |Q(v/2) : Q| = 6 pues por el criterio de la raiz
racional (proposicién 2.1) X® — 2 es irreducible sobre Q. Entonces:

IQ(V2) : Q| = 6 < groV2 grgV/2 = 12
» Q(v2,v3) = Q(v2 + /3). Es trivial que Q(+v/2 + v/3) = Q(+v/2,4/3). Veamos la

desigualdad inversa.
Sea u = /2 + /3. Entonces
v —1

U—V2=23=(u—+v2?2?=3=1>-2/2u+2=3=+2= o

Por lo tanto v/2 € Q(u). Ademas /3 = u — /2 luego /3 € Q(u). Por lo tanto
V2,v/3 € Q(u) = Q(v2,v/3) = Q(u).

Observar ademas que este método también nos da el polinomio minimo de u sobre Q:
2 4 2
uc—1 ut —2u - +1
V2 = =2=— " =8P =u"-2+1=u"-100°+1=0
2u 412
Por lo tanto X* — 10X2 + 1 € Q[X] es un polinomio ménico de grado 4 que anula a v.
Probemos que es el polinomio minimo de u sobre Q.

Basta probar que |Q(v) : Q| = |Q(v/2,4/3) : Q| = 4 para haber probado que es el
polinomio minimo de u sobre Q. Para ver esto, consideremos la torre Q = Q(v/2) <

Q(v/2,+/3). Por transitividad de grados se tiene:
Q(vV2,v3): Q| = [Q(v2,v3) : Q(v2)[IQ(v2) : Q|

Tenemos que X2 — 2 es un polinomio de grado 2 irreducible sobre Q que anula a v/2,
luego |Q(1/2) : Q| = 2. Ademas |Q(+v/2,v/3) : Q(v/2)| = 2 pues v/3 es raiz de X? —3
que es irreducible en Q(~/2).
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Teorema 2.24. Una extension de cuerpos F — K es finita si y sélo si es finitamente generada
por elementos algebraicos, si y sélo si es finitamente generada y algebraica.

Demostracién. Si una extension es finitamente generada y algebraica, obviamente es finita-
mente generada por elementos algebraicos. Reciprocamente, si es finitamente generada por
elementos algebraicos «;, ..., xx € K, entonces es algebraica, pues en virtud del corolario
anterior, si n; = gr «; para todo i/,

|Fog,...,o) Fl<np...ng <o
entonces F ¢ F(y, ..., &) es finita, luego algebraica.

Veamos que si F < K es finita entonces es finitamente generada por elementos algebrai-
cos. Ya sabemos que es algebraica, por lo tanto basta ver que es finitamente generada. Sea
{or, ..., &y} una F-base de K. Entonces K = F(&3,...,&,), y K es finitamente generado
sobre F.

Reciprocamente, supongamos que K es finitamente generada sobre F por elementos
algebraicos. Trabajemos por induccién en la menor cantidad de elementos algebraicos de K
que generan K sobre F. Por simplicidad supongamos que es 2, i.e. K = F(«, 3) con «, 3 € K
algebraicos sobre F. Se tiene |F(c, ) : F(x)| < oo pues al ser F(«, 3) algebraica sobre F
también es algebraica sobre F (). Entonces como |F(x, ) : F| = |F(x, B) : F(x)||F(x) : F]|
y también |F(x) : F| < oo, se tiene |F(e, 3) : F| < 0. O

Corolario 2.25. Sea F — K una extension de cuerpos. Los elementos de K algebraicos sobre
F forman un subcuerpo de K.

Demostracion. Sean «, 3 € K algebraicos sobre F. Entonces F < F(«, 3) es algebraica, y
a—B,xft e F(x, B). Por lo tanto ax— 3, ! son algebraicos sobre F, para todo o, B € K
algebraicos sobre F, de donde se deduce la tesis. O

Ejemplo 2.2.3. Sea Q := {ox € C : « es algebraico sobre Q}. Por el corolario anterior es un
subcuerpo de C, que llamamos cuerpo de los nimeros algebraicos.

Q < Q es una extensién algebraica. Es infinita: en efecto, v/2 € Q para todo n e Z*. Por
lo tanto |Q : Q| = n para todo n e Z™, luego |Q : Q| = co.

En particular Q = Q no puede ser una extensién finitamente generada.

Se puede probar que Q # R, probando por ejemplo que 7t € R\Q. Los elementos de R\Q
se llaman ndmeros trascendentes.

Proposicion 2.26. Sea F < K — L torre de cuerpos. Si F < K y K < L son extensiones
algebraicas, entonces F < L es una extension algebraica.

Demostracion. Sea « € L. Como L es algebraico sobre K, existen ag, ..., a, € K tales que
a+aox+---+a,x"=0 (2.1)
Se tiene entonces por transitividad de grados:

|F(o, a0, .-.,an): Fl =|F(a0,...,a,) () : F(ao, ..., an)||F(ao,...,an) : F| (2.2)
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|F(ao,...,an) : F| < oopuesag,...,a, € K que es algebraica sobre F, luego F(ag, ..., an)
es algebraica sobre F y finitamente generada, entonces finita.

|F(ao,...,an)(x): F(ag,...,an)| < oo, pues por el polinomio (2.1) se tiene que o es una
raiz de un polinomio con coeficientes en F(ag, ..., a,), i.e. F(ao,...,a,) < F(ao, ..., an)(x)
es una extension algebraica, y es finitamente generada, entonces es finita.

La ecuacién (2.2) nos da entonces que |F(«, ao, ..., a,) : F| < o para todo « € L. Pero
usando transitividad de grados en la torre F < F(a) < F(«, ao, - . ., a,) se ve que esto implica
que |F(x): F| < oo paratodo € L, i.e. F < L es algebraica. O
Ejercicios

Ej. 45 — Se tiene que v/2 + /5 es algebraico sobre Q de grado 6. ;Cual es el grado de
V2 + /5 sobre Q(+/2) y sobre Q(+/5)?

Ej. 46 — Sea F c K extensién de cuerpos 'y «, 3 € K. Si 3 es algebraico sobre F(x) y 3
es trascendente sobre F, entonces « es algebraico sobre F(f3).

Ej. 47 — Hallar una base de Q(/, V3, w) donde w es una raiz ctbica primitiva de la unidad.

Ej. 48 — Un natural n € N es libre de cuadrados si no existe m > 2 tal que m* | n.
El conjunto {y/n : n € N} es linealmente independiente sobre Q. Se deduce entonces que
Q(/p : p es primo) es una extensién algebraica de Q que no es finita ni finitamente generada.

2Sugerencia: proceder por induccién. Ver http://www.thehcmr.org/issue2_1/mfp.pdf para una dis-
cusién sobre este problema.
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2.3. Construcciones con regla y compas

Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar o refutar la posibilidad de las siguientes
construcciones clasicas griegas con regla (sin graduar) y compas:

1. Duplicar el cubo: construir un cubo con el doble de volumen de uno dado.
2. Trisectar el angulo: construir un angulo que sea el tercio de uno dado.
3. Cuadrar el circulo: construir un cuadrado con la misma area que uno dado.

Empezamos con el plano R? donde tenemos los ejes graduados por una distancia prefijada
que denotamos 1, y que se cruzan en el origen. A partir de esto, diremos que un punto
(x,y) € R? es constructible a partir de 1 (o sencillamente constructible) si utilizamos las
siguientes construcciones:

1. Unir dos puntos con una recta,

2. Encontrar el punto de interseccién de dos rectas,

3. Construir una circunferencia con centro y radio dados,

4. Hallar la interseccién entre dos circunferencias o una circunferencia y una recta.

Un ndmero x € R es constructible si es la coordenada de un punto (x, y) € R? constructible.

El conjunto de los nimeros constructibles es un subcuerpo de R. En efecto, dados a, b
constructibles, podemos construir con regla y compas a=+ b, ab, a/b. Esta claro cémo construir
a + b; las figuras 2.1 y 2.2 muestran cémo construir ab 'y a/b a partir de a y b. Por lo tanto
Q, el menor subcuerpo de R, consiste de nimeros constructibles.

La raiz cuadrada de un nimero constructible es constructible: la figura 2.3 muestra cémo
construir 4/a a partir de a.

Veamos que éstas son esencialmente las Gnicas construcciones que podemos hacer para
conseguir nuevos nimeros constructibles. En efecto, si F < R consiste de niimeros cons-
tructibles (ya sabemos que Q < F), entonces tenemos cuatro maneras de conseguir nuevos
nimeros.

A\ A\
ab a
A\ A\
/ asb
1 L 1 1 ! 1
a b

Figura 2.1: Cémo construir ab a partir de ay Figura 2.2: Cémo construir a/b a partir de a'y
b constructibles b constructibles
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a 1

Figura 2.3: Cémo construir 4/a a partir de a constructible

ax+ by =c

Intersectar dos rectas es resolver el sistema donde a,a’, b, b ,c,c’ € F.

ax+ b’y = c
Es un sistema de dos ecuaciones lineales en F; si tiene solucién, serd en F, luego no consegui-
mos elementos adicionales.

(x = h? + (y = K)? = 12

Intersectar una circunferencia y una recta es resolver el sistema
ax + by =c

donde h, k, r,a, b, c € F. De la tltima ecuacién se deduce y = C_—;’X, sustituyendo en la primera
vemos que x se obtiene con a lo sumo una extracciéon de raiz de un elemento de F, e y se

consigue linealmente a partir de x.

Intersectar dos circunferencias C; y G, es resolver el sistema

(x—h?+(y—k?=r* (G
(X _ h/)2 + (y _ k/)2 — r/2 C2

donde h, k,r,h', k', r' € F. Esto es lo mismo que intersectar C; con la resta C; — G, que es
una recta, entonces como antes, agregando la interseccién se obtiene a lo sumo un elemento
que es extraccion de raiz de un elemento de F.

Por lo tanto, un elemento constructible a partir de F es resultado de finitas extracciones
sucesivas de raices cuadradas empezando con un elemento de F. Reciprocamente, si un
elemento es resultado de finitas extracciones sucesivas de raices cuadradas a partir de un
elemento de F, entonces es constructible. En particular los elementos de F al ser constructibles
son resultado de finitas extracciones sucesivas de raices cuadradas a partir de un elemento de
Q. En conclusién,

Teorema 2.27. « € R es constructible con regla y compas si y sélo si existe una torre de
cuerpos
@:F()CF]_C--'CFn

donde |F; : F;_1| =2 paratodoi=1,...,ny o€ F,
En particular, si x € R se construye a partir de F — R con regla y compas, entonces
|F(x) : F| = 2k para cierto k € N.

Teorema 2.28. Ninguna de las tres construcciones clasicas es posible.

Demostracion. 1. Duplicar el cubo: para duplicar el cubo unitario tendriamos que construir
v/2 a partir de Q, pero |Q(+v/2) : Q| = 3 que no es potencia de 2.
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2. Trisectar el angulo: trisectar un angulo dado O es equivalente a: dado cos 0, construir
cos 0/3. En efecto, tener un angulo 0 es equivalente a tener el punto en la circunferencia
unidad con angulo 0, i.e. a tener (cos6,sin0), que es equivalente a tener sélo cos 6.

Consideremos 6 = 60°. Entonces cos® = 1/2. Tenemos la identidad:
cos® = 4cos®0/3 — 3cos0/3
En este caso, si 3 = cos20°, la férmula queda
4B° -3 —-12=0=8R> -6 —-1=0=(2B)*-3(2B)—-1=0

Si o« = 2, nos queda «® — 3 — 1 = 0. Construir 3 es equivalente a construir &, pero
o es raiz del polinomio f = X3 —3X — 1 de grado 3 que es irreducible sobre Q pues
+1 no son raices (proposicién 2.1). Tenemos entonces |Q(«) : Q| = 3, luego « no es
constructible.

3. Cuadrar el circulo: para construir un cuadrado con misma area que un circulo de didmetro
1, tendriamos que construir /7t. Pero si /7t fuera algebraico, también 7t serfa algebraico.
En efecto, si consideramos Q < Q(mr) = Q(+/7), entonces la transitividad de grados

nos dice |Q(+/7) : Q| = |Q(y/7) : Q(7)||Q(7r) : Q|. Suponiendo el lado izquierdo finito,
se tendria |Q(7r) : Q| < oo, absurdo. O

Mas adelante, en el teorema 2.84 daremos un criterio necesario y suficiente para construir
un n-agono regular.
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2.4. Cuerpos de descomposicion y clausuras algebraicas

Definicion. Sea f € F[X]. Decimos que f se escinde sobre F, o que se factoriza completa-
mente sobre F, si f se escribe como producto de factores lineales en F.

Ejemplo 2.4.1. X2 4 1 no se escinde sobre R; se escinde sobre C.

Definicion. Sea F — K extensidn de cuerpos. Decimos que K es un cuerpo de descomposicion
de un polinomio f € F[X] sobre F si f se factoriza completamente en K, y K es el menor tal
que esto ocurre. Notamos K = Descg(f).2

Ejemplo 2.4.2. » Descg(X?+1) = Q(i), y Descg(X? +1) = C.

= Q(+v/2) no es el cuerpo de descomposicién de f = X3 — 2 sobre Q: en efecto, Q(v/2)
tiene sélo una de las tres raices de f. De hecho el cuerpo de descomposicién de f sobre
Q tiene grado 6.

= El cuerpo de descomposicién de f = X* + 4 sobre Q tiene grado 2, pues
f=(X2+2X+2)(X?—2X +2) € Q[X] tiene raices +1 + i, luego Descg(f) = Q(i).

Los ejemplos anteriores muestran que el grado del cuerpo de descomposiciéon sobre el
cuerpo base puede ser igual, mayor o menor que el grado del polinomio.

Teorema 2.29. Dado f € F[X], existe un cuerpo de descomposicién para f sobre F.

Demostracion. La idea de la prueba es la siguiente. Sabemos que existe una extensién de F
donde f tiene una raiz. Miramos f sobre esta extensién, y aplicando el mismo teorema vamos
agregando raices hasta agotarlas todas.

Mas formalmente, es por induccién en el grado de f. Si gr f = 1, el cuerpo de descom-
posicion es E = F. Si gr f = n: si f se factoriza en factores lineales en F, tomo E = F. Si
no, considero F (&) con o raiz de un factor irreducible de f en F. El polinomio que queda al
quitarle este factor irreducible a f tiene grado menor que n: por hipétesis de induccién tiene
un cuerpo de descomposicion E sobre F.

Considero E(x): f se factoriza en factores lineales en E(«). Entonces
(M{K cuerpo : F ¢ K < E(«), f se factoriza completamente en K} es el cuerpo busca-
do. [

Observacion 2.4.3. Se desprende de la prueba que si F < K, K = Desce(f) y o1,...,a, € K
son las raices de f, entonces K = F(xg, ..., ®,).

Proposicion 2.30. Sea f € F[X] de grado n. Entonces |Desce(f) : F| < nl.
Demostracién. Sea «; € Desce(f) raiz de f. Entonces como my, r | f, se tiene
|F(x1) : Fl =gr my, rp<grf=n

Sea oy € Descg(f) raiz del polinomio g3 que queda al sacarle todos los factores (X — «;) a
f: se tiene gr g1 < n— 1. Entonces |F(a;)(x2) : F(ox1)| < n—1.

Continuando hasta agotar todas las raices «y, ..., «, de f, se tiene |Desce(f) : F| =
|F(aq,...,%):F|<n(n—1)...1=nl O

3Esta notacién se ve justificada por el hecho que dos cuerpos de descomposicién de un polinomio sobre un
cuerpo son isomorfos, como veremos mas tarde.
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Teorema 2.31. Sea ¢ : F — F' isomorfismo de cuerpos, f € F[X]| y f' € F'[X] el resultado
de aplicarle @ a los coeficientes de f. Sea E un cuerpo de descomposiciéon para f sobre F;
E’' un cuerpo de descomposicién para f' sobre F'. Entonces ¢ se extiende a ¢ : E — E’
isomorfismo de cuerpos.

Demostracion. Es extender @ de a una raiz de f, usando el teorema de extensién 2.12. [

El siguiente corolario nos permite hablar de el cuerpo de descomposicion de un polinomio
sobre un cuerpo, y escribir Descg(f).

Corolario 2.32. Dos cuerpos de descomposicién de un mismo polinomio son isomorfos.

Demostracion. La identidad id: F — F se extiende a un isomorfismo entre dos cuerpos de
descomposicion dados del mismo polinomio f € F[X]. O

Proposicion 2.33. Sea K cuerpo. Son equivalentes:
1. K no tiene extensiones algebraicas distintas de si° mismo.
2. Los polinomios irreducibles en K[X] son los polinomios de grado 1.
3. Todo polinomio en K[X] no constante tiene una raiz en K.
4. Todo polinomio en K[X] se escinde sobre K.

5. K contiene un subcuerpo F tal que la extension F — K es algebraica y todo polinomio
en F[X] se escinde sobre K.

Demostracién. (1 = 2) Si existiera un polinomio irreducible p € K[X] de grado mayor que
1, entonces existiria una extensién K (o) de K donde p tendria una raiz o que no esté en K.
Entonces K = K(«) seria una extensidn algebraica propia, absurdo.

(2 = 3) Un polinomio no constante debe tener un factor irreducible, que por hipdtesis
serd de la forma ax + b € K[X] con a £ 0. Pero entonces tiene como raiz a —b/a.

(3 = 4) Si f € K[X] es constante, entonces se escinde sobre K. Si no es constante,
entonces tiene una raiz o; € K, luego f = (X — x4 )f; para cierto f; € K[X]. Si f; es constante
ya esta. Si no lo es, entonces tiene una raiz ay € K,y f = (X — 1)(X — p)fy, para cierto
f € K[X]. Iterando la construccién, eventualmente llegamos a un f, = ap € K constante
(pues a cada paso el polinomio f; baja de grado), y se tiene f = oo(X — 1) ... (X — xp_1).

(4 = 5) Basta tomar F = K.

(5 = 1) Sea K — L extension algebraica, « € L. Entonces « es algebraico sobre F,
luego tiene un polinomio minimo m, r que por hipdtesis se escinde sobre K. Luego m, r =
oo(X — o) ... (X — «,) para ciertos &g, ..., &, € K.

Como my ¢ anula a «, necesariamente & = «; para algin i/ = 1,...,n, pero entonces
x e K paratodo xe L, ie L=K. ]
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Definicion. Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si cumple cualquiera de las condiciones
equivalentes del teorema anterior.

Un cuerpo K es una clausura algebraica de un cuerpo F si F © K es una extensién
algebraica y todo polinomio f € F[X] se escinde sobre K.

Observacion 2.4.4. La condicién 5 de la proposicién anterior nos dice que es equivalente ser
algebraicamente cerrado a ser la clausura algebraica de un subcuerpo.

Observacién 2.4.5. Supongamos que no conocemos la proposicion anterior. Digamos que un
cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio en K|[X] se escinde sobre K. Entonces
la equivalencia con el item 3 de la proposicién nos dice que para verificar que un cuerpo K es
algebraicamente cerrado, basta verificar sencillamente que todo polinomio (no constante) en
K|[X] tiene una raiz en K.

Por otro lado, la condicién 5 nos dice que basta verificar que todos los polinomios de un
subcuerpo F del cual K es una extension algebraica se escinden sobre K.

Es natural preguntarse si podemos juntar estas dos aparentes debilitaciones de ser alge-
braicamente cerrado, en una debilitacién mayor: jsera cierto que si todos los polinomios de
un subcuerpo F del cual K es una extension algebraica tienen una raiz en K, entonces K es
algebraicamente cerrado?

Esto es cierto pero considerablemente mas dificil de probar: es el teorema 2.94.

Teorema 2.34. Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

Demostracién. Sea K cuerpo, y P el conjunto de todos los polinomios no constantes de K[X].
La idea de la demostracién es formalizar lo que uno haria intuitivamente, que es adjuntar a
K todas las raices de todos los polinomios no constantes de K[X]. Para hacer esto, tenemos
que usar el axioma de eleccién. Este nos garantiza que existe < un buen orden en P.*

Vamos a construir por recursién en el buen orden (P, <) una cadena {K}qp de K tales
que para todo q,q’ € P:

I. K © K, es una extension algebraica,
II. Si g < ¢ entonces K, < Ky,
III. g se escinde sobre Kj.

Definimos K,, = Desck(po), es una extensién algebraica de K. Definamos K, supuestos

definidos {Kj}q<q: sea
K;/ = U Kq

q<q’
Es un cuerpo por la condicién ii. de los K, para g < ¢, y es una extension algebraica de
S , L p
K por la condicién i para g < q'. Podemos definir entonces K, = DescK:/(q ). Esto completa

la definicion por recursién.

Sea ahora K = |J K. Es un cuerpo por la condicién ii. de todos los K, y es una
qgeP
extension algebraica por la condicién /. de todos los K. Ahora, todo polinomio no constante

#Recordemos que un buen orden es un orden total tal que todo subconjunto tiene un minimo. Los buenos
ordenes permiten, como los naturales, hacer definiciones por recursion. Si el lector no se siente cémodo con
esta demostracién porque la instancia del axioma de eleccién que utilizamos (el principio de buena ordenacién)
le resulta incdmoda, lo remitimos a [M2] para otras demostraciones que usan, por ejemplo, el lema de Zorn.
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p € K[X] se escinde sobre K, K, luego se escinde sobre K, y K es la clausura algebraica
de K buscada. [

Ejemplo 2.4.6. El teorema fundamental del 4lgebra (que probaremos mas adelante) afirma
que C es una clausura algebraica de R.

Una clausura algebraica de Q es el cuerpo de los niimeros algebraicos Q discutido en el
ejemplo 2.2.3.

Teorema 2.35. Sea F — K una extension algebraica, L un cuerpo algebraicamente cerrado.
Entonces cualquier morfismo ¢ : F — L se extiende a un morfismo ¢* : K — L.

Demostracion. Consideraremos el conjunto de cuerpos intermedios entre F y K junto con sus
extensiones de 0. El lema de Zorn nos garantizara un elemento maximal que mostraremos que
debe ser K, y esto terminara la prueba.
Sea M = {(A,t) : Acuerpo ,F c Ac K,T: A— L morfismo que extiende a o}.
Consideremos el orden parcial < en M dado por

(AT <A T) = AcAyTtr=r

Toda cadena {(Aq, T«)}«es tiene cota superior: es (A, 1), con A= J ., Axy T: A— L
definida como T(a) = T(a) para cierto o € / tal que a € A,.

Por el lema de Zorn, M tiene un elemento maximal (A, T): esto es, ¢ no se extiende a
ningln otro cuerpo mas grande que A. Basta probar que A = K.

Supongamos que A & K. Sea x € K\A.

Afirmacién: T se extiende a un morfismo A(o) — L.

Demostracion: A(x) = A[X]/{mq,a). Si le aplico T a los coeficientes de m, 4 me da un
polinomio Tmy 4 € L[ X] que tiene una raiz r € L pues L es algebraicamente cerrado.

Sea @ : A[X] — L definido por @|a = T, @(X) = r. Es un morfismo de anillos tal que
@ : My a(X) — tmya(r) = 0, entonces por la propiedad universal del cociente, obtenemos

el

A(ot) ~ Alx]/{mg > —2— L morfismo. Esto demuestra la afirmacién.

La afirmacién demostrada contradice la maximalidad de (A, 7). O

Corolario 2.36. Sean F — K, F' < K’ clausuras algebraicas de F y de F'. Entonces un
isomorfismo o : F — F' se extiende a un isomorfismo K — K'. En particular dos clausuras
algebraicas de un cuerpo F son isomorfas.

Demostracién. El isomorfismo ¢ : F — F’ puede ser visto como un (mono)morfismo ¢ :
F — K. Por el teorema anterior se extiende a un (mono)morfismo o* : K — K’. Como K
es algebraicamente cerrado, entonces o*(K) también lo es. Ademas K — K’ es algebraica,
entonces 0*(K) < K’ también es una extension algebraica, por lo tanto 0*(K) = K’. Entonces
0™ es sobreyectiva, luego es un isomorfismo.

En particular, tomando F = F’ y 0 = id, se obtiene que dos clausuras algebraicas de un
cuerpo F son isomorfas. O

Ejemplo 2.4.7. La clausura algebraica Q de Q que discutimos en el ejemplo 2.2.3 descansa
sobre el teorema fundamental del algebra, que alin no demostramos. Podemos afirmar ahora la
existencia de una clausura algebraica Q de Q, sin pasar por los complejos. El corolario anterior
nos dice que de todas maneras el resultado es el mismo.
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2.5. Separabilidad y perfeccién

Definicién. Un polinomio f € F[X] es separable si no tiene raices miltiples en su cuerpo de
descomposicién sobre F.°

Una extensién de cuerpos F < E es separable (o algebraicamente separable) si todo
elemento de E es raiz de un polinomio f € F[X] separable.

Un polinomio o una extensidon que no es separable se dice inseparable.

Observacion 2.5.1. Si F < Ky « € K es raiz de un polinomio separable f € F[X], entonces
como myr | f, se tiene que m, F también es separable. Por lo tanto es lo mismo que « sea
raiz de un polinomio separable que m, g sea separable. De esta manera, una extensién es
separable si y sélo si es algebraica y todos los polinomios minimos son separables.

Observacion 2.5.2. Si F < E < K es torre de cuerpos con F K separable, entonces F c E
es separable.

Definicion. Sea f € F[X], f = Y] a;X'. La derivada formal del polinomio f es el polinomio
i=0
Df = f':= Y ia X" e F[X]

i=1
Proposicion 2.37. Sean f, g € F[X]|. Se cumplen las siguientes propiedades:
» Sif e F entonces f' = 0.

= Sic e F entonces (cf) = cf’.
 (f+g)=f+¢g.

n (fg) =fg+fg.

= (f/g) = (f'g —fg)/g”.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicion 2.38. Sea f € F[X]. Entonces f tiene una raiz miltiple « si y sélo si « es
también raiz de la derivada Df.

En particular f es separable si y sélo si med(f,Df )=1 sobre el cuerpo de descomposicién
de f sobre F.

Demostracién. (=) Sea « raiz miltiple de f. Entonces sobre Descg(f) se tiene
f = (X —o)"g(x) para cierto n > 2. Derivando obtenemos Df = n(X — )"} + (X — «)"Dg,
con n—1 > 1. Por lo tanto Df tiene a o« como raiz.

(<) Si «c es raiz de f, entonces f = (X — «)h para cierto h € F[X]. Derivando obtenemos
Df = h+ (X — a)Dh. Como o también es raiz de Df, « debe ser entonces raiz de h, luego
f = (X — «)?hy para cierto h; € F[X].

Por lo tanto o es raiz mdltiple de f si y sélo si f y Df son ambos divisibles por my g. En
particular f no tiene raices miltiples (i.e. es separable) si y sélo si med(f,Df)=1. O

®Algunos autores como [M2] dan una definicién no equivalente de un polinomio separable: un polinomio
es separable si todos sus factores irreducibles no tienen raices mdltiples en sus cuerpos de descomposicién
respectivos.
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Corolario 2.39.

» Todo polinomio irreducible sobre un cuerpo de caracteristica cero es separable. Por lo
tanto toda extension algebraica de un cuerpo de caracteristica cero es separable.

= Un polinomio sobre un cuerpo de caracteristica cero es separable si y sélo si es producto
de irreducibles diferentes.

Demostracion. = Sea F cuerpo de caracteristica cero, f € F|[X] irreducible de grado n.
Sus factores irreducibles son de grado 0 y n, pero su derivada Df tiene grado n — 1
porque al tener car F = 0, se tiene n — 1 #+ 0. Entonces necesariamente mcd(f,Df)=1,
luego f es separable.

= (=) Siempre p es producto de irreducibles: éstos deben ser distintos pues p es separable.

(<) Sea p producto de irreducibles diferentes. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer p ménico. Entonces p es producto de separables diferentes (por el primer item),
luego producto de irreducibles que no tienen raices en comdn. Aplicando el corolario
2.15 se tiene que p debe ser separable. O

Ejemplo 2.5.3. El corolario anterior nos dice que en caracteristica cero, los polinomios insepa-
rables son aquéllos donde un factor irreducible se repite, por ejemplo (X2 + 1)? € Q[X].

Un ejemplo menos trivial es X2 — t € Z,(t)[X]. Es irreducible por el criterio de Eisenstein
general (el ideal (t) = Z,[t] es primo), pero no es separable: sea /t una raiz en algdn cuerpo
de descomposicién. Entonces (X — v/t)? = X2 —2X\/t +t = X2+t = X? — t usando
reiteradamente que la caracteristica de Z, es dos. Entonces 4/t es una raiz doble de X2 — t,
luego X2 — t no es separable.

Anélogamente XP — t € Z,(t)[X] es irreducible y no es separable.

Proposicion 2.40. Sea f € F[X] irreducible no constante. Son equivalentes:

a) f es inseparable.

b) mcd(f, Df) + 1.

c) Df = 0.

d) car F=p >0y f esun polinomio en XP.

e) Todas las raices de f son miltiples.

Demostracién. (a < b) Ya lo sabemos.

(b = c) f es irreducible, y gr Df < gr f, entonces mcd(f, Df) + 1 = Df = 0 (recordar
observacién 2.0.1).

(c = d) Como f no es constante, Df puede ser el polinomio nulo sélo si f es un polinomio
en XPy car F = p, pues todos los factores de la derivada se tienen que anular.

(d = e) Sea f(X) = g(XP). Escribo g(X) = [[(X —a;)™ en el cuerpo de descomposicién
para f sobre F. Entonces en ese cuerpo, usando el lema 2.71,

F(X) = g(X?) = [[(xP —a)™ = [ [(X — ¥/a;)P™

donde «/a; es alguna raiz de X? — a;. Entonces todas las raices de f tienen multiplicidad al

menos p.
(e = a) Obvio. O
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Definicién. Un cuerpo F es perfecto si todo polinomio f € F[X] irreducible es separable.

Ejemplo 2.5.4. Todo cuerpo algebraicamente cerrado es perfecto.

Definicion. Sea F un cuerpo de caracteristica p > 0. El endomorfismo de Frobenius es el
morfismo F — F, x — xP.

Observacién 2.5.5. El endomorfismo de Frobenius o es efectivamente un endomorfismo: si
a,be F, o(ab) = (ab)? = aPbP = o(a)o(b), obviamente o(1) = 1y por el lema 2.71 se
tiene o(a+ b) = (a + b)P = a? + bP = o(a) + o(b).

La siguiente propiedad nos dice que “casi todos los cuerpos son perfectos”.

Proposicion 2.41.

1. Todo cuerpo de caracteristica cero es perfecto.

2. Si F es un cuerpo de caracteristica p > 0, entonces F es perfecto si y sélo si
F = FP = {aP : a € F} (i.e. si y sélo si el endomorfismo de Frobenius es un au-
tomorfismo).

3. Todo cuerpo finito es perfecto.

Demostracion. 1. Ya lo sabemos.
2. (=) Si ae F\FP, entonces X? — a € F[X] es irreducible (pues a no es raiz) , y no es

separable, pues por el lema 2.71, si ¥/a es una raiz de X? — a en el cuerpo de descom-
posicion, se tiene XP —a = (X — ¥/a)P.

(<) Supongamos que f € F[X] es irreducible pero no separable. Entonces f es un
polinomio en XP:

F(X) = Dax? = 3 opxe = (M bix7)

para ciertos a; € F, b; € F tales que a; = b? (existen pues F = FP); en el Gltimo paso
usamos el lema 2.71. Pero entonces f no seria irreducible, absurdo.

Sea F un cuerpo finito, entonces tiene caracteristica p > 0. Sea ¢ : F — FP, a+—> 3
el endomorfismo de Frobenius. Es inyectivo: a? = b? = (a— b)P =0 = a = b, y es
obviamente sobreyectivo, luego F = FP. O

Por lo tanto para que un cuerpo no sea perfecto, debe tener caracteristica p y ser infinito.
En el ejemplo 2.5.3 vimos que Z,(t) no es perfecto.

Proposicion 2.42. Sea F cuerpo. Son equivalentes:

1.

F es perfecto,

2. Toda extension finita de F es separable,

3. Toda extensién algebraica de F es separable.
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Demostracién. (1 = 2) Si F — K es finita, entonces como F es perfecto para todo & € K se
tiene que my r es separable, i.e. F < K es separable.

(2 = 1) Supongamos que toda extension finita de F es separable. Sea p € F[X] irreducible.
Consideremos K = F(«) donde « es alguna raiz de p. La extensién F < K es finita, por lo

tanto separable. Como p = m, ¢ entonces p es separable.

(2 = 3) Sea F c K algebraica. Entonces dado o € K tenemos que F < F(a) es finita,
luego separable, de donde « es raiz de un polinomio en F[X] separable.

(3 = 2) Toda extensidn finita es algebraica. [
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2.6. Fundamentos de la teoria de Galois

Citamos el primer péarrafo de la introduccién de [KM] como motivacién para la definicién
siguiente.

i Por qué un cuadrado nos parece una figura simétrica, un circulo aiin mas simétrico,
pero el digito “4" completamente asimétrico? Para responder a esta pregunta,
consideremos los movimientos del plano que dejan cada una de estas figuras en
el mismo lugar que antes. Es facil ver que para el cuadrado hay ocho de estos
movimientos, para el circulo hay infinitos, pero para el digito “4" sélo uno, la
identidad, que deja cada punto del digito fijo. El conjunto G de movimientos
diferentes que dejan una figura ocupando el mismo lugar que antes sirve como
una medida para su grado de simetria: a mayor cantidad de elementos de G, i.e.,
los movimientos, a mayor simetria de la figura. [Este conjunto G es un grupo con
la composicién.]

M.I. Kargapolov, Ju.l. Merzljakov
Definicion. Sea F — K extensién de cuerpos. El grupo de Galois de la extension es
Galf := {oe Aut(K) : o(x) = « Vore F}
Consiste de los elementos de Aut(K) que dejan fijo F.

Definicion. Sea k = F — L torre de cuerpos. Si 0 : F — L es tal que o], = id, decimos que
0 es un k-monomorfismo de cuerpos.

De esta manera, los elementos del grupo de Galois Galg son los F-automorfismos de K.

Proposicion 2.43. Sea F — K extension de cuerpos. Entonces Galﬁ permuta las raices en
K de los polinomios en F[X]. Es decir, si f € F[X] y R es el conjunto de raices en K de f,
entonces o|g € Sym(R).

Demostracion. Sea o € Galf y a € K raiz de un polinomio f = a,X" +---+a; X +ag € F[X].
Se tiene entonces a,x” + - - - + a;x + ap = 0. Apliquémosle o

0=0(0) =0(a,a"+ - -+ ajx + a9) = 0(ap)o(x)" + -+ + o(a1)o(x) + 0(ap)
le=id a,0(a)" + -+ a10(x) + ag

Tenemos entonces que o) es también raiz de f, i.e. 0(R) < R. Como o|g : R — R es
inyectiva y R es un conjunto finito, entonces o|g es biyectiva, i.e. o|g € Sym(R). O]

Observacion 2.6.1. Si descomponemos un polinomio como producto de irreducibles, entonces
el grupo de Galois permuta sus raices permutando las de cada factor irreducible.

Definicion. Sea K cuerpo, H < Aut(K). Definimos el cuerpo fijo de H como
Fix(H) = {xe K:0o(a) =« Yoe H}

Consiste en los elementos de K que quedan fijos por H.
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Observacion 2.6.2. “Grupo de Galois” y “cuerpo fijo” es considerar la ecuacién o(x) = «
desde los dos puntos de vista posibles.

Observacion 2.6.3. Es sencillo verificar que el cuerpo fijo de H es un subcuerpo de K.

Proposicién 2.44. Las asociaciones F — K — Galf y H < Aut(K) — Fix(H) revierten
inclusiones:

» SiF, c F, © K es torre de cuerpos, entonces Galﬁ2 < Galﬁ1

» SiH; ¢ H,  Aut(K) es una cadena de subgrupos, entonces Fix(H,) < Fix(Hy).
Demostracion. Todo automorfismo de K que deja fijo F> es un automorfismo de K que deja
fijo F.

Si un elemento de K queda fijo por H,, entonces queda fijo por H;. O

Definicién. Una extensién de cuerpos finita F = K es de Galois si Fix(Galf) = F. Equiva-
lentemente, si para todo u € K\F existe o € Gal¥ tal que o(u) + u.

Observacion 2.6.4. Una extension es de Galois cuando el grupo de Galois es lo mas grande
posible, i.e. cuando hay la mayor cantidad posible de automorfismos que dejan fijo F. En
virtud de la cita del comienzo de la seccién, una extensién es de Galois cuando “exhibe la
mayor simetria posible”.

Observacién 2.6.5. Sea F = K extensién de cuerpos finita. La extensién Fix(Gal¥) = K
siempre es de Galois. Esto no es mas que un juego de palabras: en efecto, estamos diciendo
que para todo elemento v en K que no queda fijo por los automorfismos de K que dejan fijo
F hay un automorfismo de K que deja fijo lo que queda fijo por los automorfismos de K que
dejan fijo F que mueve u (j!).

Definicion. Un caracter de un grupo G sobre un cuerpo L es un morfismo de grupos G — L*.

Definicion. Sean X1, ..., X, caracteres de un grupo G sobre un cuerpo L. Decimos que son
linealmente independientes si lo son como elementos del L-espacio vectorial Hom(G, L*), i.e.
si para todo ay, ..., a, € L se tiene

axit o taxn=0=a=-=2a,=0
Si no son linealmente independientes, se dicen linealmente dependientes.

Teorema 2.45 (de independencia lineal de caracteres de Dedekind). Sixi,...,Xn son carac-
teres diferentes de un grupo G sobre un cuerpo L, entonces son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos por absurdo que son linealmente dependientes. Sea m el menor
namero de escalares no nulos tal que hay una relacién de dependencia lineal entre m caracteres
de los n. A menos de reordenacién podemos suponer que son los m primeros. Se tiene entonces
para ciertos ay,...,am € L:

ax1+ - +amxm=0 a+0VvVi=1...,m
Evaluando en g € G se tiene

aix1(g) + -+ amxm(g) =0 VgeG (2.3)
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Como X1 + Xm, existe gop € G tal que x1(go) + Xm(go)- Evaluando en gyg y usando que los
X; son morfismos de grupos, se obtiene

arx1(go)x1(g) + -+ amxm(g0)Xm(g) =0 Vge G (2.4)

Restandole a la ecuacién (2.4) la ecuacién (2.3) multiplicada por X,(go), se obtiene

0= axi(go)xi(g) +---+a m&) — arx1(g)Xm(go) — - — a —&
— 21(x1(80) — Xm(80) X1(&) + - - 3m-1(Xm-1(80) — Xm(80))Xm-1(8) VE€EG
+0

Esta es una relacion de dependencia lineal no trivial de m — 1 caracteres: contradice la
minimalidad de m, llegando a un absurdo. ]

Corolario 2.46. Sean 04,...,0, : K — L morfismos de cuerpos diferentes. Entonces son
linealmente independientes como funciones K — L.

Demostracion. Como un morfismo de cuerpos envia el cero en el cero, cada o; induce un
morfismo de grupos o} : K* — L*. Estos o} son caracteres del grupo K* sobre L. Por el

teorema anterior, 07, ..., 0} son linealmente independientes, luego oy, ..., 0, son linealmente
independientes, pues difieren con los o7 sélo en el cero, lo cual no afecta a la independencia
lineal. O]

Sobre el siguiente teorema (cuya prueba es esencialmente algebra lineal) descansa gran
parte de los teoremas posteriores de teoria de Galois.

Teorema 2.47. Sea K cuerpo, H = {04, ..., 0,} < Aut(K). Entonces
K :Fix(H)|=|H:1|=|H|=n

Gréficamente,®
K 1

Fix(H) H
Demostracion. Notemos F := Fix(H). Supongamos por absurdo que n & |K : F|.
Casol: n> |K: F| = m.

Sea wiq,...,w,, una F-base de K. El sistema

0'1((,01)X1 + -+ G,,(wl)x,, =0

o1 (Wm)x1 + -+ + 0p(Wm)X, =0

es un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas, m < n: tiene una solucién
no trivial B1,..., B,

El diagrama tendra més sentido cuando enunciemos el teorema fundamental de la teorfa de Galois.
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Sean ay, ..., a, elementos arbitrarios de F. Como F = Fix(H), entonces o;(a;) = a; para
todoi =1,...,n j =1,...,m. Por lo tanto, multiplicando la i-ésima ecuacién por a; y
remplazando las incégnitas por la solucién no trivial, se obtiene:

o1(aw1)PB1 + - + op(arwi)B, =0

01(amWpm)B1 + -+ + Op(@amwm)Bnr =0
Sumando las m ecuaciones, se obtiene:
o1(a1wy + -+ + amWm)P1 + -+ op(arwr + - + amwm)Pn =0

para cualquier a;,...,a, € F. Pero w1, ..., w, es una F-base, luego a;w; + -+ + amWwp,
representa un elemento arbitrario & € K. La ecuaciéon queda entonces

o1 (x)B1+ -+ 0o(x)p,=0 VaeK

Como los 3; no son todos cero, entonces la ecuacién anterior nos dice que 01,...0, son
morfismos de cuerpos linealmente dependientes. Esto contradice el corolario anterior.

Caso 2: n< |K : F|.
Existen entonces n + 1 elementos «4, ..., ®,.1 € K linealmente independientes sobre F.
El sistema
0‘1(061)X1 + -+ (71(0(”+1)Xn+1 =0
: (2.5)
(Yn<061)X1 + -+ Gn((xn-i-l)xn-&-l =0
es un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n+ 1 incégnitas, luego tiene una solucién
no trivial B31,...,P, € K.
Afirmacion: existe j tal que 3; ¢ F.
Demostracion: Supongamos por absurdo que los (3; estan todos en F. Existe un i tal que
0; = id (pues H es un grupo). La ecuacién i-ésima queda entonces o131+ -+ Xpr1PBny1 = O:
es una relacién de dependencia de los «;, absurdo pues estos son linealmente independientes
sobre F.

Elegimos una solucién del sistema con ndmero minimo r de (3; no nulos. A menos de
reordenacién podemos suponer que son los r primeros: 31, ..., 3,, y podemos suponer 3, =
por estar trabajando en un cuerpo y ser el sistema homogéneo. Como no pueden estar todos
en F, debe ser r > 1 (pues 1 € F). A menos de reordenacién podemos suponer 3; ¢ F.

El sistema queda

o1(x1)B1+ -+ o1(ax,—1)Br1 + 01(x,) =0
: (2.6)
0—n(cxl)ﬁl et 0—n<ocr71>Br71 + 0—,7(0(,) =0

Como F = Fix(H) y B1 ¢ F, entonces existe ko € {1, ..., n} tal que o\, (1) + B1. Apliquemos
Ok, al sistema: para todo j = 1,..., n se tiene

(04 07)(01) 0k (B1) + - + (04 07) (0r—1) Ok (Br—1) + 0k, 05(ex,) =0
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Pero {04,01,...,0k0,} = {01,...,0,} pues H es un grupo. El sistema queda, para todo
i=1,...,m
0j(01) 04, (B1) + -+ + 0i(0—1) 04y (Br—1) + 0i(0t,) =0

Restandoselo al sistema (2.6), nos queda, para todo i =1,...,n:

+0

oi(0) [Br — 0 (B1)] + - + 0i(0—1)[Bro1 — Ok (Br—1)] = 0

Esta es una solucién no trivial del sistema (2.5) con a lo sumo r — 1 elementos no nulos:

contradice la minimalidad de r. O

Corolario 2.48. Sea F — K extension de cuerpos finita. Entonces |Galf| < |K : F|, y
|Galf| = |K : F| — F < K es de Galois.

Demostracion. Aplicando el teorema anterior a H = Galff obtenemos |K : Fix(H)| = |Gal%]|.

Por otro lado tenemos la torre de cuerpos F c Fix(H) < K: la transitividad de grados nos da
|K : F| = |K : Fix(H)||Fix(H) : F|, i.e.

|K : F| = |Gal&|[Fix(H) : F|
Luego |Galf| < |K: F|, y

|Galf| = |K : F| < [Fix(H): F| =1 < Fix(H) = F &L F < K es de Galois. [

Corolario 2.49. Sea K cuerpo, H < Aut(K). Entonces Galﬁix(,_,) = H, luego si Fix(H) c K
es finita, es de Galois.

Demostracion. (o) Por definicién de Fix.
(<) Como tenemos la inclusién o, basta ver que \Galﬁx(,_,)\ = |H|. Pero tenemos

corolario

K : Fix(H)| 2 |H| < [Galf, | © < |K : Fix(H)]

Por lo tanto la cadena de desigualdades es de igualdades, y Galﬁix(,_,) =H. O

Corolario 2.50. Sea K cuerpo. La funcién Fix que a cada subgrupo de Aut(K) le asocia su
cuerpo fijo es inyectiva.

Demostracion. En efecto, lo que nos dice el corolario anterior es que dado un subgrupo de
Aut(K), aplicar Fix y luego la funcién GalX que a un subcuerpo de K le asocia su grupo de
Galois es la identidad, i.e. Fix tiene inversa por izquierda, i.e. es inyectiva. O

Teorema 2.51. Sea F cuerpo. Si f € F[X] es separable, entonces
|Gal>*="")| = |Descr(f) : F|

y por lo tanto si una extension de F es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable,
entonces es de Galois.
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Demostracion. Sean «q, ..., &, las raices diferentes de f en su cuerpo de descomposicion
sobre F. La prueba es por induccién en m; lo haremos para m = 2 por simplicidad.

Considero my, r: es irreducible sobre F. Con el teorema de extensién extiendo la identidad
id: F — F a un isomorfismo @; : F(;) — F(o) donde &] es otra raiz de my, r. El ndmero
de ¢1's posibles es en general < gr my, r = |F(o1) : F|, pero se da la igualdad pues my, £
es separable (pues divide a f que es separable).

Considero my, F(s,): €s irreducible sobre F(x;). Con el teorema de extensién extiendo
el isomorfismo 1 : F(o;) — F(f) a un isomorfismo @ : F(x1, o) — F(f, &) donde
o, es otra raiz de my, F(s). Observar que F(x}, o) = F(x1, &2) pues sélo hay dos raices
posibles para mq, F(s,) ya que divide a f. El nimero de @,'s posibles es en general < gr
My Flaa) = |F(%1, ®2) @ F(a1)], pero se da la igualdad pues my, F(a) €s separable (pues
divide a f que es separable).

Considero la torre de cuerpos F ¢ F(x;) € F(xg, o):

|Desce(f) : F| = |F(ag, otp) : F
= |F(otp) : Fl|F(ot, x2) : F(o)
=n"de @;'s -n° de @,'s
= n" de extensiones de id : F — F auniso. @ : F(x, ) — F(x1, o)
= |Galper ()] O

Definicion. Una extensién finita F < K es normal si todo polinomio f € F[X] irreducible
que tiene una raiz en K se escinde sobre K.

Ejemplo 2.6.6. La extensién Q = Q(+/2) no es normal: el polinomio X3 — 2 € Q[X] tiene una
raiz v/2 € Q(+v/2), pero no tiene a las dos otras.

Teorema 2.52. Si F c K es de Galois entonces es normal y separable.

Demostracién. Sea p € F[X] irreducible tal que existe o« € K raiz de p. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer p ménico. Veamos que p se escinde sobre K.

Sea Galf = {id, 03,...,0,}. Considero entre &, 05(x),...,0,(x) € K los elementos
diferentes, que llamo «, &5, ..., &, 0 < r < n.

Seaf = (X —a)(X —aa)...(X —«,) € K[X].

Afirmacién: p = f.

Demostracion: Como todas las raices de f lo son de p, entonces f | p.

Si pruebo que f € F[X] y anula a &, entonces como p = m, ¢ se tiene p | f. Obviamente
f(ax) = 0: veamos que f € F[X].

Usemos que F = Fix(Galf) para demostrar esto. Sea T € Galf, entonces como
{t,703,...,710,} = {id, 02,..., 0,}, aplicarle T a &, 02(x), ..., 0,(x) los permuta. A su vez
{id, 03, ..., 0,} permutan &, «, . .., &, (pues son raices de p) luego T permuta o, &y, . .., &,.

Por lo tanto f queda invariante por GalX | i.e. los coeficientes de f (no estamos diciendo
los «;, atencién) estan en Fix(Galf) = F, i.e. f e F[X].
Entonces f | p, p | f y son ambos moénicos: se tiene p = f.

Por lo tanto p se escinde sobre K, y mas aln, es separable. Entonces la extension es
normal, y es separable, pues dado o« € K obtuvimos que m, ¢ es separable. O
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Teorema 2.53. Una extension F — K es finita, normal y separable si y sélo si K es el cuerpo
de descomposicion sobre F de un polinomio en F[X] separable.

Demostracién. (<) Es el teorema 2.51 junto con el teorema anterior 2.52.

(=): Como F < K es finita, sea {wy, ..., w,} una F-base de K. Sea p; = my, r: son
irreducibles y tienen una raiz en K, luego como F < K es normal y separable, los p; se escinden
sobre Ky son separables. Sea f el producto p; ... p, sacando los factores repetidos.

Afirmacién: K = Descg(f).

Demostracién: (o) Es obvio pues Descg(f) estd generado por las raices de f que son
elementos de K.

(c) Se tiene wy, ..., w, € Descg(f) por construccién, y Descg(f) < K es un F-subespacio
vectorial, luego como los w; son una F-base de K, necesariamente Descg(f) = K. O

Resumamos la situacion:
Teorema 2.54. Sea F c K extension de cuerpos. Son equivalentes:
1. La extensién es de Galois.
2. |K: F|=|Galg|.
3. K = Descg(f) para algin f € F[X] separable.
4. La extension es finita, normal y separable.
Demostracién. (1 < 2) es el corolario 2.48. Los teoremas anteriores son 1 = 4 = 3 = 2. [
A continuacién, un lema técnico que nos sera de utilidad a posteriori.

Lema 2.55. Sea k ¢ F ¢ K c L una torre de extensiones algebraicas, con K = Descy(f)
para algin f € k[X]. Entonces si 0 : F — L es un k-monomorfismo de cuerpos, se tiene que
o(F) c K, y o se extiende a un k-automorfismo de K (i.e. un elemento de Galy.)

Demostracién. Sea L’ una clausura algebraica de L (lo es entonces de F y de o(F)). Entonces
como 0 : F — o(F) es un k-automorfismo, por el corolario 2.36, se extiende a un k-
automorfismo o* : L' — L’. Basta ver que 0*(K) = K, porque entonces o(F) = 0*(F) c K,
y ademds la restriccién 0|k es el automorfismo buscado.

Tenemos que K = Descy(f). Sean o, ..., «, las raices de f en K: se tiene entonces
K = k(&4,...,,). Entonces 0*(K) = k(0*(a1),...,0%(a,) pues 0*|, = id.

Pero 0* € Galt | luego lleva raices de f en raices de f. Al ser un automorfismo es biyectivo,
luego {0*(a1),...,0%(a,)} = {a1,...,a.}.

Por lo tanto 0*(K) = k(a1,...,a,) = K y el lema queda demostrado. O

2.6.1. Un poco mas de extensiones normales

Una extensién es finita, normal y separable si y sélo si es el cuerpo de descomposicién de
un polinomio separable. Esto sigue siendo valido si quitamos la separabilidad de ambos lados.
Para demostrar esto, usamos el lema técnico recién demostrado.

Proposicion 2.56. Una extension finita F — K es normal si y sélo si K es el cuerpo de
descomposicién sobre F de un polinomio en F[X].
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Demostracién. (=) La extensién F < K es finita, luego finitamente generada por elementos al-

gebraicos: K = F(«y, ..., &,). Como la extensién es normal, los polinomios p; = my,  se escin-
den sobre K, luego f = p; ... p, también se escinde sobre K. Entonces K = F(&y, ..., &,) =
Descg(f).

(<) Sea p € F[X] un polinomio irreducible con una raiz « € K. Sea L una clausura
algebraica de K, y 3 € L otra raiz de p. Entonces extendiendo la identidad id: F — F con el
teorema de extension, existe un F-isomorfismo o : F(x) — F(f3). Por el lema anterior (con
F = k(o)) resulta que k(f3) = K, para cualquier otra raiz 3 € L de f. Pero f se escinde sobre
L pues L es algebraicamente cerrado, luego en realidad se escinde sobre K. O]

De esta manera, el lema 2.55 nos dice que un k-monomorfismo que parte de un subcuerpo
de una extensién normal a un cuerpo mayor, en realidad no se sale de la extensién normal, y
ademas se extiende a un k-automorfismo de la extensién normal.

Definicion. Sea F c E extension de cuerpos finita. Decimos que un cuerpo K es una clausura
normal de la extension si F < K es normal, K © E, y K es la menor extension normal de F
tal que K o E.

Proposicion 2.57. Toda extension finita F < E tiene una clausura normal K, y dos clausuras
normales son isomorfas.

Demostracién. Tenemos E = F(ay,...,®,) para ciertos «4,..., &, € E. Consideremos
f=myF...my,ry K =Desce(f). Entonces F — K es normal, K > E y por definicién de
cuerpo de descomposicion f no se escinde en ningiin subcuerpo propio de K que contiene a
E, luego K es una clausura normal de F < E. Ademas K es (nico a menos de isomorfismo
porque dos cuerpos de descomposicion para f sobre F son isomorfos. O

Definicion. Sea F — E extension de cuerpos finita. Decimos que un cuerpo K es una clausura

de Galois de la extensiéon si F < K es de Galois, K © E, y K es la menor extension de Galois
de F tal que K o E.

Corolario 2.58. Toda extension finita y separable F — E tiene una clausura de Galois, que
es la clausura normal.

Demostracion. Sea K la clausura normal de F < E. Como en la demostracién de la proposicién
anterior, K es el cuerpo de descomposicién sobre F de f = my, r ... my, r. En este caso los
My, F son separables. Entonces si a f le quitamos los factores repetidos, nos queda un polinomio
separable g € F[X] tal que Descg(f) = Descge(g), por lo tanto F K es de Galois. O

2.6.2. Teorema fundamental de la teoria de Galois

Teorema 2.59 (Teorema fundamental de |a teoria de Galois). Sea F — K extension de cuerpos
de Galois. Hay una biyeccién entre los subcuerpos intermedios de la extension (los subcuerpos
E < K que contienen a F) y los subgrupos H Galf dada por las correspondencias inversas
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GalX ix
una de la otra E = Galf y Fix(H) & H:

{subcuerpos E = K que contienen a F} % {subgrupos H c Gal¥}
K 1
| |
A
|
F Galf

Esta correspondencia, llamada correspondencia de Galois, cumple las siguientes propieda-
des:

1. Revierte inclusiones: si subcuerpos intermedios Ei, E, se corresponden con subgrupos
Hi, H,, entonces E; ¢ E, — H, < H;.

2. E c K es de Galois para cualquier subcuerpo E de K que contiene a F.

3. Para cualquier subcuerpo intermedio E se tiene

K :E| =|Galf| y |E:F|=|Galf : Galf]|

4. Para cualquier subcuerpo intermedio E se tiene que F — E es Galois < Galf < Gal¥.
Galg
Galg ’

Si este es el caso, entonces GalE ~

Demostracién. Ya sabemos que Fix es inyectivo con inversa por izquierda Gal”.

Para probar que Fix es sobreyectivo probemos primero 2. Sea E un subcuerpo intermedio.
Como F < K es de Galois, entonces K = Descg(f) para cierto f € F[X] separable. Pero
entonces f € E[X]|y E ¢ K = Descg(f), luego E = K es de Galois.

Por definicién de extensién de Galois se tiene E = Fix(Gal¥). Esto nos dice que Fix tiene
inversa por derecha Gal. Por lo tanto Fix y Gal® son biyectivos, uno inverso del otro.

1. Es la proposicién 2.44.

3. Como E < K es de Galois, entonces |K : E| = |Galf]|.
Como F < K es de Galois, entonces |K : F| = |Galf|. Por otro lado la torre F = E = K
nos da |K : F| = |K : E||E : F|. Tenemos entonces

Galg|  |K: F]

IGal¥|  |K: E|

1Gal¥ : Galf| = = |E: F|

4. (=) Sea F c E de Galois, en particular es normal. Sea ¢ € Galf, T € Galf. Sabemos
que Tot ! € Gal¥, pero queremos que ver que Tot ! € Gal¥.
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Tenemos la torre F ¢ E ¢ E < K, donde F < E es normal y T*1|E E - K

es un F-monomorfismo. Entonces por el lema 2.55, se tiene que T }|g(E) < E, i.e.
T (E)c E.

Entonces dado a € E, se tiene T~ € E. Por lo tanto como o es un E-automorfismo,
ot !(a) = t71(a). Aplicando T se obtiene Tot(a) = Tt !(a) = a, luego ToT | =
idy Tot ! € Galf.

(<) Supongamos Galf <1 Galf. Tenemos que F — E es separable pues F < K lo es.
Veamos que F < E es normal: sea p € F[X] irreducible con una raiz a€ E.

Como F < K es normal (por ser de Galois), p se escinde sobre K. Basta ver que las
raices de p en K estan en E.

Sea b otra raiz de p en K. Entonces por el teorema de extensién, existe T € Galﬁ tal
que T(b) = a. Para ver que b € E veamos que b € Fix(Galf), aprovechando que E c K
es de Galois.

Sea o € Gal¥. Entonces Tot~! € Gal¥ por normalidad, luego
tot '(a)=a=10(b)=a=o(b)=1'(a)=b
Entonces o(b) = b, i.e. b e Fix(Galf). O
Observacion 2.6.7. En la prueba del reciproco del cuarto item hemos probado que F < E es

normal < Galg es normal en Gal¥, lo cual explica por qué la misma nomeclatura.

En la proposicion 2.64 detallamos otro aspecto de la correspondencia de Galois.

2.6.3. Aplicacion: teorema fundamental del algebra

El teorema fundamental del algebra no tiene una demostracién que se base tnicamente en
el algebra. Esto es logico pues en el fondo nos dice algo sobre nimeros reales, y los niimeros
reales no son una construccién algebraica.

La demostraciéon que daremos usa una cantidad minima de andlisis que se concentra en el
siguiente lema.

Lema 2.60. a) Todo polinomio en R[X]| de grado impar tiene una raiz real. Por lo tanto R
no admite extensiones propias de grado impar.

b) C no admite extensiones cuadraticas (de grado 2), i.e. todo f € C|X] de grado 2 se escinde
sobre C.

Demostracién. a) Los polinomios de grado impar tienden a +o0 en —o0, y a Fo0 en +o0,
luego por el teorema de Bolzano, tienen una raiz real.

Si R tuviera una extensién de grado impar, existiria un polinomio de grado impar sobre R
irreducible, absurdo.

b) Por la férmula de las raices de los polinomios de grado 2, basta ver que todo « € C tiene
una raiz cuadrada en C. Escribiendo o = re®®, r > 0, 0 € [0, 27), se tiene que /re’? es
una raiz cuadrada de « en C. O]
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Teorema 2.61 (fundamental del algebra). Todo polinomio no constante en R[X] tiene una
raiz en C. En otras palabras, C es algebraicamente cerrado.

Demostracién. Sea f € R[X], gr f = n=>1, y sea K = Descg(f).

Adjuntarle i a K es lo mismo que tomar el cuerpo de descomposicién sobre R del producto
f-(X?+1),ie K(i) = Descg(f - (X>+1)), entonces R = K(i) es de Galois.

Consideremos Gal K Galp K . Queremos probar que Galg KD = {id}, en cuyo caso por la
correspondencia de Ga|0|s C= K( ), luego como K (i) = DescR(f- (X2 + 1)), se tendria que
f tiene una raiz en C y el teorema estarla demostrado.

Supongamos por absurdo que GaI 4: {ld}

Sea P, un 2-subgrupo de Sylow de GaI ) Entonces |P>| es par, luego |Ga| . P, es
impar. Por la correspondencia de Galois, |F|x(P2) : R| es impar, luego por la parte a) del lema
2.60, Fix(P,) = R.

Entonces Galy KO _ Gal® = P,, luego como {id} Galg(i) < Galg(i) = P,, se tiene

le
que Gal(c es un 2-grupo. Por ser un p-grupo tiene subgrupos de todos los 6rdenes posibles,
en particular uno de indice 2, que por la correspondencia de Galois se corresponde con una
extension cuadratica de C, absurdo por la parte b) del lema 2.60. O]

Observacion 2.6.8. De los niimeros reales tuvimos que usar la completitud, necesariamente,
pues esto estad en la base de su definicién. Sin embargo no usamos la completitud en toda
su potencia, la usamos sélo en la expresion del lema 2.60. Esto nos dice que la demostracién
que hemos dado del teorema fundamental del 4lgebra no nos dice sélo que R(y/—1) es
algebraicamente cerrado, donde R es el tinico cuerpo ordenado y completo, sino que R(y/—1)
es algebraicamente cerrado cuando R es un cuerpo ordenado que satisface las condiciones del
lema 2.60 (observar que la condicién b) es una consecuencia de que todo nimero real positivo
tiene una raiz cuadrada real).

Mas explicitamente, un cuerpo ordenado es un cuerpo F junto con un orden total < en F
que es compatible con las operaciones de F, de esta manera:

m a<b=a+c<b+cparatodoa b,cekF,
m 3,b<0= ab<0paratodoa beF.

Un cuerpo real cerrado es un cuerpo ordenado R tal que todo elemento positivo tiene raiz
cuadrada en R, y todo polinomio de grado impar en R[X] tiene una raiz en R..

Un ejemplo de cuerpo real cerrado, aparte de R, es el de los nimeros algebraicos reales,
ie. Q N R.

Con esta definicion capturamos exactamente lo que utilizamos de los nimeros reales para
probar el teorema fundamental del algebra. Podemos entonces enunciar lo que hemos probado
en realidad:

Teorema (fundamental del algebra generalizado). Sea R un cuerpo real cerrado. Entonces
R(+/—1) es algebraicamente cerrado.

Como dltima observacién, destacamos que la nociéon de cuerpo real cerrado captura
exactamente las propiedades de los nimeros reales necesarias para que valga el teorema
fundamental del algebra. Es decir, vale el reciproco: si R es un cuerpo no algebraicamente
cerrado tal que R(v/—1) es algebraicamente cerrado, entonces R es un cuerpo real cerrado.
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Ademas, captura otras propiedades equivalentes, por ejemplo: si R es un cuerpo ordenado,
es real cerrado si y sélo si hay un orden en R que no se extiende a ningin orden en cualquier
extension algebraica propia de R, si y sélo si hay un orden en R que hace que R sea un
cuerpo ordenado tal que, con este orden, vale el teorema del valor intermedio para todos los
polinomios sobre R.

Recomendamos [J], capitulo 5, para profundizar en este tema.

Ejercicios
Ej. 49 — Toda extensién de grado 2 es normal.
Ej. 50 — Galg = {id} (Sugerencia: un automorfismo de R es una funcién monétona. Ade-

mas, por Dedekind-completitud de R, para todo x € R\Q, A = {a € Q : a < x} vy
B ={be Q: b > x} conforman una particion de Q tal que a < b para todo a € A,
be By x=supA=infB.)

Ej. 51 — Hallar los grupos de Galois sobre Q de Q(v/2,v/5) y de Q(v/2,v/3,v/5).
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2.7. Extensiones compuestas y extensiones simples

Definicion. Sean K;, K, © K subcuerpos. El cuerpo compuesto de K; y K, notado Ki K>,
es el menor subcuerpo de K que contiene K; y Ko.

Tomar el cuerpo compuesto de dos subcuerpos es la idea reciproca de tomar su interseccion.

Proposicion 2.62. Sean Ky, K, extensiones finitas de F contenidas en K. Entonces
|K1K21F| < |K1F||K2F’
y se da la igualdad si y sélo si una F-base de K; es linealmente independiente en K, o viceversa.

Demostracion. Consideremos la torre F < K; < KiK>. La transitividad de grados nos da
|K1K2 . F| = |K1 . F||K1K2 . K1| < |K1 . F||K2 . F|

Se tiene |K1 K> : K1| < |K> : F| pues si tomo una F-base de K>, es un Kj-generador de K Kj.
Se da la igualdad si y sélo si es Li. en Kj. O

Corolario 2.63. Si K1, K, son extensiones finitas de F contenidas en K tales que |K; : F| = n
y |Ky: F| = m, con mcd(m, n) =1, entonces |K1K; : F| = mn.

Demostracion. Las torres F < Ky € Ki1K> y F © K, © K1 K5 nos dan respectivamente
n=|Ki:F|||KiKy:F| y m=|Ky:F|||KiK>: F]|

Por lo tanto mem(n, m) = nm | |KiK> : F|, y por la proposicién |K1 K> : F| < nm, por lo
tanto se da la igualdad. O

Ejemplo 2.7.1. Sea F — K extensién de cuerpos, «, 3 € K algebraicos de grados n, m
respectivamente. Se tiene F(x)F(B) = F(«, ). Entonces |F(x, ) : F| < nm, y se da la
igualdad si my n son coprimos.

La siguiente proposiciéon nos da mas informacion sobre la correspondencia de Galois, y nos
dice que “tomar cuerpo compuesto” se corresponde con “tomar subgrupo generado por la
uniéon”. No podemos simplemente tomar la unién de dos subgrupos puesto que no tendria por
qué ser un subgrupo.

Proposicion 2.64. En la correspondencia de Galois, si subcuerpos intermedios E; y E, se
corresponden con subgrupos Hy y H,, entonces E; n Ey — (Hy U Hy) y E1E; — Hy 0 Hs.

Demostracién. E1E, — Hy n Hy <= Galf g = Hi n H,, con Hy = Galf y H, = Galf .
(c)Sioe Galg,:-2 entonces claramente o € Galg1 y o€ Galg, luego o € H; N H,.
(D) Si 0 € Hy n H,, entonces o|g, = id y olg, = id, luego o|gg = id, por lo tanto
o€ GaIgEZ. ]

La proposicién anterior nos dice que el reticulo de subcuerpos de K que contienen F vy el
reticulo de subgrupos de Galf son “duales”.

Es facil recordar la proposicién que sigue pensando que “deslizamos” hacia arriba a la
derecha una extension de Galois a una de Galois.
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Proposicion 2.65. Sea F — K extension de Galois, F — F' extensién. Supongamos que
K, F' estan contenidas en alguna extensién de F. Entonces F' = KF' es de Galois, y Gal’f" ~
Galf . p. Graficamente,

KF’

/ ub"‘--,_Ganis

K F'

KnF
F

Demostracién. Como F < K es de Galois, entonces K = Descg(f) para cierto f € F[X] sepa-
rable. Entonces K = F(«y, ..., &,) donde oy, . .., &, son las raices de f. Luego como F < F’,
se tiene KF' = F'(xy,...,®,), i.e. KF' = Descg/(f) y f es separable, luego F' = KF' es de
Galois.

Sea ¢ : Galff" — Gal¥, 0 o]k. Esta bien definida: 0 : KF' — KF', y como 0|z = id,
entonces 0|k : K — Ky es inyectiva. Como F < K es finita, entonces 0|k es un automorfismo
de K, y deja fijo F pues deja fijo F/ © F.

Obviamente @ es un morfismo de grupos. Se tiene ker @ = {0 € Galkf" : 0|k = id} = {id},
pues un elemento de ker @ es la identidad en K y en F’, luego en KF’. Por lo tanto ¢ es
inyectiva.

Afirmacién: Im @ = Gal¥_ .,

Demostracion: Para ver esto, por la correspondencia de Galois basta probar que Fix(Im ¢) =
K n F’, pues F — K es de Galois.

(): Fix(Im @) = Fix(Galff A Aut(K)) = F' n K.

(2): Si x e K n F’, entonces o|x(x) = x pues x € F', para todo 0|k € Im @.

Entonces ¢ es un isomorfismo sobre su imagen, y ya esta. n
El siguiente corolario debe ser leido sobre el mismo diagrama que la proposicién anterior.

Corolario 2.66. Si F — K es de Galois y F — F’ es finita, con K, F' contenidas en alguna

extensién de F, entonces

K :F||F :F|
KF . F| = KCFIIFF
| | K~ F': F]

Demostracién. Por la proposicién anterior, |KF': F'| = |K : K n F'|.
Por otro lado las torres F  F' < KF'y F ¢ K n F' < K nos dan respectivamente

|K : F|

KF' :F|=|KF :F'||F': F K:KnF|=———1_
| | = | IF = Fl y | "l AELR

Juntando las tres igualdades se deduce la tesis. O]

Proposicion 2.67. Sean F c Ki, F c K, extensiones de Galois con Ky, K, contenidas en
alguna extension de F. Entonces:
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1. F < Ki n K, es de Galois.
2. F c KiK; es de Galois, yGaIﬁlK2 ~{(0,T) € Galg1 X Galg2 D O0lkink, = Tlkink, ) = H.

Demostracién. 1. Basta ver que la extensién es normal. Si p € F[X] es irreducible con una
raiz o« € K1 n Ky, entonces para i = 1,2, & € K; que es de Galois sobre F, luego todas
las raices de p estan en K;, i.e. estan todas en K; N K.

2. Tenemos K; = Descg(fi) y Ky = Desce(f,) para sendos fi, f, € F[X] separables.

Entonces K1 K, = Descg(g), donde g es el producto f;f, a menos de factores repetidos,
de donde g es separable. Por lo tanto F < K; K es de Galois.

Sea ¢ : Galf'** — Galf* x Gall®, 0 — (0]x,, 0|k,). Esta bien definida: para i = 1,2 se
tiene Im 0|k, < K; pues las raices de f; van a parar a raices de f; por o.

Claramente ¢ es un morfismo de grupos. Es inyectivo:

ker @ = {0 € Galf'® : o]k, = 0|k, = id} = {0 € GalF** : 0|k k, = id} = {id}

Veamos que Im @ = H. Se tiene Im @ < H pues (0|, )| kink, = Olkink, = (O]ky) | Ky ko
Para ver la igualdad, veamos que tienen el mismo orden. Sea o € Gal,*.

- : K :
Considero o|k,~k,: hay |GalZ ., | maneras de extender o|x,~k, a K>. Luego conside-
rando la torre de extensiones de Galois F < K1 n K, < Ks,

GallS|

|Ga|K1mK2| Coriario |K1K2 . F| = |Ga|;:<1K2| = ||m (p|
F

K K K
|H| = [Galg'|[Gali | = [Galg|

donde la dltima igualdad se deduce de que @ es inyectiva. Esto termina la demostracion.
[

Corolario 2.68. Sean F c K;, F < K, extensiones de Galois, con K1 n K = F y Ky, K»
contenidas en alguna extensién de F. Entonces Galf*"® ~ Galf* x Galf2.

Reciprocamente, si F < K es de Galois y Galﬁ = G; x Gy, entonces K = KiK> con
K1 n Ky = F, para ciertas extensiones de Galois F — Ky, F < K tales que K1 n K> = F.

Demostracién. (=) Se deduce de la proposicién anterior, observando que
. K K
Im Q= {((Y, T) : G|K1mK2 = T|K1mK2} = Ga|,_-1 X GaIF2

pues 0|k, ~k, = O|F = id = T|r = T|k,~k, para cualquier (o, T).

(<=) Tomemos Kl = FIX(Gl) Yy K2 = FIX(GQ)

Por la correspondencia de Galois, K1 n K, — GG, = Galg pues Galﬁ es el producto
directo, y Galf — F. Por lo tanto K1 n K, = F.

K1K2r—>GlmG2={e},y{e}r—>K, Iuego K1K2=K. O

Teorema 2.69. Sea F c K extension de cuerpos finita. Entonces F < K es simple si y sélo
si hay finitos subcuerpos intermedios entre F y K.
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Demostracién. (=) Como F < K es simple, existe 0 € K tal que K = F(0).

Sea E cuerpo tal que F < E < K. Sea f := mgr. Como mgfr € E[X] y anula a 6,
moe | f.

Simgg=ap+aX+--+a,X"e E[X], considero E' := F(ap, ..., a,). Se tiene E' — E.

Como F c E' « E c K = F(0), entonces también K = E(0) = E'(0).

Ademdas mg g = mg 1. En efecto, E' € E = mgg | mo e, y mge € E'[X] por definicién
de E’ luego mg g/ | mg g. Por lo tanto

|K.E|=1|E(0):E|=grmgeg=grmge =|E'0):E'|l=|K:FE|

Entonces E’ y E tienen el mismo grado sobre Ky E'  E, luego E' = E.

Obtenemos que {subcuerpos de K que contienen F} < {subcuerpos de K que contienen
F y son generados sobre F por los coeficientes de un polinomio ménico irreducible que divide
a f}, y este dltimo conjunto es obviamente finito.

(<) Caso 1: F es finito. Tomemos {ey,...,e,} una F-base de E. Se tiene que
E = {3 ,fie,,f; € F} es finito ya que F lo es. Entonces por el teorema 1.7, E* es ci-
clico: existe 0 € E tal que E* = () y por lo tanto como 0 € F, se tiene E = F(0).

Caso 2: F es infinito. Como F < K es finita, es finitamente generada. La prueba es por
induccién en el tamafio de un generador de K sobre F. Por simplicidad supongamos que K
estd generado sobre F por dos elementos «, € K, i.e. K = F(c, ).

Consideremos los subcuerpos de K de la forma F(ac+ cf3), donde ¢ € F. Pero F es infinito,
y estos son subcuerpos de K que contienen a F, por lo tanto debe haber finitos de ellos. Luego
existen ¢, ¢’ € F, ¢ + ¢’ tales que F(oc + cf) = F(ox + ¢'B).

Entonces o+ cf3, x+ ¢’ € F(x+cf), luego su diferencia también: (c—c’)p € F(oc+cf).
Pero ¢ — ¢’ € F, luego necesariamente 3 € F(x + cf). Entonces o = (x + cf) — cp €
F(ot 4+ cf). Tenemos entonces F(«, ) = F(a + cf), y la inclusién inversa es obvia, por lo
tanto K = F(«, B) = F(c+ cB) y F = K es simple. O

Corolario 2.70 (Teorema del elemento primitivo). Toda extension finita y separable es simple.
En particular toda extension finita de un cuerpo de caracteristica cero es simple.

Demostracion. Sea F — K extension finita y separable. Sea L la clausura de Galois de K sobre
F. Entonces cualquier subcuerpo de K que contenga a F se corresponde con un subgrupo del
grupo de Galois GaI,LE que es finito porque F < L es de Galois. Luego hay finitos subgrupos en
GaI,L:: la correspondencia de Galois nos da que hay finitos cuerpos entre F y L, en particular
entre F y K. La proposicion anterior implica entonces que F < K es una extension simple.
En caracteristica cero, toda extensién finita es separable, luego por lo recién probado es
simple. O

Veamos un ejemplo de una extension que no es simple.

Ejemplo 2.7.2. Sea F = F,(s, t) y E el cuerpo de descomposicién sobre F de (X —s)(XP—t).
En otras palabras, E = F(«, ) donde o® = sy BP = t. Entonces |E : F| = p2. Por otro
lado es facil verificar que para todo « € E se tiene que «” € F, luego |F() : F| € {1,p}, y
en particular F(o) < E para cualquier o« € E, mostrando que E no puede ser una extension
simple.
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Ejercicios

Ej. 52 — Sean F c E; c K, F c E; © K extensiones de cuerpos, con F < E;, F c E; de
Galois.

a)Todo o € Gal,€1 se extiende a un automorfismo G € GaIElE2, no necesariamente Unico.

b)E; N E, = F siy sélo si todo o € GalZ' se extiende a un automorfismo & € GalE'® tal
que G|g, = id.
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2.8. Cuerpos finitos

Empecemos demostrando un lema que ya hemos utilizado.

Lema 2.71. Sea F cuerpo de caracteristica p > 0. Entonces para todo a,be F y ne N se
tiene (a + b)P" = aP" + bP".

Demostracion. Por induccién en n. Probémoslo para n = 1. El teorema del binomio nos da

p_P P kpp—k _ .p P = P k . p—k
(a—i—b)—Z kab =a’+b —1—2 kab
k=0 k=1

Pero sabemos que p | (’;) si 0 < k < p, luego al estar en caracteristica p, concluimos
(a+ b)P = aP + bP.

Ademas (a — b)? = (a+ (—b))? = a” + (—b)P. Pero (—b)P = —bP: si p es impar,
(—b)P = (—1)PbP = —bP, y si p = 2 entonces b? + b?> = 2b> = 0 = b? = —b°.

Supongamos que vale para n — 1. Entonces:

n n— p n— n— p n— p n— p n n
(a+ b)"" = ((airb)p ) - (a” b ) - (a” ) + (bp 1) — '+ O
Veamos que los cuerpos finitos no pueden tener cualquier tamaiio.

Proposicion 2.72. Si F es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces |F| = p" para algin
neN.

Demostracion. Sea F un cuerpo finito. Entonces su caracteristica p es prima. Entonces debe
ser una extension finita de su cuerpo primo Z, pues de lo contrario contendria una base infinita
y entonces seria infinito. Luego |F : Z,| = n para algiin n € N. Entonces F es un Z,-espacio

n veces

- 1
vectorial de dimensién n, luego es linealmente isomorfo a Z, x - - - x Zj, luego |F| = p". O

Observacién 2.8.1. El isomorfismo de la demostracién anterior es un isomorfismo de Z,-
espacios vectoriales, en particular de grupos abelianos. No estamos diciendo que Z, x - - - x Z,
tenga estructura de cuerpo. De hecho aln no sabemos que exista un cuerpo de cardinal p".
Pero sabemos que si existe, entonces su grupo aditivo es isomorfo a Z, x - -+ X Z,.

Teorema 2.73. Sea p primo, n € N. Entonces Descz, (XP" — X) es un cuerpo con p"
elementos, que notaremos F,.. Ademas es el inico cuerpo de p" elementos, a menos de
isomorfismo.

Demostracion. Existencia: Probemos que Descz, (XP" — X) = {raices de XP" — X € Z,[ X]}.

Basta probar que los elementos del conjunto de la derecha son un cuerpo, porque entonces
es necesariamente el menor que tiene todas las raices de X" — X, i.e. es igual a Descz, (XP"—X).
Veamos esto. Si u, v son raices de XP" — X, i.e. uP") = u, vP" = v, entonces:

(uv)P" — uv = uP"vP" —uv = uv — uv = 0.

()P —u =Wt —ut=ut-ut=0.

(u—v)P"—(u—v)=uP" —vF" —(u—v)=u—v—(u—v)=0.

Para ver que tiene p” elementos, hay que ver que las raices de XP" — X son todas diferentes,
i.e. que f ;== XP" — X es separable. Pero su derivada es Df = p"XP"~1 — 1 = —1, luego
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mcd(f, Df) = 1, entonces es separable.

Unicidad: Sea F un cuerpo con p" elementos. Entonces si probamos que todo elemento
de F es raiz de XP" — X, como recién vimos que XP" — X tiene p" raices diferentes, se tiene
que F es el menor cuerpo que contiene todas las raices de XP" — X, i.e. F es un cuerpo de
descomposicién de XP" — X sobre Zp, y son todos isomorfos, concluyendo el teorema.

Tenemos que F* es ciclico de orden p” — 1, luego para todo u € F* se tiene uP"~! =1,
i.e. uP" — u = 0 para todo u € F*. Esta ecuacién vale trivialmente para u = 0, entonces todo
elemento de F es raiz de XP" — X. O

Observacion 2.8.2. F, ~ Z,, pero como dijimos en la observacién anterior, F,» es un cuerpo
con p" elementos mientras que ni Zy» ni Z, X - - x Zp tienen estructura de cuerpo si n > 2
(pues el grupo multiplicativo de un cuerpo finito debe ser ciclico).

Proposicion 2.74. La extension F, c F,. es de Galois, y Galgzn = (o), donde 0 : a — a°
es el endomorfismo de Frobenius.

Demostracién. F, = F,» es de Galois pues por el teorema anterior es el cuerpo de descompo-
sicién de un polinomio separable.
o es un automorfismo de [Fpn, pues es un morfismo inyectivo y F,,» es finito.
olp, = id pues a» ' =1 = aPa~! =1 = a” = a para todo a€ .
Ahora, a € Fix({0)) < a? = a < acF,, luego Fix({(o)) =F, y como F, < Fpn es
Galois, se tiene F, = Fix(Galy”"). La inyectividad de Fix nos da (o) = Galy”". O
p p

Observacion 2.8.3. La proposicién anterior nos da una manera de construir grupos de Galois
ciclicos.

Corolario 2.75. F,» contiene exactamente un subcuerpo con p™ elementos, para todo m | n,
m = 0.

Demostracion. F, < Fp. es de Galois, y Galgl’:n = {(0), pero {0) tiene exactamente un
subgrupo de orden n/m para todo m | n, i.e. {o™).

Por la correspondencia de Galois [F,,» tiene exactamente un subcuerpo de grado m sobre
[F, para todo m | n, i.e. Fix((c™)). Pero |Fix((c™)) : F,| = m = |Fix({o™))| = p". O

Corolario 2.76. Seane N yd | n. Todo polinomio f € 7, X] irreducible de grado d aparece
exactamente una vez como factor de XP" — X. En particular |Descz, (f) : Z,| < d.

Demostracién. Ya vimos que XP" — X es separable, luego todos sus factores en un cuerpo de
descomposicién son distintos. Entonces si f es de grado d | n, basta ver que f | XP" — X.

Como f es irreducible de grado d, f tiene una raiz o« en un cuerpo L de grado d sobre Z,,.
Pero DechP(XP" — X) = Fpn, que por el corolario anterior tiene una copia de todo cuerpo de
grado d sobre [F,, para todo d | n. Por lo tanto L < F,n = {raices de XP" — X sobre ZP},
luego o es raiz de XP" — X, en particular f | X" — X.

En particular, tomando n = d se obtiene f | XP" — X = f se escinde en Dechp(Xpd - X)
que tiene grado d sobre Z,, luego |Descz, (f) : Z,| < d. O
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Corolario 2.77. Sea F una clausura algebraica de IF,. Entonces F contiene exactamente
una copia de F,. para todo n € Z*, que consiste de las raices de X" — X. Mds adn,
F

meIFpn < m| n.
o0

En particular, una clausura algebraica de IF, es U Fpn.
n=1
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2.9. Grupos de Galois de polinomios

Definicion. Sea F cuerpo, f € F[X]. El grupo de Galois de f sobre F es el grupo de Galois
de Descg(f) sobre F.

Observacién 2.9.1. Si f tiene raices «y, ..., &,, entonces como los elementos de Galg(f) las
permutan (y son biyecciones), se tiene que Galg(f) < Sym(ay, ..., &,) ~ S,. De esta manera
podemos pensar Galg(f) = S,.

Si f se factoriza en irreducibles f = f; ... f, y n; == gr f;, entonces como Galg(f) actida
en las raices de f permutando las de los factores irreducibles, podemos pensar Galg(f) <
Spy X - X Sy

Mas aln: si f es irreducible, entonces dadas dos raices de f, por el teorema de extension
existe un elemento de Galg(f) que manda una en la otra. Esto nos dice que la accién
Galg(f) x {aq,...,xn} — {&x1,...,x,} es transitiva. Por lo tanto si n := gr f, entonces
Galg(f) se identifica con un subgrupo transitivo de S,.

Definicién. Sea f € F[X] un polinomio que se factoriza en su cuerpo de descomposicién
como f = c(X —n)...(X —r,). Se define su discriminante, A(f) como

AF) =TT —

i<j
Cuando no haya riesgo de confusién notaremos simplemente A.

Observacién 2.9.2. Para un polinomio de grado 2, f = aX2 + bX + ¢, su discriminante es

b%—4ac
A==

Enunciaremos ahora la clasificacion de los grupos de Galois de polinomios de grados 2, 3
y 4 (para cuerpos de caracteristica & 2). Las demostraciones son calculos no muy ilustrativos;
remitimos al lector al articulo [KC] para los detalles.

Polinomios de grado 2: Sea f = aX? + bX + c € F[X] polinomio de grado 2.
Si es reducible sobre F, entonces se escribe como producto de dos factores lineales sobre
F, luego su grupo de Galois es trivial.

Si es irreducible, sus raices son #Z. El grupo de Galois es trivial si A es un cuadrado
en F. Notaremos A =o en F.

Si A < o en F, entonces su grupo de Galois es isomorfo a Zs, pues Descr(f) = F(v/A).

Polinomios de grado 3: Sea f € F[X] polinomio de grado 3, irreducible y separable’.
Entonces:

Si A=oenF, Galg(f) ~ Zs.

Si A4 oenF, Galg(f) ~ Ss.

Por lo tanto, los grupos de Galois de polinomios de grado 3 se determinan completamente
a partir del discriminante.
El discriminante de un polinomio de grado 3 ménico es A(X3 + aX + b) = —4a% — 27p°.

7Si car F = 3, los polinomios de grado 3 irreducibles son separables.
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Polinomios de grado 4: sea f € F[X] de grado 4. En este caso la clasificacién es un
poco mas complicada.

Definiciéon. Si f € F[X] es un polinomio ménico irreducible de grado 4, f = X* + aX3 +
bX? + cX + d, su resolvente ctibica es el polinomio de grado 3

R3(X) = X* — bX? + (ac — 4d)X — (a°d + ¢* — 4bd) € F[X]

La siguiente tabla determina casi todas las posibilidades:

A(f)en F | R3(X) en F | Galg(f)
+ oo irreducible S,
=0 irreducible As
=0 reducible Vv
+0,<0 reducible D,
+0o0,>0 reducible D, o Z4

En el dltimo caso, el criterio debido a Kappe-Warren es el siguiente:
Sif=X*+aX3+bX24+cX+d, yr eF eslanicaraizde R; en F, considero:

1= (2 —4b—r)A, &= (r*—4d)A

Si al menos uno o en F, entonces Galg(f) ~ D.
Si ambos = o en F, entonces Galg(f) ~ Zj.

Ejercicios

Ej. 53 — Sea f = X* — 3 € Q[X]. Determinar Galg(f) como subgrupo de S,.
Ej. 54 — Determinar el grupo de Galois de los siguientes polinomios sobre los cuerpos
indicados:

a)X3 — 2 sobre Q,

b)(X? — 2)(X? —5) sobre Q,

c)X* — 5 sobre Q, sobre Q(+/5) y sobre Q(i\/5),

d)X3 — 10 sobre Q y sobre Q(+/2).

Ej. 55 — Determinar todos los subgrupos del grupo de Galois y todas las extensiones
intermedias del cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio X® —2 € Q[X].
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2.10. Polinomios simétricos

La siguiente definicién involucra algunas verificaciones de rutina que dejamos como ejercicio
sencillo para el lector. Intuitivamente lo Gnico que haremos serad ver S, como subgrupo de
Aut(F(Xi, ..., X,)), de manera obvia, i.e. una permutacién de {1,..., n} se corresponde con
el automorfismo que permuta las n indeterminadas de una funcién racional.

Definicion. Sea F cuerpo, 0 € S,. 0 induce un mapa @ : F[Xy,... X,] — F[Xi, ..., X;]
permutando las indeterminadas, i.e. definido mediante

o(p(X1, .-, Xn)) = p(Xoy, - -y Xon)

Es un endomorfismo de anillos; claramente es un automorfismo que se extiende a un automor-

fismo de cuerpos (que seguiremos llamando @) de F(Xy,..., X,).
El mapa S, — Aut(F(Xi,...,X,)), 0 — © es un monomorfismo de grupos; podemos
identificar entonces S,, con un subgrupo de Aut(F(Xi, ..., X,)). Escribiremos o(p) en vez de

o(p) si no hay riesgo de confusion.
Una funcién racional p (en particular un polinomio) se dice simétrico si o(p) = p para
toda 0 € S, i.e. si p(Xy, ..., Xy) = p(Xs(1), - - - Xo(n)) Para toda o € S,.

Observacion 2.10.1. Como G son isomorfismos, los polinomios simétricos en F[ Xy, ..., X,]
son un subanillo de F[Xj, ..., X,], y las funciones racionales simétricas son un subcuerpo de
F(Xi,...,X%,).

Definicion. Sea F cuerpo. Los polinomios simétricos elementales de F[Xi, ..., X,] son, para

r=1...,n
s= D> XX

1<ih<--<ir<n

En otras palabras, s, es la suma de todos los monomios que pueden construirise multiplicando
r indeterminadas distintas. Explicitamente, son:

51=X1—|—“'+X,,
S = X1 Xo + X1 Xz + -+ X0 Xz + X0 Xy + -+ X211 X,

Sp = X1 e Xn
Observacion 2.10.2. Los polinomios simétricos elementales son polinomios simétricos.

Definicidon. Sea F cuerpo, y sy, ..., s, los polinomios simétricos elementales de F[ X1, ..., X,].
El polinomio general de grado n sobre F es:

(X =X)...(X=X,) =X"= X"+ X2 — ... 4 (=1)"s, € F(s1,...,5,)[X] (2.7)

El teorema que sigue justifican la nomenclatura de elementales: toda funcién racional
simétrica es una funcién racional en los polinomios simétricos elementales. Se puede probar
ademas que todo polinomio simétrico es un polinomio en los polinomios simétricos elementales
(teorema fundamental de los polinomios simétricos); no lo haremos porque no es central a
nuestras motivaciones.
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Teorema 2.78 (fundamental de las funciones racionales simétricas). El cuerpo de las funciones
racionales simétricas de F(Xy, ..., X,) es F(s1,...,s,). Ademas la extensién F(sy,...,s,) C
F(Xi,...,X,) es de Galois, y su grupo de Galois es S,,.

Demostracién. Consideremos el polinomio p(X) = (X —X1)... (X —=X,) € F(Xy,..., X,)[X].

La ecuacién (2.7) nos muestra que p € F(sy, ..., s,)[X] y que las las indeterminadas X, ..., X,
son raices de p, i.e. son algebraicas sobre F(si,...,s,). Como p es separable, entonces
F(Xi,...,X,) es el cuerpo de descomposiciéon de p sobre F(sy,...,s,), por lo tanto la exten-

sion F(sy,...,s,) < F(Xq,...,X,) es de Galois.

El grupo de Galois G := Galggffj:::; )) es el grupo de Galois del pollnomlo p, por lo tanto
G se identifica con un subgrupo (transitivo) de S,. En particular |G| <

Por otro lado tenemos la identificacién S, < Aut(F(Xi, ..., X,)) como en la definicién
de polinomios simétricos. Los polinomios simétricos elementales s;,...s, son polinomios
simétricos, luego son fijados por los elementos de S,. En otras palabras, F(s;,...,s,) <
Fix(S,).

Tenemos la torre de cuerpos F(sy,...,s,) < Fix(S,) € F(Xi,..., X,). La transitividad de
grados nos da:

[F(X1, ..., X,) s F(s1,- .., sn)| = |F(X1, ..., Xa) : Fix(S,)||Fix(S,) : F(s1, ..,
Por un lado, como F(si,...,s,) © F(Xi,...,X,) es de Galois, entonces
|F(X1,....Xs) : F(s1,...,s0)] = |G| <n

Por otro lado, por el corolario 2.49 se tiene que Fix(S,) < F(Xi,...,X,) es de Galois,
luego

F(X1, ., Xa) : Fix(S,)] = |Galf s = |S,| = n!

Entonces necesariamente |Fix(S,) : F(s1,...,s,)| =1, i.e. Fix(S,) = F(s1,...,s,). Como

recién dijimos, Fix(S,) F(Xl, ..., X,) es de Galois, i.e. F(sy, .. s,,) c F(Xy, ..., Xp).
,,,,, Xn) . 1,000 Xn

Por lo tanto Fix <Ga| _____ o) ) = F(sy,...,s,) = Fix(5,) = GaI,__(S _____ )) = S O
Corolario 2.79. Sea F cuerpo. El grupo de Galois del polinomio general de grado n sobre F
es S,.
Demostracion. Como F(Xi,...,X,) es el cuerpo de descomposicién del polinomio general
de grado n sobre F(s,...,s,), entonces por el teorema anterior su grupo de Galois es

F (X1, Xn)
GalF(51 ..... s 5’7'

]

Corolario 2.80. Sea G grupo finito. Entonces existen F, K cuerpos, F — K de Galois tales
que G ~ Galf.

Demostracion. Por el teorema de Cayley, G ~ H < S, = Galtgﬂ:::’ )) para algin ne Ny L
cuerpo cualquiera. Entonces por el corolario 2.49, GalFIX h’,')”'x") ~H~G. O

Observacion 2.10.3. El corolario anterior nos dice que un grupo finito cualquiera se puede ver
como grupo de Galois de una extensién de cuerpos. Cabe preguntarse si puede verse como
grupo de Galois de una extension finita de Q: éste es el problema de Galois inverso, que es un
problema abierto.

Un cuerpo de nimeros algebraicos (o mas sencillamente, un cuerpo de nimeros) es una
extension finita de Q.
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2.11. Extensiones ciclotomicas

. ./ 2mi . L —
Notacion. En esta seccién notaremos (, := e» a la primera raiz n-ésima primitiva de la
unidad, y w, = {raices n-ésimas de 1 sobre Q}.

Observacion 2.11.1. ygc u, < d | n.

Definicion. El cuerpo de descomposicion de X" — 1 sobre Q es el cuerpo Q((,) llamado
cuerpo ciclotémico de raices n-ésimas de la unidad.

Definicion. El n-ésimo polinomio ciclotémico ¢, € C[X] es el polinomio ménico cuyas raices
son las raices n-ésimas primitivas de la unidad:

¢n(X):= [[ X-20= [] xX-¢)

ZEUn 1<a<n
z primitiva med(a,n)=1

Observacion 2.11.2. X" —1 = | [ ¢4. En efecto,

d|in
xt 1= T[x-2-T] ] x-2-T]
ZEW, d|ln ZE€Hd dn

z primitiva

La segunda igualdad se obtiene agrupando los elementos de orden d en w,, para todo d | n.
En particular, comparando los grados obtenemos la identidad de teoria de ndimeros

n=72 0(d

d|n

Ademas obtenemos una manera de calcular por recurrencia los polinomios ciclotémicos:

X"—1
bn(X) = —=——
" o,
d|in
d<n
Ejemplo 2.11.3.
X3-1
¢3(X)=X*1=X2+X+1
X4 -1
¢4(X)=m=X2+1
X5_1 4 3 2
$s5(X) = o1 - X XXX
X0 —1
Ps(X) = =X?-X+1

X=X +1)(X2+X+1)
Teorema 2.81. ¢, € Z[X], es ménico, irreducible y de grado ¢(n).

Demostracién. Obviamente es ménico de grado @(n). Hay que ver que sus coeficientes son
enteros y que es irreducible.
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= &, € Z[X]: por induccién en n. Para n = 1 es obvio. Supongamos que vale para
1 < d < n. Entonces

X"—1= d),,~Hd)d = ¢, f paracierto f € Z[X]
d|n
d<n

por hipétesis de induccion.

Por un lado tenemos X" — 1 = &,f en Q[X]. Por otro lado, como X" — 1, f € Z[X],
existen q,r € Z[X] tales que X" —1 = qf + r, donde r = 0o grr < gr q. Por la
unicidad de la divisién entera en Q, debe ser g = ¢, y r = 0, luego ¢, € Z[X].

= ¢, es irreducible: por absurdo supongamos que ¢, = fg con f, g € Z|X] ménicos, f
irreducible.

Sea ( una raiz n-ésima primitiva de la unidad que es raiz de f (esto implica que f = m¢ g
pues f es irreducible), y sea p primo tal que p } n. Entonces (P es raiz n-ésima primitiva
de 1, luego (P debe ser raiz de ¢, luego de f o de g.

Supongamos que (P es raiz de g, i.e. g(CP) = 0. Entonces ( es raiz de g(XP), y como
f = m¢q, se tiene que f(X) | g(XP) en Z[X]. Por lo tanto existe h € Z[X] tal que
g(XP) = F(X)h(X).

Reduciendo médulo p, se obtiene g(X?) = F(X) h(X) en Z,[X]. Pero como todo u € Z,
cumple uP = u, podemos sacar el exponente p para afuera, y (g(X))? = f(X) h(X) en

Zp| X]. Como Z,[X] es un dominio de factorizacién dnica, se tiene que f y g tienen un
factor en comiin en Z,[X].

Pero ¢, = fg = &, = fg en Z,[X], luego ¢, € Zp| X] tiene una raiz miltiple. Enton-
ces X" —1 € Z,[X] tiene una raiz miltiple, pues tiene a ¢, como factor. Esto es absurdo
pues todas las raices de X" — 1 son diferentes en cualquier cuerpo de caracteristica que

no divide a n.

Entonces (P debe ser raiz de f, para toda ( raiz de f. Luego (? es raiz de f para todo
a tal que mcd(a, n) = 1, pues si a = p; ... px es producto de primos que no dividen a
n, entonces (P es raiz de f, luego (CP')P2 es raiz de f, ..., PPk = (7 es raiz de f.

Esto significa exactamente que toda raiz n-ésima primitiva de la unidad es raiz de f, luego
por definicion de ¢, se tiene f = ¢, pero f es irreducible, luego ¢, es irreducible. [

Corolario 2.82. |Q(C,) : Q| = @(n). En particular si p es primo, |Q((,) : Q| = p— 1.
Demostracion. &, = m¢, oy gr &, = @(n). O

Teorema 2.83. E/ grupo de Galois de Q((,) sobre Q es isomorfo a Z*. En particular es
abeliano.

Demostracion. Definimos 1 : Z} — Galg(c"), 3 — 0,, donde 0, se define como 0,]g = id y
0.(C,) = (2. Esto nos da efectivamente un Q-automorfismo de Q((,).
1 es un morfismo:

0.05(Cn) = 0,(C2) = (8 = % = 0.5(C,) = 0,0, = 02 Va, b
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1 es sobreyectiva: si 0 € Galg(c”), entonces manda (, en otra raiz n-ésima primitiva de 1,
pues son las raices del polinomio irreducible ¢,,. Luego 0 = o0, para cierto atal que 1 < a < n,
mcd(a, n) = 1, luego \{ es sobreyectivo.

Ademas hay precisamente @(n) tales a diferentes, y |Ga|8(c")| = @(n) = |Z%|, luego P es
biyectivo. O

Ejemplo 2.11.4. Q < Q({s) es de Galois, y Galg(@ = 7% ~ Z4. Es un ejemplo de una
extension de Galois de Q de grado 4, con grupo de Galois ciclico.

Observacion 2.11.5. Una extension de cuerpos F < K se dice abeliana si su grupo de Galois
es abeliano. Tenemos entonces que Q < Q({,) es abeliana.

[DF], p. 599 prueba que: si n = p{*...p;* es la descomposicién en primos de n, entonces
(Cpfl) (Cp;k)

Usando esto y el teorema chino de los restos, [DF] prueba que el problema de Galois inverso
para grupos abelianos se resuelve con extensiones ciclotémicas: dado G grupo abeliano finito
existe K subcuerpo de un cuerpo ciclotémico tal que G ~ Galg. El reciproco también vale:

Teorema (Kronecker-Weber): Todo cuerpo de niimeros con grupo de Galois abeliano
es isomorfo a un subcuerpo de un cuerpo ciclotémico.

Q Q
Galg®™ ~ Galy, ™" x -+ x Galy,

Terminamos la seccién con una aplicacion de los cuerpos ciclotomicos a las construcciones
con regla y compas.

Teorema 2.84. E/ n-dgono regular es constructible con regla y compds si y sélo si @(n) es
una potencia de 2.

Demostracion. Usaremos el teorema 2.27.

La construccién del n-agono regular es equivalente a la construccién de las raices n-ésimas
de la unidad, pues son los vértices del n-agono regular inscrito en el circulo unitario.

La construccién de (¢, = e = cos%T + isen 27“ es equivalente a la construccion de su
parte real, a = cos%7I = %(C,, + ) = %(C,, + ¢;1). Multiplicando esta identidad por (,,
obtenemos que (, satisface la ecuacién cuadrética en Q(a):

(2 —2aC,+1=0

Por lo tanto |Q(C,) : Q(a)| = 2, pues es < y no es igual ya que (, € C\Ry Q(a) = R.

Entonces la torre Q < Q(a) < Q({,) nos da que |Q(a) : Q| = @(n)/2.
Por lo tanto si el n-agono regular es constructible, entonces @(n) debe ser potencia de 2.

Reciprocamente, si @(n) = 2™, entonces Galg(c") es abeliano de orden potencia de 2,

luego el subgrupo Galg(a) también lo es. Supongamos que es de orden 2™ para cierto m < m'’.
Como un p-grupo tiene subgrupos de todos los érdenes, se tiene

Galg® = Gy > Gy > - > Gy = {id}

donde cada subgrupo es de indice 2 en el siguiente.
Tomando cuerpos fijos, por la correspondencia de Galois se obtiene una serie de extensiones
cuadraticas de QQ que termina en Q(a), luego a es constructible. O
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Observacion 2.11.6. Un primo de Fermat es un niimero primo que es de la forma 2" 4+ 1 para
algin n € N. Fermat probd que si 2" + 1 es primo entonces n es una potencia de 2.

Se puede probar que @(n) es una potencia de 2 si y sélo si n = 25p; ... p, para algin k y
primos de Fermat pq, ..., px diferentes.

Ejercicios
Ej. 56 — La demostracién del teorema 2.83 se puede retocar para probar que si F es un
cuerpo d isti FCn) * i

po de caracteristica cero entonces Galz"™" es un subgrupo de Z7, y en particular es
abeliano.
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2.12. Extensiones trascendentes

8En esta seccién consideramos extensiones de cuerpos por cuerpos de tamafio mucho
mayor.

Definicién. Sea F — 2 extensién de cuerpos. Decimos que «4, ..., &, € {2 son algebraica-
mente dependientes sobre F si existe f € F[ Xy, ..., X,], f £ 0 tal que f(a4,..., «,) = 0.
Son algebraicamente independientes si no son algebraicamente dependientes, i.e. si

Z aj i ...an=0=a; ;=0 Yi,... i, donde a;

,,,,, in

Decimos que un subconjunto A < (2 es algebraicamente independiente sobre F si lo son
todos sus subconjuntos finitos. Si no, es algebraicamente dependiente.

Ejemplo 2.12.1. o € {2 es algebraicamente independiente sobre F si y sélo si es trascendente
sobre F.

Observacion 2.12.2. Si pedimos que f sea un polinomio homogéneo de grado 1, obtenemos
la definicion de elementos linealmente (in)dependientes.

Definicion. Sea F c (2 extensién de cuerpos, «y,..., &, € {2. Decimos que la extensién
F c F(xy,...,«,) es puramente trascendente si &, ..., &, son algebraicamente indepen-
dientes sobre F.

Una extension F c (2 es puramente trascendente si existe un subconjunto A < 2 que es
algebraicamente independiente sobre F y tal que 2 = F(A).

Ejemplo 2.12.3. Q = Q(7, v/2) es trascendente (pues 7t lo es), pero no puramente trascen-
dente. Explicitamente, si f = Y2 —2 e Q[X, Y] entonces f 4 0y f(m,+/2) = 0.

Definicion. Sea F — (2 extensién de cuerpos. Una base de trascendencia para {2 sobre F es
un subconjunto algebraicamente independiente A — 2 tal que F(A) < 2 es una extensién
algebraica.

Una aplicacién estandar del lema de Zorn nos da el siguiente

Teorema 2.85. Toda extension de cuerpos F < 2 tiene una base de trascendencia. Mas atin,
todas las bases de trascendencia de una extension fija tienen el mismo cardinal.

Esto habilita la siguiente

Definicion. Sea F < (2 extension de cuerpos. El grado de trascendencia de la extension es
el cardinal de una base de trascendencia.

Tenemos una analogia con el algebra lineal dada por el siguiente cuadro:

Algebra lineal Trascendencia
Independencia lineal | Independencia algebraica
Base Base de trascendencia
Dimensién Grado de trascendencia

8No se trata de ahondar en la teoria de las extensiones trascendentes, sino de dar un pantallazo general de
las definiciones y teoremas mas basicos, y de algunos teoremas sorprendentes.
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Ejemplo 2.12.4. = Una extensién es algebraica si y sélo si su grado de trascendencia es 0
(una base de trascendencia es ).

{7} es una base de trascendencia para Q = Q(7, v/2), luego esta extensién tiene grado
de trascendencia 1.

s F < F(Xy,...,X,) es una extensiéon puramente trascendente, de grado de trascendencia
n.
Observar que dar el anillo de polinomios en n variables con coeficientesen F, F( X, ..., X,),
es lo mismo que dar F junto con una extensidn puramente trascendente F < F(4, ..., &,).

En otras palabras, “es lo mismo” una indeterminada que un elemento trascendente.

El grado de trascendencia de Q — R es el continuo, i.e. ¢ = |R| = |P(N)|.

No se sabe si el grado de trascendencia de Q = Q(7, ) es 1 o 2. En otras palabras, no
se sabe si 7ty e son algebraicamente independientes. Por lo tanto no se sabe por ejemplo
si 7T + e es trascendente. Sin embargo, se sabe que €™ (la constante de Gelfond) es
trascendente: esto es consecuencia del siguiente teorema, que respondié afirmativamente
al séptimo problema de Hilbert:

Teorema de Gelfond-Schneider (1934): Si «, 3 € C son niimeros algebraicos, «, § +
0,1, ysi B¢ Q, entonces oP es trascendente.

En efecto, €™ = (™)~ = (—1)~".

; V2
Otra consecuencia de este teorema es que V2 y \@ son trascendentes.

Otro teorema sorprendente es el teorema de Liiroth:

Teorema 2.86 (Liroth). Si F < F(t) es una extensién simple y trascendente de F, entonces
todo cuerpo E tal que F & E — F(t) es también una extension simple y trascendente de F.

Observacion 2.12.5. El teorema de Liiroth dice, en otras palabras, que todo subcuerpo de
un cuerpo de funciones racionales en una variable (distinto del cuerpo base) es también un
cuerpo de funciones racionales en una variable.

En dos variables, el teorema es cierto en caracteristica 0 (teorema de Castelnuovo): todo
subcuerpo de F(X, Y) distinto de F es isomorfo a F(X) o a F(X,Y).

Para tres variables o mas el teorema es falso incluso sobre C.
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2.13. Extensiones inseparables

En esta seccién estudiaremos las extensiones inseparables. En el corolario 2.39 vimos que
toda extension algebraica de un cuerpo de caracteristica cero es separable. Por lo tanto en
esta seccién trabajaremos siempre con cuerpos de caracteristica p > 0.

Definicion. Sea k cuerpo de caracteristica p, f € k[ X] un polinomio no constante. El grado
de inseparabilidad de f es la mayor potencia p”, n > 0 tal que f(X) = g(X*") para algin
g € k[X].

Observacion 2.13.1. La anterior definicién tiene sentido: g no puede ser constante pues f no
loes, y gr f(X) = gr g(XP") = p" gr g(X), entonces necesariamente hay un méximo n que
cumple £(X) = g(XP").

La siguiente proposicion muestra que en un cuerpo de caracteristica p todas las raices de
un polinomio irreducible tienen la misma multiplicidad, que es el grado de inseparabilidad del
polinomio:

Proposicion 2.87. Sea k cuerpo de caracteristica p y f € k[ X]| un polinomio irreducible con
grado de inseparabilidad p". Entonces f se escinde en su cuerpo de descomposicién sobre k
de la siguiente manera:

n

F(X) =ao(X —a1)” ... (X — a,)P
donde ay, ..., a, son distintos dos a dos.

Demostracién. Sea g € k[X] tal que f(X) = g(XP"). Entonces g no es un polinomio en X7,
pues si g(X) = h(XP) entonces f(X) = h(XP""") contradiciendo la maximalidad de n.

Ademaés g es irreducible. En efecto, supongamos que g(X) = u(X)v(X). Entonces f(X) =
u(XP")v(XP"): como f es irreducible esto implica que uno de los dos factores, por ejemplo
u(XP"), es constante. En este caso debe ser u(X) constante, y g es irreducible.

Por la proposicién 2.40 debe ser g un polinomio separable, luego en una clausura algebraica
L de k, se tiene:

g(X)=ay(X—by)...(X—b,)

para ciertos by, ..., b, € L distintos dos a dos.
Sea a; = A&/b; una raiz de XP" — b; en L. Tenemos entonces, por el lema 2.71:

n n n

F(X) = g(XP") = ag(XP" —al) .. (XP" —2a") = ag(X — a1)"" ...

r

(X —a,)P" O

Definicion. Sea K cuerpo. Un polinomio f € K[X] se dice puramente inseparable si tiene
exactamente una raiz (sin contar multiplicidades) en su cuerpo de descomposicién.

Sea F < K extensién de cuerpos. Decimos que es puramente inseparable si todo elemento
« € K es raiz de un polinomio en F[X] puramente inseparable.

Observacién 2.13.2. 1. Un polinomio f € F[X] es a la vez separable y puramente insepa-
rable si y sélo si f = X — ¢ para algtin c € F. Por lo tanto un elemento « € K es raiz
de un polinomio en F[X] separable y puramente inseparable si y sélo si & € F.

2. F < K es puramente inseparable si y sélo si todos los polinomios minimos de los
elementos de K sobre F son puramente inseparables, si y sélo si todo elemento o € K\ F
es raiz de un polinomio irreducible e inseparable.
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Ejemplo 2.13.3. Sea F cuerpo de caracteristica p. Un polinomio f € F[X] de la forma
f(X) = XP" — b es puramente inseparable. En efecto, si a = A/b es una raiz de f en su
cuerpo de descomposicién, aplicando el lema 2.71:

FX)=XP"—b=X"—-a" =(X—a)f
Teorema 2.88. Una extensidn de cuerpos de caracteristica p, F — K es puramente inseparable
si y s6lo si para todo « € K existe ne N tal que «”" € F.

Demostracion. (=) Sea o € K. Entonces my g es puramente inseparable y es irreducible,
luego la proposicién 2.87 y el ejemplo 2.13.3 nos dan que « es raiz de un polinomio de la
forma c(X — b)P" = ¢(XP" —a), ie. &P = 2 € F.

(=) Sea x € K. Entonces «”" =: a€ F, y « es raiz del polinomio puramente inseparable
XP" —c. O

Ejemplo 2.13.4. La extension F,(t?) < F,(t), donde t es una indeterminada sobre [F,, i.e. un
elemento trascendente sobre F,,, es puramente inseparable. En efecto, un elemento f € F,(t)
es de la forma:

Z a,-t"

F— i=1

> bt

Jj=1

para ciertos a;, b € IF,,. Si lo elevamos a la potencia p, i.e. si le aplicamos el endomorfismo de
Frobenius, obtenemos:
p—1
Z altP!
o _ =1

-
Pypj
D, bt
i1

luego por la proposicién anterior, IF,(t) es puramente inseparable sobre F,(t”).

€ Fy(t?)

Lema 2.89. Sea F cuerpo de caracteristica p, f € F[X] un polinomio puramente inseparable
de raiz « en su cuerpo de descomposicién. Entonces existe m € Z" y c € K* tal que

F(X) = c (mer(X))"

Demostracion. Por induccién en gr f. Si gr f = 1 es obvio. Supongamos que vale para
polinomios de grado < n, donde n = gr f.
Como myr | f, se tiene f = gmyr con gr g < n. Pero f es puramente inseparable de
m

raiz o, entonces g debe serlo también. Por hipétesis de induccién g(X) = ¢ (mgr (X)), para
algin c € K*, mg € Z™, de donde

f(X) = g(X)mur(X) = ¢ (myr(X))™H!

Con my +1 = meZ" se deduce la tesis. ]
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Proposicion 2.90. Sea F cuerpo de caracteristica p. Un polinomio f € F[X] es puramente

inseparable si y sélo si:
f(X)=c(XP —a)"

para ciertos c € F*, n,me N.

Demostracién. (<) Un polinomio de esa forma es puramente inseparable. En efecto, por el
ejemplo 2.13.3:

FIX)=c(XP"—a)"=c((X—b)")" =c(X—b)P""

(=) Por el lema 2.89, f(X) = c(myr(X))" para ciertos ¢ € K*, m € Z*. Como f
es puramente inseparable, m, r lo es también; ademas es un polinomio irreducible, luego
aplicandole la proposicién 2.87 se tiene m, £(X) = XP" — a para ciertos a € F, n € N. Pero

entonces:
f(X) zc(ma,F(X))mzc(Xpn—a)m O

Corolario 2.91. Sea F — K extension de cuerpos de caracteristica p, f € K[X] polinomio
puramente inseparable. Entonces F — Descg(f) es una extensién puramente inseparable.

Definicion. Dada una extensién de cuerpos F < Ky o € K, diremos que « es separable,
inseparable, o puramente inseparable sobre F si es raiz respectivamente de un tal polinomio

en F[X].

Definicion. Sea F — K extensién de cuerpos de caracteristica p.

El mayor subcuerpo de K que es separable sobre F se llama clausura separable de F en
K,y se denota K:. El grado de separabilidad de la extension se define como |KE : F|.

El mayor subcuerpo de K que es puramente inseparable sobre F se llama clausura puramente
inseparable o clausura perfecta de F en K, y se denota K. El grado de inseparabilidad de |a
extensién se define como como |Kf : F|.

Observacién 2.13.5. El conjunto de todos los elementos de K separables (resp. puramente
inseparables) sobre F forma un cuerpo (verificarlo), asi que es la clausura separable (resp.
perfecta) de F en K.

El teorema 2.88 nos dice que la clausura perfecta de F en K es el conjunto de los elementos
o de K tales que o”” € F para algln ne N, i.e. KF consiste de adjuntarle a F todas las raices
p"-ésimas de sus elementos, para todo n€ Z™*.

La siguiente proposicidn justifica el nombre de clausura perfecta:

Proposicion 2.92. Sea F — L extension de cuerpos de caracteristica p tal que L es una
clausura algebraica de F. Entonces LP. notado FP~”, es el menor subcuerpo perfecto de L
que contiene a F.

Demostracién. Para cada r € Z*, se define:
FFi={xel:of €F)}

i.e. FP™" es el resultado de adjuntarle a F todas sus raices p'-ésimas de sus elementos. Es un
subcuerpo de L, y tenemos la torre infinita:

FCFP_ICFP_QC---CFp_rC...
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De esta manera, por el teorema 2.88 resulta que

0
o= (2.8)
r=1

—o0

Por la proposicién 2.41, para ver que FP~ es perfecto basta ver que (F”ﬂo)” = FP
Esto es obvio de la igualdad (2.8) y de observar que (FP~")P = FP~" "

Es el menor: sea E — L un subcuerpo perfecto que contiene a F. Si «x € FP~~, entonces
oe FP~" para algin r € Z*, i.e. a” € F < E que es perfecto: o = 3P para algin B € E.
Por lo tanto &« = 3 € E, probando que FP~~ — E. O]

El siguiente teorema nos dice que podemos partir una extensién algebraica cualquiera en
una parte separable y una puramente inseparable:

Teorema 2.93. Sea F ¢ K extension algebraica de cuerpos de caracteristica p. Entonces la
extensién K¢ — K es puramente inseparable. Por lo tanto, si consideramos la torre

FcKicK
tiene el primer tramo separable y el segundo puramente inseparable.

Demostracion. Sea « € K. Sea p" el grado de inseparabilidad de m, g. Entonces m, £(X) =
g(XP") para algin g € F[X]. Por lo tanto g(«”") = my () = 0.

Por un lado, g no es un polinomio en X?, pues si g(X) = h(XP) entonces f(X) = h(X?"")
contradiciendo la maximalidad de n.

Por otro lado, g es irreducible. En efecto, supongamos que g(X) = u(X)v(X). Entonces
Mo r(X) = u(XP")v(XP"): como my ¢ es irreducible esto implica que uno de los dos factores,
por ejemplo u(XP"), es constante. En este caso debe ser u(X) constante, y g es irreducible.

Por la proposicién 2.40 debe ser g un polinomio separable, luego «?” es raiz de un polinomio
separable, de donde «”" € KZ: por el teorema 2.88 se deduce que Ki = K es puramente
inseparable. O

Isaacs ([Isa], p.301) indica que una extensién algebraica F — K puede no poseer un cuer-
po intermedio que sea puramente inseparable sobre F y que cumpla que K es separable sobre él.

Demostremos el teorema que auguramos en la observacién 2.4.5:

Teorema 2.94. Sea F — K una extension algebraica tal que todo polinomio no constante en
F[X] tiene una raiz en K. Entonces K es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Caso 1: F < K es separable. Para ver que K es algebraicamente cerrado basta
ver que es una clausura algebraica de F: sea f € F[X] no constante, y veamos que tiene una
raiz en K. Basta probarlo para f irreducible. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
ademas es monico.

Por hipétesis f tiene una raiz o« € K, y por lo tanto f = my r. Al ser F < K separable, se
tiene que f es separable.

Sea E = Descg(f): es el cuerpo de descomposiciéon de un polinomio en F[X] separable,
luego la extensién F < E es de Galois, y por lo tanto es separable (y es finita). Por el teorema
del elemento primitivo, se tiene E = F(3) para algin 3 € E. Sea g = mg r.
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Por hipdtesis g tiene una raiz v € K. Por el teorema de extensién 2.12, E = F(f) y
F(v) © K son F-isomorfos. Pero entonces F(7y) es un cuerpo de descomposicién para f sobre
F que esta incluido en K, de donde f se escinde sobre K, y K es una clausura algebraica de
F.

Caso 2: F c K es una extension inseparable de cuerpos de caracteristica p. Veamos que
KF = {xe K: o”" € F para algin n e N} es perfecto:

Si € KE, entonces a”” € F para algin n € N, por lo tanto X?"" — o € F[X]: por
hipdtesis tiene una raiz 3 € K. Pero entonces:

n+1 n

0=0"" —a” =(BP—a) = B =«
Ademés B = «f" € F, de donde B € KF. Esto muestra que (KF)? = KF, ie. KE es
perfecto.

Como KF es perfecto y Kf < K es algebraica, entonces Kf = K es separable (proposicién
2.42). Si probamos que todo polinomio no constante g € KF[X] tiene una raiz en K, entonces
ya terminamos pues estamos en el caso 1.

Sea g(X) = ap + a1 X + -+ + a,X" € KF[X] no constante. Sea r € N suficientemente
grande como para garantizar que (a;)?" € F para todo i = 0, ..., n. Entonces:

g(X)P = agr + a’l”Xpr +.F+a X" e FX]

Por hipétesis, g(X)P" tiene una raiz & € K. Pero si g()?” = 0, entonces debe ser g(c) = 0,
y « es raiz de f, terminando la demostracion. O
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2.14. Solubilidad por radicales

En esta seccién nos proponemos dar una condicidon necesaria y suficiente para que una
ecuacién p(X) = 0, donde p es un polinomio con coeficientes en un cuerpo de caracteristica
cero, sea resoluble por radicales. Como corolario, probaremos el famoso teorema de Abel, que
dice que el polinomio general de grado n > 5 no es resoluble por radicales.

Para simplificar un poco el trabajo lo probaremos para polinomios sobre cuerpos de ca-
racteristica cero. Una demostracion en general se encuentra, por ejemplo en [We], [Rot2] o
[Rot3].

Definicién. Una extensién pura de tipo m es una extension F — F(u) donde u™ € F para
algiin m > 1. Una extension F < K es radical si existe una torre de cuerpos (que llamaremos
torre radical)

F=KocKic---cK =K (2.9)

donde las extensiones K; < K;,1 son puras para todo /i =0,...,t— 1.
Decimos que f € F[X] es resoluble por radicales si existe una torre como (2.9) tal que f
se escinde sobre K; (i.e. tal que Descg(f) = K; °).

Observacién 2.14.1. 1. Toda extensién radical es finita.

2. Si F c E c K es una torre tal que F ¢ E y E c K son extensiones radicales, entonces
F < K es una extension radical.

Ejemplo 2.14.2. Intuitivamente, un polinomio es resoluble por radicales si podemos obtener
sus ceros mediante extracciones sucesivas de raices. Veamos un par de ejemplos.

Si f = X2+ bx + c € Q[X], entonces sus dos raices son =2EvE"=4c V2b2_4c, donde u = v/b? — 4c
denota una raiz de X2 — (b*> — 4c). Entonces Q = Q(u) es una extensién pura (pues u? € Q),
y Q(u) es el cuerpo de descomposicion de f sobre Q.

Si f = X1 —5X® +5¢€ Q[X], entonces sus diez raices cumplen:

s 5145
YT

Consideremos la torre de cuerpos:
Qc Q(WV5) c QW5 w) c Q(W5, w, &) = Q(V5, w, &, B) = K

donde w es una raiz quinta primitiva de la unidad, y:

donde las raices quintas fueron elegidas arbitrariamente (i.e. oty (3 corresponden a la eleccién
de una raiz de X® — % y X° — %ﬁ respectivamente). Es una torre de extensiones puras
como en (2.9).

9Kronecker introdujo la siguiente terminologia sugerente. Los elementos de K; que no estdn en F se llaman
irracionalidades; las que estan en Descg(f) se dicen naturales y las que no accesorias.
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Tenemos que todas las raices de f son w/ocy w' parai =1,...,5, de donde f se escinde
sobre K. Por lo tanto el cuerpo de descomposicién para f sobre Q esta incluido en K, lo cual
prueba que f es resoluble por radicales.

En este ejemplo, /5 y w son irracionalidades accesorias: precisamos adjuntarlas para poder
construir o« y 3 que son irracionalidades naturales.

Observacion 2.14.3. La definicion de “polinomio resoluble por radicales” parece en un principio
capturar en efecto lo que queremos definir, pero el ejemplo anterior puede hacer surgir un
cierto escepticismo. Adjuntamos una raiz quinta primitiva de la unidad. Segin la definicién,
no hay problema (la adjuncién resulta obviamente una extensién pura). Pero una raiz quinta
primitiva de la unidad es e3 = cos (%ﬂ) + isin (2?") Ciertamente no parece ser el tipo de
elementos que tenemos en mente adjuntar cuando hablamos de ecuaciones resolubles por
radicales. Que haya una “expresion por radicales” para las raices n-ésimas de la unidad es un
resultado de Gauss, cuya demostracién puede consultarse por ejemplo en [T], pp. 203-207.

Proposicion 2.95. Sea F — K una extension radical. Entonces se puede tomar una torre
de cuerpos como en (2.9) donde K; — K1 es una extensién pura de tipo primo, para todo
i=0,...,t—1.

Demostracion. Basta probar que podemos reemplazar cada extension pura de la torre dada por
una torre donde cada cuerpo es una extensién pura de tipo primo del anterior. Sea entonces
k < k(u) una extensién pura de tipo m. Descompongamos m = p; ... px como producto de
primos. Entonces

k < k(u™P) < k(u™PP2) < - < k(u)

es una torre de extensiones puras tal que k(u™PPi) < k(u™/Pr-Pi+1) es de tipo pii1. O

La siguiente proposicién justifica que en caracteristica cero podamos limitarnos a considerar
extensiones radicales de Galois sin perder generalidad.

Proposicion 2.96. Sea F — K una extension radical. Sea N la clausura normal de la extension.
Entonces F = N es radical.

Demostracion. Sea F — K una extensién radical: existen uy, ..., u; tales que
FcFlu)cFlu,w)c--cFluy,...,u) =K
es una torre radical. Sea E la clausura normal de F < K. Afirmo que
E=F({o(u):0€eGalg,i=1,...,t})
En efecto, como vimos en la proposicion 2.57,
E = Descg (my, g...my. r) = F({raicesde m,, ... m, })

La observacién 2.9.1 nos da que {raices de m,, r} = {o(u;) : 0 € Galg(m,, )}. Veamos que
también es igual a {o(y;) : 0 € GalE}.
(c): Podemos extender cada o € Galg(my, ) a un & € GalE por el teorema 2.31 de
extension al cuerpo de descomposicién, tomando a my, ... m,, r € F[X] como polinomio.
(2): Si o € Galk, entonces o se restringe a un F-isomorfismo F(u;) — F(o(u;)), luego por
el corolario 2.13 u; y o(u;) deben ser raices del mismo polinomio irreducible con coeficientes
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en F. Por lo tanto o(u;) es raiz de m,, F.

Sea B; = F ({o(y;) : 1 <j < i,0 € Galg}). Escribamos Galg = {1,0,7,...}. Lo recién
probado nos dice que E = B;. Veamos que F ¢ E = B; es radical, por induccién en t.
Si t =1, se tiene que E = B;. Afirmo que

F c F(u) © F(uy,0(u)) € F(uy, o(uy), T(w)) < - < By

es una torre radical para la extension F — B;. En efecto, si u]” € F, entonces T(up)” =
T(u") € T(F) = F, luego t(u1)" € F < F(uy, 0(uy)).
Supongamos ahora que F < B; es radical. Se tiene que Bj 1 = B;({o(uiy1) : 0 € Galg}).
Si probamos que B; — B, es radical, entonces F — B;,; es radical por la observacion 2.14.1.
Siul,e€Bi=F(u,..., u), entonces o(uj11)" = o(ul,) € F(o(wy),...,0(y)) < B;.
Como E = B, esto termina la demostracion. O

Observacion 2.14.4. Si ademas F es de caracteristica cero, entonces F — N es de Galois, ya
que toda extensién finita de un cuerpo de caracteristica cero es separable (corolario 2.39) y
en este caso la clausura normal es la clausura de Galois (corolario 2.58).

Lema 2.97. Sea F de caracteristica cero y consideremos la torre
F=KocKic---cK;

donde K; — K;,1 es una extensién pura de tipo p; primo para todo i. Supongamos que F
contiene todas las raices p;-ésimas de la unidad para todo i.

a) Sea K = K.. Si F — K es normal, entonces Galf es un grupo resoluble.
b) Si f € F[X] es resoluble por radicales y Descg(f) < K, entonces Galg(f) es resoluble.

Demostracién. a) Sea G; = Galﬁi para todo i =0, ..., t. Se tiene
Galfk =Gy > G > - > G, = {e} (2.10)

Se tiene que K = Ko(u), donde uP* € Ky. Afirmo que Kj es el cuerpo de descomposicion
de f = XPt — uP* sobre Ky. En efecto, como p; + car F, las raices de este polinomio
son u, wu, ..., wP 1y donde w es una raiz p;-ésima primitiva de la unidad. Como por
hipotesis w € Kp, se deduce lo afirmado.

Pero f es un polinomio separable, por lo tanto Ky © K es una extensién de Galois. Observar
que Ky < K es de Galois porque Ky es de caracteristica cero. Por el teorema fundamental
de la teoria de Galois aplicado a la torre Ky < K; < K, se tiene que Galﬁ1 < GaIKO, i.e.
G1< Gy, y Go/Gy ~ Galﬁé. Pero p; = |K1 : Ko| = \Galﬁé\, por lo tanto GaIK; ~ Zp, ciclico
de orden primo.

Repitiendo este argumento para cada i, se deduce que la serie (2.10) es una serie abeliana
K
para Galg .

b) Por la proposicién anterior podemos suponer que F — K; es normal. Por la parte anterior
se tiene que Gal’* es resoluble.
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Sea E = Descg(f). Tenemos una torre F < E c K;. De nuevo, como F es de caracteristica
ceroy F < E, F < K; son normales, entonces son de Galois. Por el teorema fundamental
de la teorfa de Galois, deducimos que Galf*/Galf* ~ Galf. Entonces Galf es cociente de
un grupo resoluble, por lo tanto es resoluble.

O

Teorema 2.98. Sea F de caracteristica cero, f € F|X]. Si f es resoluble por radicales entonces
su grupo de Galois es resoluble.

Demostracion. Como f es resoluble por radicales, existe una torre radical
F:K()CKlC-'-CKt

tal que E := Descg(f) < K;. Sea m = p;...p;. Sea E* := Descg(X™ — 1), i.e. E* = E(2)
donde (2 es el conjunto de todas las raices m-ésimas de la unidad.

Sea F* = F(£2). Entonces F* contiene todas las raices m-ésimas de la unidad, luego
contiene todas las raices p;-ésimas de la unidad. Ademas se tiene que E* = Descg«(f).
Tenemos la torre radical

F' = Ko(£2) © Ki(2) @ -+ = Ke(R2)

que muestra que f € F*[X] es resoluble por radicales, y como E c K, entonces E* = K;(£2).
Estamos en las hip6tesis del lema anterior: tenemos pues que Galg«(f) = Galk; es resoluble.

Consideremos la torre F < F* < E*. Recordando que F es de caracteristica cero, tenemos
que F < E* es de Galois pues E* = Descg(f - (X™—1)), y F < F* también es de Galois, por
lo tanto por el teorema fundamental de la teoria de Galois, se tiene que GalE. < GalE', y:

Galg’ ol
~E* ~ aIF
Galg.
Tenemos que Galk. es resoluble; afirmo que Galf™ también lo es. En efecto, es abeliano (el
grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X" — 1 sobre un cuerpo de caracteristica cero
es abeliano: es el ejercicio 56). Por lo tanto GalE" es resoluble (es una extensién de grupos
resolubles).
Ahora consideramos la torre F < E < E*. De nuevo, F ¢ E'y F < E* son de Galois,
luego
GalE’

~E* ~ Gal,€
Galg
y en conclusién Galf es resoluble por ser cociente de un grupo resoluble. O

Ya podemos probar que, para cualquier n > 5, no es posible dar una férmula general que
mediante sumas, productos y extraccién de raices exprese los ceros de cualquier polinomio de
grado n:

Corolario 2.99 (Abel). El polinomio general de grado n sobre un cuerpo F (de caracteristica
cero) no es resoluble por radicales, para n = 5.

Demostracion. Ya vimos en el corolario 2.79 que el grupo de Galois del polinomio general de
grado n es S,, que ya probamos (corolario 1.82) que no es resoluble para n > 5. ]
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Observacion 2.14.5. El teorema anterior vale en caracteristica positiva. Esta observacion
justifica los paréntesis del anterior corolario.

Nos dirigimos ahora a probar el reciproco del teorema anterior.

Lema 2.100. Sea F — K una extension de Galois de grado primo p. Si F contiene una raiz
p-ésima primitiva de la unidad, entonces F — K es una extension pura de tipo p.

Demostracién. Como |K : F| = p, el grupo de Galois Galf tiene orden p, y por lo tanto es
ciclico. Sea ¢ un generador de Galf.

Por el teorema de Lagrange, o” = id, de donde o es raiz del polinomio X? — 1. Ademas o
no es raiz de ningin polinomio no nulo de menor grado que p. En efecto, si f = a9 + a1 X +
-+ a,X" e F[X] con n < p es un polinomio no nulo tal que f(0) = 0, entonces

aoid + a10 + --- + a,0" = 0

es una combinacién lineal nula no trivial de {id, 0, ..., "'} que son morfismos de cuerpos
diferentes, contradiciendo la independencia lineal de caracteres (corolario 2.46).

Observar que 0 : K — K es una F-transformacién lineal. En efecto, siae Fy v e K,
o(au) = o(a)o(u) = ac(u) pues ol = id.

Tenemos entonces que XP — 1 es el polinomio minimo (en el sentido de algebra lineal) de
la F-transformacién lineal 0 : K — K. Sabemos de algebra lineal que las raices del polinomio
minimo de una transformacion lineal son los valores propios de o, por lo tanto todas las raices
p-ésimas de la unidad son raices de X — 1.

Por hipétesis, F contiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad, llamémosle w. Las raices
p-ésimas de la unidad forman un grupo, por lo tanto w™! € F también es una raiz p-ésima de
la unidad (de hecho, también es primitiva, porque invertir es un automorfismo en un grupo
abeliano, y un automorfismo lleva generadores en generadores). Existe entonces un vector
propio z € E de o tal que o(z) = w'z. Observar que z ¢ F pues z ¢ Fix(Galf) = F, ya que
F < K es de Galois. Tenemos entonces:

o(zf) = (0(2))P = (w )Pz = 2°

de donde z” € Fix(Galf) = F.
Afirmo que K = F(z), terminando la demostracién. Tenemos la torre F < F(z) c K,
entonces por transitividad de grados es

|K:F|=|K:F(z)||F(z): F|

El lado izquierdo vale p. En el lado derecho, |F(z) : F| £ 1 pues z ¢ F. En conclusién, como
p es primo, debe ser |K : F(z)| =1, i.e. K = F(z). O

Lema 2.101 (Irracionalidades accesorias). Sea F cuerpo, f € F[X], E = Descg(f). Si F < F*
es un una extension de cuerpos y E* = Descg«(f) es tal que E — E*, entonces la restriccién
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Galf. — Galf, o — o|g es un homomorfismo inyectivo.

E*

/

E f

F F*

/

F

Demostracion. Tenemos que E = F(£2) y E* = F*(£2) donde {2 es el conjunto de raices de
f. Sea o € Galk..

o permuta 2 y deja fijo F*, por lo tanto deja fijo F. Por lo tanto o|g € GalE.

La restriccién es un morfismo. Para ver que es inyectivo, sea o € GalE. tal que o|g = id.
En este caso, o deja fijo F* y deja fijo E = F(£2), por lo tanto deja fijo F*(2) = E*, i.e.
o =id. O

Teorema 2.102. Sea F cuerpo de caracteristica cero. Sea F — E extensién de Galois tal que
GalE es resoluble. Entonces existe una extensién radical de F que contiene a E.

En particular, si f € F|X] tiene grupo de Galois Galg(f) resoluble entonces es resoluble
por radicales.

Demostracion. Sea G = GaIE. Como G es finito y resoluble, entonces G tiene una serie de
composicidon con factores de orden primo. En particular, el pendltimo término de la serie es
un subgrupo normal H de indice primo. Sea p = |G : H|. Sea w una raiz p-ésima primitiva
de la unidad, que existe en el cuerpo de descomposicién de XP — 1 sobre F pues F tiene
caracteristica cero.

1¢" caso: w € F. Hacemos induccién en |E : F|. El caso base es trivial.
Tenemos que Fix(H) < E es una extensién de Galois, y GaI,‘;EiX(H) = H es resoluble pues es
un subgrupo de G que es resoluble.
Ahora, |E : Fix(H)| < |E : F|, entonces por hipétesis de induccién obtenemos una torre
radical
FxH =RhcRic--cR;

tal que E c R;.

Por otro lado, como H< G y |G : H| = p, por el teorema fundamental de la teoria de
Galois F < Fix(H) es una extensién de Galois de grado p.

Estamos en las hipétesis del lema 2.100: se tiene que Fix(H) =
F < Fix(H) es una extensién pura, por lo tanto es radical, y Fix(H)
lo tanto F < R; es una extensién radical de F que contiene a E.

F(z) donde zP € F, i.e.
c R; también lo es, por

2° caso: w ¢ F. Sea F* = F(w), E* = E(w).
Afirmaciéon: F — E* es de Galois.

Demostracion: Como F — E es de Galois, es el cuerpo de descomposicién de un polinomio
separable f € F[X]. Si f = XP — 1 entonces E = E* y ya estad. Si f & XP — 1, entonces
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E* es el cuerpo de descomposicién de f - (XP — 1) € F[X]. Este polinomio es separable pues
f+ XP—1y XP—1 es separable e irreducible, yaquecar F =0y w ¢ F.

Tenemos entonces F < F* < E*, con F < E* de Galois, por lo tanto F* < E* es de
Galois (teorema fundamental de la teoria de Galois).

Sea G* = GaIE:. Por el lema 2.101, hay un monomorfismo de grupos ¢ : G* — G. Por lo
tanto G* es isomorfo a un subgrupo de G que es resoluble, de donde G* es resoluble.

Como w € F*, por el caso 1 existe una torre radical

F*=R;cRfc---c R},

con E* < R},. Pero F* = F(w) es una extensién pura, de donde F < R} es una extension
radical tal que E < R}, pues E < E* c R};,. O

Observacion 2.14.6. El teorema anterior no vale en caracteristica positiva.

Niccold Fontana Tartaglia y Girolamo Cardano probaron (1535-1545) que un polinomio
de grado 3 era resoluble por radicales, dando una férmula explicita. En 1545 Luigi Ferrari
probé que un polinomio de grado 4 era resoluble por radicales, también dando una férmula.
Estas formulas son aburridas de demostrar, sin embargo podemos demostrar ahora que existen
férmulas por radicales para las raices de polinomios de grado 3 y 4:

Corolario 2.103. Si F es un cuerpo de caracteristica cero, entonces todo polinomio f € F[X]
de grado < 4 es resoluble por radicales.

Demostracién. El grupo de Galois de f es un subgrupo de S; que es resoluble (ejemplo 1.11.7),
y por lo tanto es resoluble. O
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Capitulo 3

Representaciones de grupos finitos

3.1. Definiciones basicas
Notacidén. Si V es un espacio vectorial, notaremos
GL(V) := Aut(V) = {transformaciones lineales V — V invertibles}

Definicion. Sea G grupo. Una representacion lineal o simplemente representacion de G es un
par (V,p) ! donde V es un k-espacio vectorial y p : G — GL(V) es un morfismo de grupos.
El grado de la representacién es dim, V.

Una representacién matricial de grado n de G sobre un cuerpo k es un morfismo de grupos
p: G — GL,(k).

Si V es un espacio vectorial tal que (V/, p) es una representacion de un grupo G, decimos
que V es un G-mdédulo.

Si k = C diremos que (V/, p) es una representacién compleja.

Notacion. A veces notaremos p, en vez de p(g) para alivianar la notacién.

Observacion 3.1.1. Eligiendo una base, i.e. eligiendo un isomorfismo GL(V) ~ GL,(k), es lo
mismo dar una representacién lineal finita que dar una representacién matricial.

Ejemplo 3.1.2. Veamos cémo lucen las representaciones de Z,, = {a) de grado n:
Si p:Zm— GL,(C) es morfismo de grupos, entonces p(a’) = A para algin A € GL,(C).
Afirmacion: p es representacion si y sélo si A” = [,,.
Demostracién: (=) A" = p(a™) = p(e) = I,.
(<) Sean 0 < r, k < m.
Si 0 < r+ k< mentonces p(a"a¥) = p(a’tk) = ATtk = AT Ak,
Si r + k = m entonces

m r+k—m)

p<ara ) _ p(a a r+k—m) r+k:<2m Ar+k—m _ Ar+k—mAm _ Ar+k

= p(a
Comparar la siguiente proposicién con 1.48.

Proposicion 3.1. “Es lo mismo"” dar una representacion de G en V' que dar una accion
-1 G xV — V tal que g - — sea lineal para todo g € G.

LA veces sobreentenderemos el espacio vectorial o el morfismo, diciendo que V o que p es una representacion
de G.

143



Demostracién. La relacién fundamental es g - — = p(g).

(=) Consideramos - : G x V — V, (g, v) — p(g)(v). Es lineal pues p(g) lo es, para todo
geG.

Es una accién: e- v = p(e)(v) = v para todo v € V;

g18 - v = p(g182)(v) = p(g1)(p(g2)(v)) = g1 - (g2 - v) paratodo g1,82€ G,ve V.

(<) Definimos p : G — GL(V) mediante p(g)(v) =g - v paratodo ge G,ve V.
Esta bien definido, i.e. p(g) € GL(V) para todo g € G, pues la accién es lineal.

Es morfismo de grupos: p(g1g2)(v) = g182- v = g1 - (g2 v) = plex) (p(g2)(v)) para todo
gl,gZEG,VEV. ]

Definicion. Sean (Vq, p1) y (V5 p2) representaciones de un grupo G. Decimos que ¢ : Vi —
V> es un morfismo de G-médulos, o G-mapa, si es lineal y respeta la accién de G, i.e.
o(g-v) =g @(v) paratodo ge G,v e V.

Equivalentemente, si @(p1(g)(v)) = p2(g)(@(v)) para todo g € G, v € V;. Es decir, si el
siguiente diagrama conmuta para todo g € G:

Vl L} V2

Pl(g)l lpz(é’)

V]_ T) V2

Dos representaciones son isomorfas, o equivalentes si existe un morfismo de G-médulos
entre ellas que sea un isomorfismo lineal, i.e. si existe un isomorfismo de G-mddulos.

Observacion 3.1.3. = Siun G-mapa es invertible, su inversa es un G-mapa; la composicién
de G-mapas es un G-mapa, etc.

= Para un morfismo de G-mddulos se tiene @ o p1(g) = pa(g) © @ para todo g € G. Si
ademas @ es un isomorfismo, entonces se tiene p(g) = @ o p1(g) o @ ! para todo
geG.

= Problema basico de la teoria de representaciones: clasificar las representaciones de un
grupo G a menos de isomorfismo (i.e. conjugacién por un isomorfismo).

Definicion. Sea (V, p) una representacion. Una subrepresentacion es la restriccion (W, p|w )
donde W es un subespacio vectorial G-invariante, i.e. p(g)(W) < W para todo g € G. De
esta manera, una subrepresentacién es una representacién.

Una representacion es irreducible si no admite subrepresentaciones propias, i.e. si V no
tiene subespacios propios G-invariantes.

Los siguientes ejemplos acarrean verificaciones sencillas que se dejan como ejercicio para
el lector.

Ejemplo 3.1.4. Sea G grupo.

= La representacion trivial es tal que p(g) = id para todo g € G.

= Si (V1,p1) y (Va, p2) son representaciones de G, la suma directa (V4 @ V5, p1 @ p2) es
una representacion.
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» Si (V4,p1) y (V2,p2) son representaciones de G sobre k, el producto tensorial
(V1 ®« Va2, p1 ® p2) es una representacion.

= Si (V,p) es una representacion de G y W es una subrepresentacion, el cociente V /W
es una representacién, con g -V =g - V.

= Si (V,p) es una representacién, el dual V* también es una representacién, con la accién
GxV* > V* g - f—f(gt —).

Definicion. Una representacion es completamente reducible si se descompone como suma
directa de subrepresentaciones irreducibles; de lo contrario es indescomponible.

Observacion 3.1.5. Al contrario que con espacios vectoriales y como con médulos, si W < V
es una subrepresentacion, no necesariamente se tiene V = W @ V/W: una representacion
puede no ser irreducible y ser indescomponible, pues una subrepresentacién puede no tener un
complemento. Sin embargo, el teorema de Maschke mas adelante nos va a dar condiciones
suficientes para que esto no suceda.

A continuacién presentamos una tercera estructura equivalente a la de representacién lineal
y a la de representaciéon matricial.

Definicion. Sea R anillo conmutativo. Una R-dlgebra A es un anillo con una estructura de
R-médulo compatible, i.e. tal que a(rir2) = (ary)ra = ri(ary) para todo a€ A, r, rn € R.

De esta manera, un algebra es una estructura algebraica con tres operaciones: suma,
producto por escalar y producto. El ejemplo arquetipico es el siguiente:
Ejemplo 3.1.6. Si R es un anillo conmutativo, el anillo de matrices M, (R) es una R-algebra.

Observacion 3.1.7. Recordemos que si R es un anillo y X es un conjunto, podemos pensar al
R-médulo libre de base X, notado R[X], como el R-médulo de sumas formales:

R[X]z{E XX : Oy €R vxex}

geG
finita

Si G es un grupo y consideramos R[G], el R-médulo libre de base G, podemos usar el

producto de G para introducir un producto en R[G] de tal manera que sea una R-algebra:

Definicion. Sean G grupo, R anillo conmutativo. El dlgebra de grupo R[G] es el R-mddulo
libre de base G, en el que consideramos la estructura de R-algebra dada por el producto
siguiente: si Ag, iy € R para todo g, he G,

(Z 7\gg> <Z uhh) = ), Agktngh

geG heG g,heG
finita finita

Proposicion 3.2. Sea k cuerpo. “Es lo mismo” dar una representacién sobre k (de grado n)
que dar un k[G|-médulo a izquierda (libre de rango n).
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Demostracién. Si V es un k[G]-médulo a izquierda, p : G — GL(V), p(g)(v) = gv define
una representacion de G sobre k.

Reciprocamente, si p : G — GL(V) es una representacién, podemos dotar a V' de una
estructura de k[G|-mddulo a izquierda de la siguiente manera:

(Z Agg) v = (Z Agp(g)(V)> O

geG geG
finita finita
De esta manera, muchos teoremas sobre representaciones pueden traducirse a teoremas
acerca de los k[ G]-médulos. Por ejemplo, una subrepresentacién es un k[ G]-submédulo; un
G-mapa es un morfismo de k[G]-mddulos. No serd éste el punto de vista que adoptemos en
general.

Ejemplo 3.1.8. Recordemos que todo anillo R es un médulo sobre si mismo mediante la accién
regular, r-s = rs para todo r,s € R.

Sea k cuerpo. Entonces k[G] es un médulo sobre si mismo: la representacién regular de
G sobre k es la representacién asociada a la estructura de k[G]-médulo de k[G].

Escrita como representacién, es la representacién p : G — GL(k[G]) definida como
p(g)(v) = gv. Mas explicitamente:

p(g)(Z uhh> = | tgh

heG heG
finita finita

Mas sucintamente, podemos definir p(g) explicitdndolo en la base de k[G] y extendiendo
por linealidad: p(g)(h) = gh para todo g, he G.

En realidad, la recién descrita es la representacién regular a izquierda, pues estamos
considerando la accién regular a izquierda r - s = rs. La representacién regular a derecha es

la que proviene de la accién regular a derecha r-s = sr— 1,

Lema 3.3. Sea G grupo finito, R anillo conmutativo. Sea cl(G) el conjunto de clases de

conjugacion de G. Sea e. = Y. g para cada c € cl(G). Entonces el centro de R[G] es el
gec
submédulo generado por los elementos de la forma

Z Acee, Ac€ER
cecl(G)

En otras palabras, los e., c € cl(G) son una base de Z(R[G]).

Demostracion. Como G es base de R[G], un elemento x = Y] A,g € R[G] arbitrario esta en
geG

el centro de R[G] siy sélo si conmuta con todos los elementos h € G, i.e. si hxh™' = x para
todo h € G. Entonces, si he G:

xe Z(R[G]) < h <Z 7\gg> = At

geG geG
— Z Aghgh™ = Z Ag&
geG geG
— Z Ag-1hg8 = Z Ag&
geG geG

146



usando que g — hgh~! es biyectiva, de inversa g — h~'gh. Pero esto implica que |a asociacién
g — A4 es constante en las clases de conjugacion, por lo tanto el centro de R[G] esta formado
por los elementos de la forma
D Acee, AceR O
cecl(G)

Ejercicios
Ej. 57 — La representacién R x R? — R2 dada por t- (x,y) = (x, x + ty) no es irreducible

pero es indescomponible.

Ej. 58 — Generalizando la representacién dual, si V, W son representaciones de un grupo
G sobre k, entonces Hom,(V, W) es una representacién, con la accién

G x Homy(V, W) — Hom,(V, W), (g-f)(v)=g-f(g ' V)

Ej. 59 — Sea G grupo finito, V' una representaciéon de G. Para todo v € V existe una
subrepresentaciéon W < V de grado finito tal que v e W.
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3.2. Primeros teoremas

Proposicion 3.4. Sea f : V. — W un morfismo de G-médulos. Entonces ker f < V e
Im f < W son G-invariantes.

Demostracién. Si v € ker f, entonces f(g-v) =g -f(v) =g-0=0= g v e ker f.
Siwelm f = w = f(u)paraalginue V.Entoncesg-w = g-f(u) = f(g-u)elm f. O

Lema 3.5 (Schur). Si V, W son representaciones irreducibles de G y f : V. — W es un
G-mapa, entonces:

1. f =0 o f es un isomorfismo,

2.S5iV =Wyk=C (o k es algebraicamente cerrado), entonces f = Al para algin
A€ k.

Demostracién. 1. ker f < V es G-invariante, entonces como V es irreducible:
ker f =V =Ff=0,0

ker f = {0} y f es inyectiva. Como Im f < W es G-invariante y W es irreducible,
entonces Im f = {0} = f =00 Im f = W, y f es sobreyectiva, luego un isomorfismo.

2. Como C es algebraicamente cerrado, existe A € C valor propio de f. Sea vy & 0 un
vector propio de valor propio A.

Probemos que f = Al. Para esto consideremos la transformacién lineal f : V — V,
fi(v) = f(v) — Av. Veamos que f, = 0, en cuyo caso terminamos.

f\ es un G-mapa:
g-h(v)=g-f(v)—g-Av=~F(g-v)—Ag-v="~H(g v)

Como fy(vg) =0y vp + 0, como V es irreducible debe ser ker fy = V, i.e. H =0. [

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para que toda subrepresentacién tenga
un complemento: el grupo debe ser finito y la caracteristica del cuerpo debe ser nula o no
dividir al orden del grupo. En realidad se puede probar que estas condiciones son también
necesarias.

Recordemos primero que una proyeccion de un espacio vectorial V' sobre un subespacio W
es una transformacién lineal T : V — W tal que T|y = id. Es equivalente dar una proyeccién
que dar una transformacién lineal T : V — V tal que T2 = T, tomando como subespacio a
Im T.

Teorema 3.6 (Maschke). Sea G grupo finito, (V, p) una representacién de G. Si car k = 0
o car k / |G|, entonces todo subespacio G-invariante W posee (al menos) un complemento
G-invariante. Es decir, existe U subespacio G-invariante tal que V. = W @ U.
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Demostracion. Basta encontrar una proyeccién p, de V sobre W que sea un G-mapa, pues
entonces ker pg € Im py son subespacios G-invariantes, y V' = ker pp @ Im py = ker po @ W.

Sea g : V — V una proyeccién de V sobre W, i.e. g es una transformacion lineal tal que
Im g = Wy g|w = id. Definimos py : V — V como

pO |G‘Zpgoqopg

geG

Aqui hemos usado la hipétesis de que |G| es finito, y ademas es invertible por las hipdtesis
sobre car k. Veamos que pg es la proyeccién que estamos buscando.

Im pg = W:

() 1 pgoqopg-1(v) = pg(q(pg-1(v))) € W, pues como q es proyeccion, g(p,-:(v)) € W,
luego como W es G-invariante, pg(q(pg-1(v))) € W, para todo g € G,v € V, luego
po(v) € W paratodove V, ie Impyc W.

(o) Dado w e W,

q\ =id 1
geG geG
Z Pggt = Z C ‘G’ w=w
geG geG | ’

luego w € Im py Yw e W = W < Im pg. Mas adn, po|w = id: hemos demostrado que
Po €S una proyeccion sobre W.

Veamos que pg es un G-mapa, concluyendo la demostracién. Dado v e V, gy € G:

Po(Ps(v) = g7 Zpgqu 1(Pg (V)
geG
id
| | Z PgoPgo- 1pgqu_1go( v)
geG

|G| Zpgopgo 1g 4 Pg1g(V)

geG
= (|G| Zpgo 1g G Pg1g(V ))
geG
=p (|G|thqph1 )
= Pg(Po(v))

La igualdad * se deduce de que g; 'g = h es una biyeccién de G, i.e. cuando g se mueve por
todo G, también g, 'g recorre todo G. O

Adoptando la perspectiva de los médulos sobre el algebra de grupo, el teorema de Maschke
dice que si G es un grupo finito tal que car , entonces el algebra de grupo
k[G] es un anillo semisimple.
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Corolario 3.7 (Completa reducibilidad). Sea G grupo finito, V una representacién de G de
grado finito tal que car k = 0 o car k } |G|. Entonces V' es completamente reducible.

Demostracion. Por induccién en n = dim, V. Supongo que vale para espacios de dimension
menor que n.

Si V es irreducible ya esta.

Si no, tiene un subespacio propio G-invariante, U c V.

dim,U < n, luego por hipdtesis de induccién existen subrepresentaciones irreducibles
Uy,...., U cUtalesque U=U;®--- P U,.

Ademas por el teorema de Maschke U tiene un complemento U’, que también cum-
ple dim, U’ < n, luego por hipdtesis de induccién existen subrepresentaciones irreducibles

oo U.cU talesque U = Ui ®--- @ U,.

Pero entonces V = U U = Ui ®--- DU, ® U; ®--- @ U, donde cada uno de los

subespacios es G-invariante e irreducible, luego V' es completamente reducible. O

Podemos encontrar distintas descomposiciones de V' en suma directa de subrepresentacio-
nes irreducibles. Pero partiendo de una descomposicién en irreducibles y juntando todas las
representaciones irreducibles equivalentes en un sélo sumando, obtenemos una descomposicion
canodnica, llamada descomposicion isotipica.

n veces

Notacion. V" =V @.---p V.

Teorema 3.8 (Descomposicién isotipica). Sean V, W representaciones complejas de un grupo
finito G. Sean
V=wve eV, W=We  -aW,

descomposiciones en irreducibles.> Escribamos ahora

V=Vi"g. . . oV donde Vi & V;si i+ (3.1)
W=We"g...0 WP™, donde W; + W,sii+j (3.2)

2Entonces si ¢ : V — W es un G-mapa, se tiene que @ respeta la descomposicién: para cada
. . Dm; L . . . e, . . ;.
i (p(\/,.@"') < W;™ para algin j. En particular, esta descomposicion en irreducibles es dnica
a menos de isomorfismo.

Demostracién. En las descomposiciones (3.1) y (3.2) podemos reordenar los sumandos de tal
manera que si V; es isomorfo a algin W, entonces i = j. Explicitamente, los ponemos al
comienzo de la descomposicién: si no hay ningtin V; isomorfo a ningiin W;, no hacemos nada;
en caso contrario tomemos el mayor r € {1,..., k} tal que V; ~ W, paratodoi=1,...,r.

Consideremos |la descomposicién en bloques de ¢ asociada a las descomposiciones de V' y
W como en (3.1) y (3.2). Explicitamente, sea ; : V" — V la inclusién, y 7i; : W — Wjeam,-
la proyeccién. Dado ¢ : V — W un G-mapa no nulo, consideremos “lo que ¢ hace en Wj®mj
cuando actiia restringida a V"""

i ®m
Qi VE" > W g =mogoy

2Podemos suponer que la cantidad de sumandos diferentes que aparecen en V y que aparecen en W son
los mismos: si no lo son, completamos el menor con sumandos nulos.
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Basta pues probar que ¢;; = 0 para todo i/ + j, pues entonces (p(\/,.@”") c Wi@’"" que es
lo que queremos probar.

Consideremos los bloques afuera de la diagonal, i.e. los @j; con i % j. Si V= V@”' y
VT/J W69 ’ tenemos Qjj \/,- — WJ

n; veces

La dnica manera de descomponer V; y VT/J en irreducibles es \7, = Ve --aV,y

mj veces

VT/J- = IVVj@"'@ WJ En efecto, si Vi y V5 son irreducibles, las subrepresentaciones irre-
ducibles de Vi @ V; son sélo V4 y V, (convencerse), y asi n veces.

Ahora consideramos |la descomposicién en bloques de ¢;; asociada a estas descomposiciones
de V y W: son todas de la forma @jj : Vi = W;. Como i + j, entonces por cémo ordenamos
las descomposiciones (3.1) y (3.2) se tiene que V; % W;, luego por el lema de Schur todos
los bloques @;; = 0. Entonces ¢;; = 0si i + j, es lo que queriamos probar.

En particular, si tomamos ¢ = idy, y dos descomposiciones de V' en irreducibles como en
(3.1) y (3.2) (con W = V), lo que tenemos es que r = k (i.e. V; ~ W; paratodoi=1,...,k)
y n;j = m; para todo i: la descomposicién es nica a menos de isomorfismo. ]

Observacion 3.2.1. Sea V una representacion de un grupo G. El conjunto
C={veV:g-v=v VYgeG}
de puntos fijos para la accién G x V — V es un subespacio G-invariante de V.

Proposicion 3.9. Sea V una representacion de un grupo finito G sobre k, donde car k = 0
o car k / |G|. La transformacién lineal € : V. — V definida como

€|a§3%
geG

es un G-mapa, y es una proyeccién de V' sobre V©.

Demostracion. € es un G-mapa: dados ve V, gy € G,

(pgo |G| 2 pg Pgo (Vv |G| 2 pggo Z Pn(v

geG geG heG
usando que ggo = h es una biyeccién de G. Por otro lado,

Pg(€(v) —pg( D pelv ) Zpgopg

geG geG

Z pgog 2 ph

geG heG

usando que gog = h es una biyecciéon de G. Esto muestra que € es un G-mapa. Ademas
tenemos p,(€e(v)) = e(v).

Im e = V©:
(©): = €(v) = pg(u) = pgle(v) = e(v) = u = w e VE.
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(D): ve VE = ¢(v) Zpg —’?Z ‘\G|V—v:>ve|m€

geG

2 _ . _]'
e2=¢c:e Zpg f; |G|’G| e(v) = e(v). O

geG

Definicion. El operador € definido en la proposicién anterior se llama operador de Reynolds.
Ejercicios

Ej. 60 — Sean V,W representaciones de wun grupo G sobre k. Notemos
Homg(V, W) = {G-mapas de V en W} y consideremos la representacién Hom,(V, W).
Entonces (Hom,(V, W))¢ = Hom¢(V, W).

Ej. 61 — Sea G grupo finito, V' una representacién compleja de grado finito. Existe un
producto interno en V preservado por la accién de G, i.e. tal que (g -v,g-w) = (v, w) para
todo v, w e V, g € G. Ademas, si la representacion es irreducible, el producto interno es tnico
a menos de multiplicar por un escalar.
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3.3. Caracteres

Definicion. El cardcter de una representacion (V, p) de un grupo G es el morfismo de grupos
Xv(g) = Tr(p(g)), donde Tr denota la traza de la transformacion lineal.

El caracter se dice irreducible si la representacién es irreducible; el grado del caracter es el
grado de la representacion.

El ndcleo del caracter es ker x := ker p.

Observacion 3.3.1. En la seccién de teoria de cuerpos dimos otra definiciéon de caracter de un
grupo. No son equivalentes, mas bien la anterior es un caso particular de éste, como veremos
en la proposicién 3.27.

Lo fantastico de los caracteres es que determinan la representacion a menos de isomorfismo:
éste es el gran resultado de esta seccidn.

La siguiente proposicién tiene varias aplicaciones:

Proposicion 3.10. Sea (V, p) una representacion compleja de un grupo G. Entonces para
cada g € G, V admite una base formada por vectores propios de pg, y los valores propios son
raices de la unidad.

Demostracion. Sea g € G. Restringimos pa p: G — GL((g)).

Como k = C, p, tiene un valor propio «; € C. Sea v; € V, vy + 0 un vector propio de
valor propio ;. Tenemos entonces p,(v1) = t1v4, y en general pgn(vy) = &vy.

Definamos W, = (v;) = V: es una subrepresentacién compleja del grupo ciclico (g).

Si (g) es infinito, entonces (g) ~ Z, y GL((g)) ~ {id, ¢} donde ¢ : 1 — —1. Para
cualquiera de los dos automorfismos de Z existe una base de Z ~ (g) formada por vectores
propios.

Si {g) es finito, por el teorema de Maschke existe V; < {g) subrepresentacién tal que
V=WaoWw.

Repitiendo el mismo razonamiento con V; encontramos una subrepresentacion W, = (vy)
y una descomposiciéon V; = Wo @ V5, de manera que V = W) @ W, @ V5.

Tras una cantidad finita de pasos, V, = {0}, y llegamos a una descomposicién en subre-
presentaciones V = Wy @ W, donde W; = (v;) y cada v; es vector propio de p,. Obtenemos
que {vi,...,V,} es una base de V formada por vectores propios de p,.

Ademas, la matriz asociada a p, en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios o;. Como existe n € Z* tal que g” = 1, necesariamente & = 1 para
todo /, luego los valores propios «; son raices de la unidad. O

Observacion 3.3.2. En la proposicién anterior, en general no es posible elegir una base de V
tal que la matriz asociada a p, sea diagonal simultdneamente para todo g € G.

Definicion. Si « € C es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en Z, decimos que es
un entero algebraico.
El anillo de los enteros algebraicos se denota A.

Corolario 3.11. Si x es un caracter complejo de un grupo finito, entonces x : G — A.
En otras palabras, los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son enteros
algebraicos.
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Demostracion. En efecto, por la proposicion 3.10 se tiene que X(g) = €1 + - - - + €, donde
€1,...,€, € C son raices de la unidad, luego raices de un polinomio de la forma X* — 1: en
particular, son enteros algebraicos. O

Recordemos que por definiciéon el nicleo de un caracter es el nicleo de la representacién de
la que proviene. El siguiente corolario nos muestra que si conocemos los valores del caracter
asociado a una representacion, entonces conocemos el nlcleo de la representacion, y en
particular podemos afirmar si ésta es fiel o no.

Corolario 3.12. Sea (V, p) representacion de un grupo finito G. Se tiene:

ker x = {g€ G :x(g) =x(1)}

Demostracion. (<): g € ker p < p(g) = I, donde n es el grado de la representacién. Por
lo tanto x(g) = Tr(p(g)) = n=dim V = x(1).

(2): Supongamos que x(g) = x(1) = n. Por la proposicién 3.10, existe una base de V
para la que p(g) se corresponde con una matriz diagonal, y x(g) = €1 + -+ + €, es la suma
de la diagonal, con los €; raices de la unidad. La Gnica manera de que sumar n ndmeros
complejos de mdédulo 1 dé n es que todos valgan 1, i.e. €; = 1 para todo /. Pero entonces
p(g) = I, luego g € ker p = ker x. O

Proposicion 3.13. Sean (V,py) y (W, pw) representaciones sobre k de un grupo G.
1. xv(hgh™') =xv(g) Vg, heG.
2. xv(1) =dim,V.
3

- Xvew = Xv +Xw-

4. Xveuw = XvXw-
5 xve(g) =xv(g™") VgeG.
6. xv(g™') =xv(g) Vg e G siV esuna representacion compleja.
Demostracion. 1. Es bien conocido de algebra lineal que la traza es invariante por conju-

gacion.
2. xv(1) =Tr(id) = 1.

3. xvew(g) = Tr(pv @ pw(g)) = Tr(pv(g)) + Tr(pw(8)) = Xxv(g) + Xw(g) pues la
matriz asociada a (py@pw)(g) es una matriz en bloques (4 2) donde A, B son matrices

asociadas a py(g), pw(g) respectivamente (en bases adecuadas).

4. Anélogamente al item anterior: recordemos que si A = (a;;) y B son las matrices

asociadas a py(g) y a pw(g) respectivamente, la matriz asociada a (py ® pw)(g)
anB - annB

es el producto de Kronecker, AQ B = (
Tr(A® B) = Tr(A) Tr(B).

). Basta pues observar que

amB - amnB
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5. Sea B ={vy,...,v,} una base de V,y B* = {v{,..., v}} la base dual. Sea A = (a;)
la matriz asociada a la transformacién lineal V — V, v+ g7 . v en la base B, y sea
(af;) la matriz asociada a la transformacién lineal V* — V*, f — g - f en la base B*.

Tenemos:
-1 _ . gk * %
g vi= &V = A
J J

-1

luego por definicion de base dual, af = (g - v¥*)(v;) = v¥(g~' - v;) = a;;. Sumando para

todo i obtenemos que xv=(g) = xv(g7?).

6. Sea g € G. Por la proposiciéon 3.10 podemos elegir una base de V tal que la matriz
asociada a p, sea una matriz diagonal («;;) cuya diagonal est4 formada por raices de
la unidad. En particular |o;;| = 1, luego ;' = &;;. Entonces

Xv(g_l)ZzaﬁlzZa_HIZ“iiZXv(g) O

Dos representaciones isomorfas determinan el mismo caracter:
Proposicion 3.14. Si V, W son dos representaciones de G isomorfas, entonces Xy = Xw .

Demostracién. Sea 0 : V. — W isomorfismo de G-mddulos: se tiene entonces py(g) =
01 opw(g) o0 para todo g € G. Por lo tanto, aplicando la propiedad 1) anterior,

xv(g) = Tr(pv(g)) = Tr(0~" o pw(g) 0 0) = Tr(pw(g)) = Xw(g) Vg€ G O

En general cuando hablamos de los caracteres de un grupo G estamos pensando en los
caracteres asociados a las diferentes representaciones sobre un cuerpo fijo (por lo general
C) del grupo. La proposicién anterior nos dice que dos caracteres diferentes provienen de
representaciones cuyas clases de isomorfismo son diferentes.

Definicién. Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial C® de las funciones
G — C el producto interno

(F kY = % S f(e)h(g)

geG

Lema 3.15. Si V, W son representaciones de grado finito sobre k de un grupo G, entonces
tenemos un isomorfismo de G-mddulos:

Homk(V, W) ~ V* ®k w

Demostracion. El espacio vectorial Hom(V, W) es una representacién de G por el ejercicio
58.

Sea ¢ : V* ® W — Homy(V,W) definida en los tensores elementales como
&(f ® w)(v) = f(v)w. Es sencillo verificar con la propiedad universal del producto tensorial
que ¢ es una transformacién lineal bien definida.

Es un isomorfismo lineal: sean {vq, ..., v,}y {wy, ..., wy,} bases de V' y W respectivamente.
Considerando la base dual {v{,...,v}} de V*, los tensores v ® w; forman una base de
V* @i W. Basta ver que los ¢(v; ® w;j) forman una base de Hom(V, W). Esta verificacién
es un ejercicio sencillo de algebra lineal que queda a cargo del lector.

155



Para ver que ¢ es un G-mapa, veamos que (g - (F @ w)) = g - d(f ® w). Hay varias
representaciones en juego: arriba de cada igualdad se indica la accién de G sobre qué espacio
vectorial se esta usando.

Por un lado,

blg- (FRw)W) 2" d((g-f) (g w))(v)

T g g w
Cretvgw
linealidad de g-— g- (f(g—l V)w)
Por otro lado,
(g-d(f@w)(v) "L g [(d(F@ W) (g™ V)]
def.:de(bg.(f(g—l‘v)w) 0

Teorema 3.16 (Ortonormalidad de caracteres). Sean V, W representaciones complejas irre-
ducibles de un grupo G. Entonces

0 sivVxW

v xXw) = {1 siV~W

Demostracién. Por los ejercicios 58 y 60, tenemos que Hom(V, W) es una representacién
compleja de G tal que (Hom(V, W))¢ = Homg(V, W).
Por lo tanto en este caso el operador de Reynolds es

1
e : Hom(V, W) — Homg(V, W), €= G > e

geG
Como € es una proyeccién sobre Homg(V/, W), se tiene:
0 sivVxW
tr(e) = dim Im € = dim Ho V, W) = 3.3
r(e) im Im im Homg ( ) {1 GV~ W (3.3)

donde en la Gltima igualdad aplicamos el lema de Schur a las representaciones irreducibles
complejas V'y W.
Por otro lado:

tr(e) = tr (% Z pg> tr e dneal % Z XHom(v.w)(&) (3.4)

geG geG

Aplicando el lema 3.15 y la propiedad 3.13, se tiene:

XHom(V,W) = Xv*ew = Xv*Xw = XvXw

Usando esta igualdad en la ecuacién (3.4) e igualando a (3.3), junto con la definicién del
producto interno se obtiene:
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Xw,Xv) = %ZXV—(@XW@) _Jo sivew

e 1 siV~W
En conclusién, como {xv,xw) = {Xw, Xv, se deduce:
0 siVxW
1 == D
Qvxw) =91 Gy

Corolario 3.17. Si dos representaciones complejas irreducibles tienen el mismo caracter
entonces son isomorfas.

Demostracion. Supongamos que V, W son dos tales representaciones pero que no son iso-

morfas. Entonces la ortonormalidad de caracteres nos dice que {xv,Xxw) = 0. Por lo tanto

necesariamente Xy, Xw han de ser diferentes, pues si fueran iguales, el producto interno
. 1 = _ 1 2

tomaria la forma {xv, xw) = @Zaia; = mZ’ai| > 0, donde a; = xv(g). O

Corolario 3.18. Sea (V,p) una representacion compleja de un grupo G, y sea
V=Vi® - @V, una descomposicion de V' en subrepresentaciones irreducibles. Enton-
ces para cada caracter irreducible x de G, el nimero de subespacios V; de caracter x es

Xv. X)-

Demostracion. Si a es el nimero de V; de caracter X, entonces la ortonormalidad de caracteres
implica que

Xv. X) = Xvie-ave X0 = {a1Xw + - + anXv, X) = Z aixv,X) = a O
j=1

En otras palabras, la cantidad de veces que aparece x en una descomposicién en irreducibles
de V es {xv,x)- Esto nos dice que V es la suma directa de tantas representaciones irreducibles
de caracter x como el valor de {xyv,X). De aqui deducimos

Corolario 3.19. Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y sélo si deter-
minan el mismo caracter.

Demostracion. Sean V/, W representaciones de G de igual caracter. Por la completa reducibili-
dad podemos considerar descomposiciones en  subrepresentaciones irreducibles,
V=Ve -V, W=W®®- - W, Sea a la cantidad de veces que aparece un
caracter irreducible x de G en esta descomposicion de V. Entonces como xy = Xw, se tiene
a={v,X)={w,X), i.e. x también aparece en la descomposiciéon de W a veces.

Esto vale para todo caracter irreducible x de G, por lo tanto con el corolario 3.17 concluimos
que en las descomposiciones de V y de W aparecen los mismos sumandos a menos de
reordenacioén, luego V ~ W. O

Corolario 3.20. Todo caracter x de un grupo finito G se descompone de forma tinica como
combinacion lineal de caracteres irreducibles X = nyX1 + - - - + ngXx para ciertos n; € N.
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Demostracion. Sea V' una representaciéon de G de caracter . Por completa reducibilidad
podemos descomponer V en irreducibles, V = V; ®--- @ V,. De esta manera, n; = (xv, Xv,)
nos da la combinacién lineal deseada, y cualquier otra descomposicion en irreducibles nos da
la misma combinacién lineal, pues los caracteres que aparecen son los mismos. O

Corolario 3.21. Si un caracter de un grupo finito se descompone en irreducibles como

k

X = mX1 + -+ ngXk, entonces se cumple {x,X) = Y, n?. En particular X es irreducible si y
i-1

sélo si {xv,xv) = 1.

Demostracion. Descomponemos V' en irreducibles, V = Vi @ --- @ V,. Se tiene xy =
mXxi + - -+ + neXx para ciertos n; € N. De esta manera,

k
XviXv) = {mX1 + -+ MXk, mXa + -+ MXk) = 2 n?
i=1

Por la descomposicién de V, deducimos que:

V es irreducible <= existe i tal que nj =1y n; = 0 para todo j + /

k
2 _
— Zn,—l
i=1

= Xv.xv)=1 o
Ahora vemos que el nimero de caracteres irreducibles de un grupo finito es finito.

Teorema 3.22. Un grupo finito G tiene un ndmero finito de caracteres irreducibles complejos
X1, - - -, Xk cuyos grados n; verifican la relacion:

k
Gl =) n?
i=1

Demostracién. Para demostrar esto consideramos la representacién regular de G (recordar el
ejemplo 3.1.8). Si X,eg €5 €l caracter asociado a esta representacion, se tiene:

|G| sig=1

Xreg<g> = 0 si no

En efecto, Xreg(1) = dimcC[G] = |G|; y la traza de la matriz asociada a multiplicar por
un elemento no trivial es cero, pues la matriz tiene ceros en la diagonal (i.e. si g + e, gh + h).
Ahora bien, si x es un caracter irreducible de G asociado a una representacién V, se tiene:

(Xreg: X) = |—é| D xreg(@)x(87) = l—é|xreg(1)x(1) =x(1) = dim¢V

geG

Es decir, todo caracter irreducible aparece en la representacién regular tantas veces como su
grado.

Tenemos entonces que si Xrg = MmX1 + - + nKXk es la descomposicion de X,z €n
caracteres irreducibles, los caracteres x; resultan ser todos los caracteres irreducibles de G, y
n; es el grado de x;. Por lo tanto:

’G| :Xreg(l) :n1X1(1)+"'+nka<1) :n%‘i‘""i‘ni [l
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Observacion 3.3.3. Cabe destacar que en la demostracidn anterior probamos que todo caracter
irreducible aparece en la representacion regular tantas veces como su grado.

Vamos a refinar ahora el teorema anterior diciendo exactamente cuantos caracteres irredu-
cibles tiene un grupo finito.

Definicion. Sea G un grupo finito. Una funcién de clases, o funcién central, es una funcién
f: G — Ctal que f(g thg) = f(h) para todo h,g € G. Notaremos C(G, C) al conjunto de
funciones centrales de G.

Ejemplo 3.3.4. Los caracteres son funciones centrales.

Proposicién 3.23. Sea G un grupo finito. Entonces C(G,C) = C°® es un C-subespacio
vectorial, y su dimension es el nimero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Claramente, la suma y el producto por un escalar de funciones centrales es
una funcién central.

Si (4, ..., C, son las clases de conjugacién de G y ¢y, ..., ¢, son representantes, entonces
1 si S C,'
f:G-C, f,-<g>={ 8
0 sino

son una base de C(G, C).

Son linealmente independientes: si Y | A;f; = 0, entonces > Aifi(¢;) = 0= ¢; =0
paratodoj=1,...,n

Generan C(G,C):si f € C(G, C), entonces definiendo A; := f(c;), se tiene f = > A\;f;. O

i1

Observacion 3.3.5. La proposiciéon anterior nos da que hay a lo sumo tanto caracteres irredu-
cibles de un grupo finito como clases de conjugacién de G. En efecto, si F = {x € C(G,C) :
X es caracter irreducible de G}, por ortogonalidad de caracteres se tiene que F es linealmente
independiente. Entonces |F| < dim C(G, C) = nimero de clases de conjugacién de G.

Nos dirigimos ahora a probar que en realidad esta cota siempre se alcanza, i.e. siempre
hay tantos caracteres irreducibles de G como clases de conjugacién.
Observacién 3.3.6. La transformacién lineal C¢ — C[G], ¢ — Y. d(g)g es un isomorfis-

geG
mo de C-espacios vectoriales. El lema 3.3 nos dice que bajo este isomorfismo, C(G,C) se

corresponde con el centro de C[G]. Por lo tanto si ¢ € C(G, C), podemos identificar ¢ con
x = b(g)g € Z(C[G)).
geG

Lema 3.24. Sea (V, p) una representacion compleja irreducible de grado n de un grupo G.
Pensemos V' como C[G|-mdédulo a izquierda. Sea ¢ € C(G, C) una funcién central, que por
la observacion anterior podemos identificar con

x = blg)g € Z(C[G)).

geG

Entonces, para todo v € V, se cumple:

=l xo
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Demostracién. La funcién f : V. — V, v — xv es un morfismo de C[G]-mddulos. En
efecto, el producto por escalar se conserva pues x € Z(C[G]): si y € C[G],v € V, se tiene
f(yv) = xyv =yxv = yf(v).

El lema de Schur nos dice entonces que existe & € C tal que f(v) = v para todo v € V.
Sélo tenemos que ver que x = ‘—f'<d))w> Para ello usamos la linealidad de la traza:

no = Tr(f <Z d(g ) = > d(e)Tr(pg) = >, ble)xv(g) = IGKd. Xv) O

geG geG geG

Teorema 3.25. 5i G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una base ortonormal
de C(G,C).

Demostracion. Sean Xz, ..., Xx los caracteres irreducibles diferentes de G. Como los carac-
teres son ortogonales, entonces son linealmente independientes. Sélo resta ver que generan
C(G, C). Basta ver que los caracteres conjugados X7, . . ., Xx generan C(G, C), observando que
Xi Xj> = {xj. Xi) implica que los caracteres conjugados son ortogonales luego linealmente
independientes.

Seap eC(G,C), y sea

b =1 - >, X)Xi € C(G,C)

i=1

Basta probar que ¢ = 0.
¢ es tal que (¢p,X;) = 0 para todo j: en efecto, por ortonormalidad de los caracteres
conjugados:

@3 = (0= XXX %) = b, X5~ 20T Xp) = (. %) — (b ) = 0

Sea x € Z(C[G]) el elemento correspondiente a ¢ a través del isomorfismo C¢ — C(G, C),
ie. x = Y d(g)g € Z(C[G]) (observacién 3.3.6).

geG
Sea (V, p) una representacion de G. Si es irreducible, el lema 3.24 nos dice que

O

pues recién probamos que (¢, X) = 0 para cualquier caracter irreducible x de G.

Si no es irreducible, llegamos a la misma conclusién descomponiéndolo en suma directa de
subrepresentaciones irreducibles: si V = Vi @ --- @ V,, para ciertos V; irreducibles, entonces
Xv =Xw + - +Xv, = 0 pues xy. = 0 por ser caracteres irreducibles de G.

Apliquemos esto a la representacién regular de G, i.e. a V = C[G] con la accién regular.
Entonces para v = 1, obtenemos:

0=xl=> d(g)g

geG

de donde necesariamente ¢ = 0. O
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La proposicién 3.23 junto con el teorema nos dan el nimero exacto de caracteres irreducibles
de un grupo finito:

Corolario 3.26. E/ nimero de caracteres irreducibles de un grupo finito G es igual al nimero
de clases de conjugacién de G.
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3.4. Ejemplos y aplicaciones

3.4.1. Representaciones de grado 1

En la seccién de teoria de cuerpos definimos un caracter de un grupo G como un morfismo
de grupos G — K™ donde K es un cuerpo. La siguiente proposiciéon nos dice que es lo mismo
dar uno de esos caracteres que dar una representacién de grado 1 del grupo.

Proposicion 3.27. Sea G grupo y K cuerpo. “Es lo mismo” dar un morfismo de grupos
@ : G — K* que dar una representacion de grado 1 de G sobre K.

Demostracién. (=) Sea @ : G — K* un morfismo de grupos. Entonces p : G — K* ~ GL(K)
es un morfismo de grupos: es una representacion de grado 1 de G sobre el K-espacio vectorial K.

(<) Sea (V,p) una representacién de G sobre K de grado 1. Sea v, € V\{0}. Dado
g € G, existe un Unico escalar @(g) € K tal que p(g)(v) = @(g)vo, y como p(g) € GL(V)
entonces @(g) + 0.

Esto define una funcién @ : G — K*. Es un morfismo de grupos: si g, he G,

o(gh)vo = p(gh)(vo) = p(g)(p(h)(v)) = p(g)(@(h)vo)
= @(h)p(g)(vo) = e(h)e(g)vo = @(g)e(h)w

Como vy no es el vector nulo, entonces @(gh) = @(g)@(h). O

Teorema 3.28. Un grupo finito G es abeliano si y sdlo si todos sus caracteres irreducibles
tienen grado 1. En este caso hay tantos caracteres irreducibles como |G|.

Demostracion. Sea h el nimero de clases de conjugacién de G. El grupo G es abeliano si y
sélo si la clase de conjugacion de cada elemento es trivial, i.e. si y sélo si |G| = h.

Si ny, ..., n, son los grados de los caracteres irreducibles de G (corolario 3.26), entonces
satisfacen (teorema 3.22) n + --- + n? = |G|. Por lo tanto |G| = h <= n; = 1 para todo
| <= todos los caracteres irreducibles tienen grado 1. [

3.4.2. Tablas de caracteres

Para determinar una representacién compleja de un grupo finito G basta determinar
sus caracteres irreducibles, que hay tantos como clases de conjugacién de G. Por lo tanto
poniendo los caracteres irreducibles de G en una tabla, estamos determinando todas las
posibles representaciones de G.

Definicion. Sea G grupo finito, Gy, ..., C, las clases de conjugacion, gi, ..., g, sendos re-
presentantes, y X1, - - ., Xn los caracteres irreducibles de G. La tabla de caracteres de G es la
matriz n x n cuya entrada (/, ) es x;(gj). Por convencién tomamos g; = 1: la primera fila
corresponde pues a la representacion trivial.

Observacion 3.4.1. La primera fila siempre consiste de unos; la primera columna corresponde
a los grados de las representaciones.
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Ejemplo 3.4.2. Sea ¢ : S, — GL,(C), definida en la base canénica {ey, ..., en} de GL,(C)
como @ (0)(e;) = ex(). Esta es la representacion estandar de S,. Se tiene:

010 0 01
@a=(1 0 0, @us=1(1 00
0 01 010
Ejemplo 3.4.3. Sea p : S3 — GL,(C) definida en los generadores (12),(123) como

-1 -1 -1 -1
Paz) = 0 1) Pa23) = 1 0

y sea P : S3 — GL1(C) definida como 1, = id para todo 0. Entonces:

1 -1 0 1 -1 0
P®PY)ay=[ 0 1 0|, (p®V)ayy=| 1 0 0
0 0 1 0 0 1

En el ejemplo 3.4.5 probaremos que p es irreducible, y al final habremos probado que la
representacion p @1 es equivalente a la representacioén estandar.

Ejemplo 3.4.4. Sea la accién S, x C — C, definida como 0 - z = €(0)z: define una represen-
tacion no trivial de S, de grado 1, llamada representacion alternada de S,,.

Ejemplo 3.4.5. Determinemos la tabla de caracteres de S;.
Sabemos que S; tiene 3 clases de conjugacion: {id}, {(12)(23)(13)}, {(123)(132)}. Por lo
tanto S tiene 3 caracteres irreducibles, cuyos grados di, d», d3 satisfacen la relacién

dil +d3 +d; =1

La dnica solucién posible a menos de reordenacion de esta ecuacidonesd; = 1,drb = 1, d3 =
2: hay dos representaciones irreducibles de grado 1 y una representacion irreducible de grado
2.

Deben ser entonces la representacién alternada y una representacién irreducible de grado
2. Consideremos p la del ejemplo 3.4.3.

Afirmacién: p es irreducible.

Demostracion: Basta ver que (X,,X,) = 1. Como los caracteres son funciones centrales,
para calcular el producto interno basta ver cuanto valen en un conjunto de representantes
de las clases de conjugacion. x,(id) = 2, x,((12)) = 0, y x,((123)) = —1. Como hay tres
transposiciones y dos 3-ciclos, se tiene:

1
KorXp) = 52430042 (<1)%) = 1
y p es irreducible. O

Ya podemos entonces calcular la tabla de caracteres de S;.

S5 |1 3 2
id (12) (123)

X |1 1 1

Xae | 1 -1 1

> |2 0 1
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Observar que la representacion estandar de S; estd dada por las matrices:
010 0 01
®azy=|(1 0 0f, @uz=(1 00
0 01 010

y por lo tanto su caracter toma los valores:

id (12) (123)
Xest 3 1 O

Comparando con la tabla de caracteres de S3 observamos que Xest = Xp + Xid: Y por lo
tanto si P es la representacion trivial, la representacién estandar es equivalente a p @ 1.

Ejercicios

Ej. 62 — Generalizar la representacion 3.4.3 para conseguir una representacion irreducible
de grado n— 1 de §,,.
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