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1. Definiciones previas

Definicion. Sea C una categoria. Un objeto A € Obj(C) es:

a) inicial si para todo X € Obj(C) existe un tnico morfismo A — X,
b) final si para todo X € Obj(C) existe un dnico morfismo X — A,
c) cero si es inicial y final.

Observacion 1. Un objeto inicial en C es un objeto final en C°P. En particular un objeto cero
en C es también un objeto cero en C°P.

Proposicion 2. Sea C una categoria. Si existe un objeto inicial (final) en C entonces es tnico
a menos de isomorfismo. En particular si existe un objeto cero entonces es tinico a menos de
isomorfismo.
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Demostracién. Sean A, A’ € Obj(C) objetos iniciales en C.
Como A es inicial, existe un Gnico morfismo A a

Como A’ es inicial, existe un tinico morfismo A’ —£— A .

Por lo tanto gf € Hom¢(A, A) 3 ida: al ser A inicial debe ser entonces gf = ida.
Analogamente se prueba fg = ids, y por lo tanto f es un isomorfismo.

Esto prueba la unicidad a menos de isomorfismo del objeto inicial en cualquier categoria.
La unicidad del objeto final se deduce de la unicidad del objeto inicial en C°P. [

Notacién. Sea C una categoria. Si tiene un objeto inicial, notaremos a uno de ellos por (.
Si tiene un objeto final, notaremos a uno de ellos por 1. Si tiene un objeto cero, notaremos a
uno de ellos por 0.

La eleccién de la notacién se justifica en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3. 1. En Set, hay un Unico objeto inicial que es el conjunto vacio (. Los objetos
finales son exactamente los conjuntos unitarios {x}. En particular no hay objeto cero en
Set.

2. En Mon, los objetos iniciales y finales (y por lo tanto cero) son los monoides triviales
{e}. Por lo tanto también en Grp, Ab y R-Méd.

3. En Ring, los objetos finales son los anillos triviales. No son objetos iniciales pues el cero
debe ir al cero y el uno al uno. El anillo Z es el tnico objeto inicial.

4. En FId no hay objetos iniciales ni finales. En efecto, no hay morfismos entre cuerpos de
diferente caracteristica. Sin embargo, si nos restringimos a la subcategoria de cuerpos
de una caracteristica fija, entonces el cuerpo primo F, o Q es un objeto inicial, pero no
hay objeto final.

Observacion 4. Sea A un objeto de Set. Dar un elemento x € A es lo mismo que dar una
flecha x : 1 — A. Generalizando a una categoria C con un objeto final, un elemento global de
A es un morfismo 1 — A.

En ciertas categorias como Set o Top los elementos globales son suficientes para determinar
los morfismos, en el sentido que dos morfismos f,g : A — B son iguales si y sélo si para
cualquier elemento global x : 1 — A se tiene fx = gx.

Sin embargo, en otras categorias como Mon esto no es cierto, pues para un objeto A hay
un sélo elemento global 1 — A que corresponde al neutro de A, y por lo tanto cualquier par
de morfismos A — B coinciden en el elemento global.

Esto nos lleva a definir un elemento generalizado de un objeto A en una categoria C como
una flecha X — A para algin X € Obj(C).

Definicién. Sea C una categoria y f : A — B un morfismo en C. Decimos que es un
morfismo constante si vale lo mismo en todos los elementos generalizados, i.e. si para cualquier
X € Obj(C) y cualquier par de flechas g, h : X — Ase tiene fg = fh, i.e. el siguiente diagrama

conmuta:
X
||
A

_f.B



Dualmente, f es un morfismo coconstante si el siguiente diagrama conmuta para cualquier
par de flechas g, h: X — B:
X
Tl

Un morfismo cero es un morfismo constante y coconstante.

Una categoria con morfismos cero es una categoria C tal que existe una familia de morfismos
{Oxy : X — Y}x veobjc) que cumple Og xf = 0ax y fOx.a = Ox,g para todo morfismo
f: A— By todo objeto X en C, i.e. los siguientes diagramas conmutan:

0B, x Ox.A f
A ,B 2% Xx X—A—B
\_/
OA,X OX,B

Cuando no haya riesgo de confusiéon notaremos 0 en vez de Ox y.

Observacion 5. = La familia de morfismos en la definicién de categoria con morfismos cero
esta formada por morfismos cero. En efecto, los siguientes diagramas conmutan:

X X
Nl
g||h hlle
A—— B A——B
O0as 04,8

Pero ademas, los morfismos cero de una categoria con morfismos cero satisfacen una
condicién de compatibilidad.

= En una categoria con morfismos cero, la familia de morfismos cero es tnica. En efecto,
si {Ox,v}y {0% y} son dos familias de morfismos cero, entonces 0% g = 0, 5044 = 0a 5
para todo par de objetos A, B en C.

= Sea Set, la categoria de conjuntos punteados cuyos objetos son pares (A, a) donde A
es un conjunto y a € A, y cuyos morfismos (A, a) — (B, b) son funciones f : A — B
tales que f(a) = b. Es una categoria monoidal, con AQ B = AA B, donde A A B es el

. . AxB
prOdUCtO smash: AA B = m.

Entonces una categoria con morfismos cero es exactamente una categoria enriquecida
sobre Set,.

Proposicion 6. Sea C wuna categoria con objeto cero. La familia de morfismos
(X > 0-Y} X,veobj(c) convierte a C en una categoria con morfismos cero.

Demostracion. La prueba se lee en la conmutatividad de los siguientes diagramas:

0B,x Ox.A

A—f.B 0 X X 0 A B
\_/?
OA,X OX,B




Ejemplo 7. 1. En Set, los Gnicos morfismos cero son las funciones vacias & : & — X,
necesariamente con dominio ¢J, por lo tanto Set no es una categoria con morfismos
cero.

2. Sea M un monoide. Podemos verlo como una categoria con un sélo objeto, y una flecha
por cada elemento de M, siendo la composicién de flechas el producto del monoide.
Notaremos esta categoria por Cp. Reciprocamente, toda categoria con un sélo objeto
es un monoide.

Si M = G es un grupo, en la categoria C¢ todas las flechas son isomorfismos. Recipro-
camente, toda categoria con un sélo objeto y tal que todas sus flechas son isomorfismos
es un grupo.

En particular, si R es un anillo es un grupo abeliano, y notaremos Cr a la categoria
recién descrita.

Si R no es el anillo trivial, Cg no tiene objetos iniciales ni finales, y por lo tanto no
tiene objeto cero. Sin embargo tiene un morfismo cero: el neutro para la suma, y este
morfismo cero convierte trivialmente a Cg en una categoria con morfismos cero.

Definicién. Sea C una categoria con morfismos cero. El nicleo de un morfismo f : A — B
en C es, si existe, el igualador de f con 04 5.

Es decir, es un par (Ker f,ker f), donde ker f : Kerf — A, que satisface
f(ker f) = 0ap(ker f) y es universal respecto de esta propiedad, es decir, todo morfismo
g : X — Aen C que también satisface fg = 04 sg se factoriza de manera Unica a través de
Ker f. En otras palabras, existe una Gnica u: X — Ker f tal que (ker f)u = g, i.e. tal que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Ker fMA:f; B
- O0as

X

g

El condcleo de f es, si existe, el nicleo de f°P en C°P. Mas explicitamente, es el coigualador
de f con Oap.

Es decir, es un par (Coker f,coker f), donde coker f : B — Coker f que satisface
(coker f)f = coker f0a 5 y es universal respecto de esta propiedad, es decir, todo morfis-
mo g : B — X que también satisface gf = g04 g se factoriza de manera Unica a través de
Coker f. En otras palabras, existe una tnica u : Coker f — X que hace conmutar el siguiente
diagrama:

0a,B

A:fiBMCokgr f

u
g :

v

X

Decimos que una categoria C con morfismos cero tiene niicleos (resp. coniicleos) si para
todo morfismo f : A — B en C existe el niicleo (resp. contcleo) de f.

Observacion 8. Como los igualadores y los coigualadores son (inicos a menos de isomorfismo,
entonces los nicleos y los conticleos también.



Proposicion 9. Sea C una categoria con morfismos cero. Entonces el nicleo de 0o : A — B
es (A,ida) (a menos de isomorfismo). Dualmente, su conicleo es (B,idg) (a menos de
isomorfismo).

Demostracion. La prueba es el siguiente diagrama de ntcleo:

ida (Y
A— A—=B
* / 0as

fi
e
X

[]

Ejemplo 10. R-Méd tiene nicleos. Para ver esto, veamos mas en general que tiene igualadores
y coigualadores. Demostremos que el igualador de f, g : A — B es el conjunto K := {x € A:
f(x) = g(x)}, junto con t: K — A la inclusién.

Obviamente fu = gt. Veamos que es universal respecto de esta propiedad. Sea m: X — A
tal que fm = gm. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K—L>A;;§B

i

Tenemos que f(m(x)) = g(m(x)) para todo x € X, por lo tanto m(x) € K para todo
x € X. Podemos restringir entonces el codominio de m a K, formando m : X — K. Esta m
es tal que um = m, y es la Gnica que cumple esto ya que L es una inclusion.

Por lo tanto K es el igualador de f y g; es el nicleo algebraico Ker (f — g).

Poniendo g = 04,5, encontramos que en R-Méd el nicleo categérico de f coincide con
el nicleo algebraico de f. Por lo tanto esto es cierto también en Ab.

Sin embargo, en Ring la nocién de nicleo algebraico y nicleo categérico divergen. En
el sentido categoérico los ncleos ni siquiera estan definidos pues la categoria de anillos no
tiene morfismos cero, sin embargo tenemos una nocién familiar de nicleo algebraico de un
homomorfismo de anillos. Llevar esta nocién a lenguaje categérico es mas complicado, y no
lo haremos aqui.

X

Ejercicio 11. Mostrar que R-Méd tiene conlcleos viendo que el igualador de f, g : A — B

morfismos de R-médulos es —2— .
Im (f—g)

Proposicion 12. Sea C una categoria con morfismos cero y f : A — B un morfismo en C. Si
existe el nicleo de f, entonces ker f es un monomorfismo; si existe el contcleo de f, entonces
coker f es un epimorfismo.

Demostracion. Como el conlicleo de f es el nicleo de f°P en C°P y la nocién dual de mono-
morfismo es epimorfismo, basta demostrar que el niicleo es un monomorfismo.

Sean g, h tales que X%& Ker f X, A conmuta, i.e. (ker f)g = (ker f)h. Tenemos
que probar que g = h.



f
Como Ker fMAOI;B conmuta, se tiene que (ker f)g hace conmutar
AB
(ker f)g f . . , . ;o
X —FA—=B, por lo tanto por la propiedad universal del nicleo, existe una unica

0a8
u: X — Ker f que hace conmutar el siguiente diagrama:

04,8

Ker fﬂAi&B

X

(ker f)g

Pero tanto g como h hacen conmutar el diagrama en el lugar de u, por lo tanto son iguales. [

2. Categorias preaditivas

Definicion. Decimos que una categoria C es preaditiva, o una Ab-categoria, si:
1) Hom¢(A, B) es un grupo abeliano para todo A, B € Obj(C),
11) La composicién de morfismos en C,
Hom¢(A, B) x Hom¢(B, C) — Hom¢ (A, C), (f,g)+— gf
es biaditiva para todo A, B, C € Obj(C), i.e.
(g+8)f =gf +g'f,  g(f+f)=gf+gf
para todo f, " € Hom¢(A, B), g, g’ € Hom¢(B, C).

Observacion 13. = Una categoria preaditiva es una categoria enriquecida sobre la categoria
monoidal Ab. Es decir, sus hom-sets tienen una estructura de grupo abeliano que se
comporta bien con la composicién.

= En una categoria preaditiva, se tiene que para cualquier objeto A, el conjunto de endo-
morfismos de A, Hom¢(A, A) es un anillo con la composicién como producto.

Reciprocamente, cualquier anillo es el conjunto de endomorfismos de un objeto de alguna
categoria preaditiva. En efecto, sea R un anillo. Entonces claramente Cg es una categoria
preaditiva, y el conjunto de endomorfismos de su (nico objeto es R.

De esta manera, es lo mismo dar un anillo que dar una categoria preaditiva con un sélo
objeto. Esto nos da una definicion puramente categérica de un anillo: una categoria
preaditiva con un sélo objeto. A su vez esto nos permite ver a las categorias preaditivas
con mas de un objeto como generalizaciones de los anillos.

Proposicion 14. Toda categoria preaditiva C tiene morfismos cero, dados por los neutros de
los grupos abelianos Hom¢(X, Y) para X, Y € Obj(C).



Demostracion. En efecto, si Ox,y es el neutro del grupo abeliano Hom¢ (X, Y) para X, Y €
Obj(C), entonces, dado un morfismo f : A — B en Cy X € Obj(C):

Ogxf = (0gx +0gx)f =0pxf + 0gxf = 0gxf =04ax

restando de ambos lados. Andlogamente fOx 4 = Ox . Por lo tanto {Ox v }x,veobjc) €S una
familia de morfismos cero para C. O]

Ejemplo 15. = Las categorias Ab y R-Méd son preaditivas.

= La categoria Grp no es preaditiva, pues la suma f + g de homomorfismos de grupos no
es en general un homomorfismo de grupos.

= Como ya vimos en la observacién anterior, si R es un anillo entonces Cg es una categoria
preaditiva. Este es un ejemplo de una categoria preaditiva sin objeto cero.

Proposicion 16. Sea C una categoria preaditiva, A € Obj(C). Son equivalentes:
1) A es inicial,

11) A es final,

111) A es cero,

V) idga =0a4:A— A
V) el grupo abeliano Hom¢ (A, A) es trivial.

Demostracion. Ejercicio sencillo para el lector. n

2.1. Functores aditivos, representaciones y modulos

Definicién. Sean C, D categorias preaditivas. Un functor F : C — D es aditivo si a nivel de
flechas es un morfismo de grupos abelianos, i.e. si

F : Hom¢(A, B) — Homp(F(A), F(B))
cumple F(f + g) = F(f) + F(g) para todo f, g € Hom¢(A, B).

Observacion 17. 1. La composicién de functores aditivos es un functor aditivo, y el functor
identidad es aditivo. Por lo tanto tenemos una subcategoria de Cat cuyos objetos son
las categorias pequenas preaditivas y cuyos morfismos son los functores aditivos.

2. Si C es una categoria pequeiia y D es una categoria preaditiva, entonces la categoria de
functores Fun(C, D) es preaditiva, con la suma de transformaciones naturales punto a
punto.

3. Si C y D son categorias preaditivas, con C pequeiia, entonces la categoria de functores
aditivos Add(C, D) es una categoria preaditiva (es una subcategoria de Fun(C, D)).

Ejemplo 18. Si Ry S son anillos, un homomorfismo de anillos R — S se corresponde con un
functor aditivo F : Cr — Cs.



A continuacién damos una definicion categorica de una representacion, y veremos como
se corresponde con las representaciones algebraicas conocidas.

Definicion. Sean C, D categorias. Una D-representacion de C es un functor C — D.
Ejemplo 19. Sea G un grupo y tomemos C = C¢. Notemos * al Unico objeto de Cg.

1. Si D = Set, entonces un functor F : Cc — Set es una representacidén por permutaciones
de G, i.e. un homomorfismo de grupos p : G — Sym(X). En otras palabras, una accién
de G en X. Explicitamente, V = F(x) y p es F a nivel de flechas.

2. Si D = Vect,, entonces un functor F : C; — Vect, es una representacion lineal de G,
i.e. un homomorfismo de grupos p : G — GL(V), igual que antes. En otras palabras,
una accion lineal de G en V.

Ahora damos una definicién categérica de un médulo, y veremos como es una generalizacidn
de los méddulos sobre un anillo.

Definicion. Sea C una categoria preaditiva. La categoria de médulos de C es Méd(C) =
Add(C, Ab).

Ejemplo 20. Sea R un anillo y tomemos C = Cg. De nuevo, notemos * al inico objeto de Cg.
Un R-médulo es un functor aditivo F : Ck — Ab. En efecto, recordemos que un R-médulo
M es un grupo abeliano M con un homomorfismo de anillos p : R — End(G).
Por lo tanto, tenemos R-Méd = Add(Cr, Ab) = Méd(Cr) (isomorfismo de categorias).

2.2. Biproductos

Definicién. Sea C una categoria preaditiva y A, B € Obj(C). Un biproducto de Ay B es una
quintupla (C, 7, Ttg, ta, tg), donde C € Obj(C) y 74, Ttg, La, Lg son flechas:

A g
A== C=S8B (1)
LA B
tales que:
Ttalpg = idA, gl = IdB (2)
LATTA + LgTlg = idC (3)
Observacién 21. » En el contexto de la definicién anterior, se tiene:
Ttalg = 0ga,  Tigla = 0ap (4)
En efecto:
ida idg

. — 1 | pa—
Tlalg = ’7'[Ald(_"LB = 7TA<LA7TA + LBTCB)LB = Ttala TTalg + TTalg TTglg = Ttalg + TTalp

Restando de ambos lados se obtiene malg = Op 4. Andlogamente se obtiene mgLa =
OaB.



» Si (C, 74, 7, ta, tg) €s un biproducto de Ay B en C, entonces se verifica automatica-
mente que (C, ta, Lg, T4, Ttg) es un biproducto de Ay B en C°P.

= Andlogamente, si C es una categoria preaditiva podemos definir el biproducto de una
familia finita {A;, ..., A,} < Obj(C) como una (2n + 1)-upla (C,7ty, ..., 70 4, .., Ly)
donde 7; : C — A, i; : A; — C y tal que mt; = ida, y D, 4T = idc para todo
i=1,...,n.

Proposicion 22. Sea C una categoria preaditiva, A, B € Obj(C) y (C,ma, Tig, ta, tg) un
biproducto de A y B. Entonces (C,Tta, tg) es un producto de Ay B y (C,ta,g) €s un
coproducto de A y B.

En particular, si existe el biproducto de A y B entonces: es tinico a menos de isomorfismo,
y todo producto y coproducto de A y B son isomorfos.

Demostracién. Verifiquemos que (C, 74, tg) es un producto de Ay B. Sea X € Obj(C) y
sean f : X — A, g : X — B. Tenemos que verificar que existe una tnica v : X — C que hace
conmutar el siguiente diagrama:

Supongamos que existe u que hace conmutar el diagrama. Entonces mau = f, igu = g.
Componiendo con 4 y con tg y sumando obtenemos:

LATTAU + LgTIgU = LAf + g

idc

Por lo tanto (ta7ta + tgTg) u = u = taf + Lgg entonces si u existe, es Unica. Ademas
taf + tgg efectivamente hace conmutar el diagrama:

ida 0B.A
7TA(LAf + LBg) = Tlala f+ Al 8§ = f

y andlogamente 7ig(taf + tgg) = g.

Tenemos que (C, La, tg, Tta, Ttg) €s un biproducto de Ay B en C°P. Entonces por lo recién
probado (C, ta, tg) es un producto de Ay B en C°P, por lo tanto es un coproducto de Ay B
en C. O

Observacion 23. = Verificar que un objeto es el (co)producto de otros dos requiere verificar
una condicién sobre muchas flechas: ser un (co)producto es algo externo a priori. En una
categoria preaditiva, podemos verificar una condicién interna, la de ser un biproducto.

= En general, se puede definir el biproducto de A y B objetos de una categoria con
morfismos cero. Es una quintupla como en (1) que satisface (2), (4) y tal que (C, 74, 1)
es un producto de Ay By (C, ta, tg) es un coproducto de Ay B.

Se obtiene que ambas definiciones son equivalentes para una categoria preaditiva, i.e.
en una categoria preaditiva (3) es equivalente con (2) + (4) + biproducto es producto
y coproducto.!

1Como ademas la nocién de biproducto por lo general se utiliza en categorias preaditivas, parece sensato
optar por la definicién mas econdmica de biproducto, si bien es menos general.



Proposicion 24. Sea C una categoria preaditiva, A, B € Obj(C). Son equivalentes:
1. Existe un producto de A y B,
2. Existe un coproducto de A y B,
3. Existe un biproducto de A y B.

Ademas, en este caso los objetos producto, coproducto y biproducto son isomorfos.

Demostracion. La proposicién anterior nos dice que 3 = 1,2. Bastaverque 1 =3y 2 = 3.

(1 = 3) Sea (A x B, ma, mg) el producto de Ay B. Tenemos entonces que para todo
objeto X y flechas f : X — A, g : X — B existe una unica u : X — A x B tal que el siguiente
diagrama conmuta:

TlA

A

>
X

Tomemos X = A, f =ida,g = 0agy X = B,f = 0ga, g = idg, de tal manera que
existen Unicos L4, g que hacen conmutar los siguientes diagramas:

TTA B A B
A——Ax B——B A——Ax B——B
LA% LB%
ida 0aB 0B A idg
A B

Veamos que (A x B, T, g, ta, Lg) €s un biproducto de Ay B.
Lo Gnico que hay que verificar es que @ := L4Tta + LgTig = idaxg. @ hace conmutar el
siguiente diagrama:

En efecto,
ida 0B,A

TAQ = 7TA(LA7TA + LBTEB) = TlAlA TTa + TTAlg TTg = T4

y se verifica g = T de manera analoga.
Como también id4x g hace conmutar el diagrama, la propiedad universal del producto nos

da que @ = idaxs.
(2 = 3) Un coproducto en C es un producto en C°. Por 1 = 3 tenemos entonces que

existe un biproducto (C, 7ta, 7ig, ta, tg) de Ay B en C°P. Entonces (C, 4, Lg, T4, Ttg) €S un
biproducto de Ay B en C. O

10



3. Categorias aditivas

Definicion. Una categoria C es aditiva si:
1) es preaditiva,
I1) tiene un objeto cero,
111) tiene biproductos binarios, i.e. para cada par de objetos A, B en C existe su biproducto.

Observacion 25. = La proposicién 24 nos dice que en la condicién I11) es equivalente poner
que C tenga productos binarios, o coproductos binarios.

= Las condiciones II) y 1) son equivalentes a II'): C tiene biproductos finitos. En efecto,
un objeto final (resp. inicial) es el producto (resp. coproducto) de (J objetos.

Proposicion 26. Sea C una categoria aditiva, f : A — B un morfismo en C. Entonces f es
un monomorfismo si y sélo si tiene nicleo y es cero. Dualmente, f es un epimorfismo si y sélo
si tiene conticleo y es cero.

Demostracion. Sea f : A — B un monomorfismo. Veamos que 0 con Og 4 es un nicleo para
f. Se tiene que fO0pa = 0g s = 0ap0pa. Sea g : X — A tal que fg = 045g. Entonces
fg = Oxg = fOxa, luego g = Ox a pues f es mono. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

024 4~ B
0a B
e

X

Existe un Gnico mapa X — 0, y éste hace conmutar el diagrama.

Reciprocamente, sea f : A — B un morfismo tal que (0, 0g 4) es su nicleo. Sean g, h :
X — A tales que fg = fh. Se tiene que g — h: X — A es tal que:

f(g—h)ng—thOX’BZOAvB(g—h)

por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

O&A:f; B
0aB
s
X

Como (0,09.4) es un niicleo para f, se tiene que existe una Unica flecha X — 0 que hace
conmutar el diagrama. La unica flecha posible es Ox g, de donde

8 —h=0040x0=0xa=g=nh
concluyendo que f es un monomorfismo. O]

Observacion 27. Un functor entre categorias aditivas es aditivo si y sélo si preserva biproductos
(ver [7], pagina 193).

11



4.

Categorias abelianas

Definicion. Una categoria C es abeliana si es una categoria aditiva que ademas satisface:

1) todo morfismo en C tiene un niicleo y un conlicleo,

11) todo monomorfismo es un niicleo y todo epimorfismo es un conticleo.

Si una categoria aditiva satisface solo 1), se dice que es preabeliana.

La condicién 1) se expresa también como: todos los monomorfismos y epimorfismos son

normales.?

Observacion 28. = En una categoria preabeliana, al tener la existencia de (co)nicleos

garantizada, para verificar que un morfismo f : A — B es un monomorfismo, basta
verificar que fx = 0 = x = 0 para cualquier x : X — A.

Dualmente, para verificar que es un epimorfismo, basta verificar que yf = 0=y =0
para cualquier y : B — Y.

= |a nocién dual de “categoria abeliana” es “categoria abeliana”

Ejemplo 29. = Las categorias Ab y R-Méd son abelianas. En efecto, si i : N — M es

mono, entonces i = ker (M—»M/N); si e : M — Q es epi, entonces

e = coker ( ker e—— M ).

La categoria de grupos abelianos finitamente generados es abeliana. La de grupos
abelianos finitos también.

Si R es un anillo noetheriano a izquierda, la categoria de R-médulos a izquierda finita-
mente generados es abeliana.

Un ejemplo sencillo de una categoria que no cumple Il), y ademas ilustra la terminologia,
es Grp. En efecto, toda inclusién 1 : H — G de un subgrupo en un grupo es un
monomorfismo de grupos, sin embargo es equivalente ser el nicleo de un morfismo a
que H sea un subgrupo normal de G.

Una categoria aditiva que no es abeliana es la de los médulos libres sobre un anillo R: le
faltan ntcleos. Un submédulo de un médulo libre no tiene por qué ser libre. j Qué pasa
si R es un dominio de ideales principales?

La categoria Ban de espacios de Banach con morfismos los operadores acotados es
preabeliana, donde si f : X — Y es un morfismo entonces ker f = f~1({0}) y coker f =
Y /Im f. Tenemos que clausurar la imagen de tal manera que estemos cocientando por
un subespacio cerrado, y el resultado nos quede completo. En el fondo, lo que sucede
es que los “subobjetos” en esta categoria son los subespacios cerrados, y las imagenes
(en el sentido usual) no tienen por qué serlo. En el ejemplo 39 veremos que Ban no es
abeliana.

2Decimos que un monomorfismo (epimorfismo) es regular si es un igualador (coigualador), y que es normal

si es un nicleo (conicleo).
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Ejercicio 30. a) Sean C, D categorias abelianas. Si C es pequefia, entonces la categoria de
functores Fun(C, D) es abeliana.

b) Sean C, D categorias, con C pequefia y aditiva y D abeliana. Entonces Add(C, D) es
abeliana.

Definicion. Sea C una categoria preabeliana, f : A — B un morfismo en C. Definimos su
imagen como el nicleo del condcleo:

im f Im f

ker (coker f) : Ker (coker f) — B

y su coimagen como el conficleo del ntcleo:?

coim f Coim f

coker (ker ) : A — Coker (ker f)

Observacion 31. La motivacién viene de R-Mad (por ejemplo). Sea f : A — B, e | la
imagen en el sentido usual. Tenemos coker f : B — %: su ntcleo es [—— B, por lo tanto

Im f = Ker (coker f) =/, y el mapa es la inclusién.

A

Analogamente, la coimagen es A— .
ker f

Observacion 32. Sea C una categoria preabelianay f : A — B un morfismo en C. Construyamos
una Unica f que encaje en el siguiente diagrama conmutativo:

Ker fr—<f AT, Bl Coker f (5)

coim f im f

Coim f...% ,,,,,, olm f

Como (Im f,im f) es el niicleo de coker f y f : A — B es otra flecha tal que (coker f)f =
0, por la propiedad universal del nicleo existe una unica f:A>Im f tal que (im f)F =f.

A su vez, como (Coim f,coim f) es un contcleo y f: A —im f es otra flecha tal que
f(ker f) = 0, entonces existe una tnica f : Coim f — Im f tal que f(coim f) = f.

En conclusién, existe una dnica f : Coim f — Im f tal que el diagrama anterior conmuta.

Proposicion 33. Sea C una categoria abeliana, y f : A — B un morfismo en C. Si f es un
monomorfismo y un epimorfismo, entonces es un isomorfismo. *

Demostracion. Como f es un monomorfismo, existe g : B — X tal que f = ker g. Entonces
gf = g(ker g) = 0 = 0f: como f es epimorfismo, esto implica g = 0g x. Pero entonces
f = ker g = ker 0g x = idg (proposicién 9) a menos de isomorfismo. Como una identidad es
un isomorfismo, f lo es también. O

Veamos ahora que todo monomorfismo es el niicleo de su condcleo, y que todo epimorfismo
es el condcleo de su nicleo:

3Existen definiciones més generales de imagen y coimagen que no dependen de la existencia de niicleos y
conlcleos, a través de subobjetos y objetos cociente.
4Una categoria en la que mono-epi implica iso se dice balanceada.
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Proposicion 34. Sea C una categoria abeliana, f : A — B un morfismo en C. Si f
es un monomorfismo, entonces (im f,Im f) = (f, A), y si f es un epimorfismo, entonces
(coim f, Coim f) = (f, B) (a menos de isomorfismo).

Demostracién. Probemos que si e : B — C es un epimorfismo, entonces coker (ker e) = e.
Dualmente se concluye que si m: A — B es un monomorfismo entonces ker (coker m) = m.

Queremos verificar que e = coker (ker e). Observemos primero que se tiene e(ker ) = 0.
Sea y : B — Y tal que y(ker e) = 0, queremos ver que existe una unica y’ : C — Y que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Ker e%B—e»C

YONCY

Y

Como e es epimorfismo, existe f : A — B tal que e = coker f. Esta f cumple entonces
ef = (coker f)f = 0, por lo tanto por la propiedad universal del nicleo, existe una dnica
f" . A — Ker e que hace conmutar el siguiente diagrama:

Ker eﬂB%&C
f
A

Tenemos que 0 = y(ker e), entonces 0 = y(ker e)f’ = yf. Como e = coker f, por la
propiedad universal del conlcleo, existe una (nica y’ como queremos:

A:;;B—e»c

\ §y’
YN

Y

El diagrama conmutativo que resume la demostracién es el siguiente:

A f B e C

f! /( %ﬁ \ L yl

Ker e0—>Y

]

Observacion 35. La proposicion anterior no vale siempre. Por ejemplo, en Mon, la inclusién
Z: — Q@ es un monomorfismo y un epimorfismo, pero no es un isomorfismo.

Observacién 36. En el teorema siguiente usaremos la siguiente propiedad facil de verificar de
los monomorfismos y epimorfismos, que nos parece conveniente recordar:

= Si fg es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

= Si fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.
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Las categorias abelianas fueron introducidas por Buchsbaum (1955) y Grothendieck (1957),
en [2] y [6] respectivamente. Ambos le piden a una categoria preabeliana una condicién diferente
para que sea abeliana: el siguiente teorema muestra que esa condicién es equivalente a la
definiciéon que hemos dado, que es debida a Freyd ([4]).

Teorema 37. Sea C una categoria preabeliana. Entonces C es abeliana si y sélo si para todo
morfismo f : A — B en C el morfismo f : Coim f — Im f de la observacion 32 es un
isomorfismo.

Demostracién. (<) Supongamos que f es un isomorfismo. Sea f : A — B un monomorfismo
en C: veamos que es un niicleo.

Como f es un monomorfismo, (Ker f, ker f) = (0,094). Por lo tanto
Coim f = Coker (ker f) = Coker Og o = A

por la proposicién 9. Por lo tanto, tenemos A = Coim f ~ Im f = Ker (coker f), de donde A
es un ntcleo. Dualmente se consigue que todo epimorfismo es un conicleo.

(=) Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A—" B

coim f im f

Coim f—?>|m f

Para probar que f es un isomorfismo, probaremos que es mono y epi. A este fin, probaremos
que (im f)f es mono, y por lo tanto f es mono; y que f(coim f) es epi, luego f es epi.

Sea i = (im f)f. Probemos entonces que i es un monomorfismo.

Para ver esto, sea x : X — Coim f tal que ix = 0. Probemos que x = 0. Por la propiedad
universal del conlcleo aplicada a x, tenemos que existe una Unica j que hace conmutar el
siguiente diagrama:

X %& Coim fokery Coker x

J

B

Como coker x y coimf son ambos epimorfismos, entonces su composicidn
@ = (coker x)(coim f) también lo es. Por lo tanto existe un h: H — A tal que hg = coker h.
Veamos que existe un Gnico h' tal que h = (ker f)H', haciendo conmutar el siguiente diagrama:

i

H

Ker F+ A f B
ker f

Coim f ———» Coker x
coker x
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En efecto, fh = i(coim f)h = j(coker x)(coim f)h = joh = j(coker h)h = 0, por lo
tanto por la propiedad universal del nicleo aplicada a f existe una dnica A tal que el siguiente
diagrama conmuta:

Ker 05 A== B

2

H

Ahora tenemos (coim f)h = (coim f)(ker f)h" = (coker (ker f))(ker f)h' = 0. Por la

propiedad universal del condicleo aplicada a h y como ¢ = coker h, existe una unica ¢’ tal
que el siguiente diagrama conmuta:

h

H =% A—» Coker x
coim f vcp’
Coim

Por lo tanto coim f = @'¢@ = @’(coker x)(coim f). Como coim f es epimorfismo, esta
igualdad implica que @’coker x = idcoim £, que es un monomorfismo, por lo tanto coker x es
un monomorfismo. Ademés coker x cumple (coker x)x = 0 = (coker x)0, por lo tanto x = 0,
concluyendo que i es un monomorfismo.

Dualmente, concluimos que ?(coim f) es un epimorfismo, terminando la demostracién. [

Observacion 38. En R-Méd, que la coimagen sea isomorfa a la imagen es decir que dado

un morfismo f : A — B se tiene % ~ Im f: el primer teorema de isomorfismo. Podemos
pensar entonces la proposicién anterior como “una categoria preabeliana es abeliana si y sélo

si cumple el primer teorema de isomorfismo”.

Ejemplo 39. La categoria Ban, que ya vimos que es preabeliana, no es abeliana. Sea f : X — Y
un operador acotado e inyectivo cuya imagen (en el sentido usual conjuntista) es un subconjunto
denso y propio de Y. En este caso, Ker f = Coker f = 0, de donde Im f ~ Y y Coim f ~ X,
de donde la coimagen y la imagen no son isomorfas.

Corolario 40. En una categoria abeliana cualquier morfismo f : A — B se descompone como
f = me donde e es un epimorfismo y m es un monomorfismo.

Demostracién. Tomar m = im f y e = f(coim f). ]

Proposicion 41. La descomposicion de un morfismo f : A — B en una categoria abeliana
como un epimorfismo seguido de un monomorfismo es candnica, en el siguiente sentido. Sean
e: A— | epiym: | — B mono tales que f = me. Entonces existe un isomorfismo
i: 1 — Im f que hace conmutar el siguiente diagrama:




Demostracion. Tenemos que m es otro mapa ademas de im f que va a parar a B. Verifiquemos
que (coker f)m = 0. En efecto, 0e = 0 = (coker f)f = (coker f)me. Como e es epi, esto
implica que (coker f)m = 0. Por lo tanto, por la propiedad universal del nicleo aplicada a
coker f, existe una Gnica i que hace conmutar el siguiente diagrama:

coker f

Im f>im—f>B—T*§Coker f

}

m

Tenemos que m = (im f)i es mono, por lo tanto i es mono.

Por otro lado, e es otro mapa ademas de coim f que sale de A. Verifiquemos que
e(ker f) = 0. En efecto, m0 = 0 = f(ker f) = me(ker f). Como m es mono, esto implica que
e(ker f) = 0. Por lo tanto, por la propiedad universal del conlcleo aplicada a ker f, existe
una Unica j que hace conmutar el siguiente diagrama:

ker f coim f

Ker f?A—»Coi:m f

J

~

/

e

Veamos que ij = f. Para ver esto, recordemos que f es el Ginico mapa que hace conmutar
el diagrama 5. Verifiquemos entonces que ij hace conmutar el siguiente diagrama:

A—f B

coim fl Iim f

Coim fT>|m f

e m

En efecto, (im i)i'j(coim f)lzl(im f)i'e = me = f.
Entonces ij = f que es epi, de donde i es epi, y ya habiamos visto que era mono, por
lo tanto es un isomorfismo. Ademds, como e = j(coim f) entonces ie = ij(coim f); y ya

sabemos que m = (im f)i, por lo tanto / hace conmutar el diagrama original. O

5. En la arcada del algebra homoldgica

Definicién. Sea C una categoria abeliana. Un diagrama A—LB—£,C en C es exacto
en B cuando (im f,Im f) = (ker g, Ker g) a menos de isomorfismo. El diagrama siguiente:

0—A- "B 2.Cc——0

€s una sucesion exacta corta si es exacto en A, B 'y C, o equivalentemente, si f es mono, g
es epi, e im f = ker g a menos de isomorfismo.
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Observacion 42. Hemos visto es que cualquier flecha f : A — B se puede descomponer en
dos sucesiones exactas cortas:

0 Ker f X f, AL Coim F—— 0

0 Im £ M7, peoker f Coker f —— 0

En R-Méd, por ejemplo, se traducen en las siguientes sucesiones exactas cortas con las
inclusiones y proyecciones canénicas:

0——Ker f A o 0
0——Imf B = 0

Estamos ahora en la arcada del algebra homoldgica. En el contexto de categorias abelianas
se pueden probar teoremas como el lema de los cinco, el lema de los nueve, el lema de la
serpiente... Para dar un ejemplo fundamental, problemos el llamado splitting lemma:

Lema 43 (de escisién). Sea 0 AL.BEf.C 0 una sucesion exacta corta en
una categoria abeliana C. Son equivalentes:

1. existe una seccion de g, i.e. un morfismo s : C — B tal que gs = id¢,
2. existe una retraccion de f, i.e. un morfismo r : B — A tal que rf = idp,

3. existens: C— Byr:B— Atales que (B,r,g,f,s) es un biproducto de Ay C.
Si se cumplen las condiciones anteriores decimos que la sucesion exacta corta se escinde.

Demostracién. El enunciado 2) es el enunciado 1) en C°P que también es abeliana. Por lo
tanto basta ver que 1) < 3), pues entonces 2) <> 3) pasando a la categoria opuesta.
Que 3) implica 1) es obvio. Veamos que 1) implica 3).

Ya tenemos una s : C — B tal que gs = id¢. Tenemos que construir una r : B — A que
cumpla rf =ida y tal que fr+sg = idg, i.e. tal que fr = idg — sg. Pero idg — sg es tal que
idc
g(idg —sg) = gidg —gs’'g =g —g =0
por lo tanto existe una Gnica r : B — A que hace conmutar el siguiente diagrama de nicleo:

f=ker g g
—F

A B—C

* 0
H idg—sg

B

Tenemos entonces r : B — A tal que fr =idg —sg = fr + sg = idg. Falta verificar que
rf =ida:
0

frf = (idg —sg)f = f —sgf = f — sgker g = f = fida

Como f es mono, esto implica rf = id4. O]
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Observacion 44. Grp no es abeliana, pero al tener nicleos y conlcleos tenemos una nocién
de sucesion exacta. Pero no se cumple la equivalencia de la proposicién anterior: el enunciado
1) es equivalente a que B ~ A x C de manera natural, pero el enunciado 2) es equivalente a
que B ~ A x C (producto semidirecto) de manera natural.

En R-Mad estos teoremas homolégicos se pueden probar sencillamente cazando diagramas.
En una categoria abeliana abstracta, como no tenemos elementos, a priori no tiene sentido
cazar diagramas. Se le puede dar un sentido: esto es lo que hace Mac Lane en [7], p.200, y
Borceux en [1], p.34, y probar los teoremas en este contexto general. O si no, podemos usar
un teorema conocido como teorema de Freyd-Mitchell. Vamos a enunciarlo.

Definicién. Sea F : C — D un functor entre categorias abelianas. Decimos que es exacto
si es aditivo y preserva sucesiones exactas cortas. Es decir, si es aditivo y para toda sucesién
exacta corta

se tiene que

—ELF(C)——0
es una sucesién exacta corta. >

Teorema 45 (Freyd-Mitchell, 1964). Sea C una categoria abeliana pequefia. Entonces existe
un anillo R y un functor fiel, pleno y exacto F : C — R-Méd. De hecho, se puede tomar
R =7, i.e. R-Mod = Ab.

Demostracion. Ver [9], p.151, [4], p.140, o [1], p.71. O

De esta manera recuperamos los teoremas “categéricos” de R-Méd en C. La afirmacién
de “pequena” no es problema, porque un diagrama por definicién es pequeno, por lo tanto
basta restringirse a la subcategoria abeliana que incumbe al teorema dado.

Mas formalmente, una afirmacién acerca de un diagrama en una categoria abeliana se dice
categorica si afirma que:

= ciertas partes del diagrama son o no conmutativas,
= ciertas sucesiones en el diagrama son o no exactas,
= ciertas partes del diagrama son o no limites o colimites.

Metateorema. Sea C una categoria abeliana (no necesariamente pequefia) y R-Méd como
en el teorema de Freyd-Mitchell. Entonces:

1. Sea una afirmacién de la forma p = q, con p y q afirmaciones categéricas sobre un
diagrama. Si la afirmacion es cierta para el diagrama en R-M@éd, entonces es cierta para
el diagrama en C.

En general, se define functor exacto entre categorias arbitrarias como un functor que preserva (co)limites
finitos.
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11. Sea una afirmacion de la forma p = q, con p afirmacién categdrica sobre un diagrama y q
afirmacion sobre la existencia de morfismos adicionales entre ciertos objetos del diagrama,
y sobre la verdad de cierta afirmacién categdrica del diagrama extendido.

Si esta afirmacion puede ser probada en R-Maod construyendo los morfismos adicionales
cazando el diagrama, entonces p = q es verdadera en C.

Demostracion. Ver [9], p.97, o [4], capitulo 4. O
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