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Estas notas estan inspiradas en los cursos 2011-2012 de Introduccion a la geometria
diferencial, dictados por el Prof. Miguel Paternain.

La primera parte es continuacion directa de mis notas de Calculo III. De esta forma,
variedad significara subvariedad diferenciable de R” sin borde, diferenciable significara de
clase C*, etc.

En la segunda parte se redefiniran estos conceptos para trabajar entonces con varieda-
des abstractas.

He optado por relegar ciertas partes del curso que no son tan centrales, pero cuyos
resultados se precisan (en el caso de la primera parte) o son importantes ejemplos (en el
caso de la segunda parte), a apéndices. Sugiero leer la primera parte en orden, remitiéndose
a los apéndices cuando sus resultados sean citados.
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Parte I

Topologia diferencial y el teorema de
Gauss-Bonnet



Capitulo 1

Valores regulares

Recordemos algunas definiciones.

Definicion 1.0.1. Sean M y N variedades y f : M — N un mapa diferenciable. Un punto
x € M se dice punto regularde f sidf : T.M — T; N es sobreyectivo. En caso contrario
se dice que x es un punto critico de f .

Un punto y € N es un valor regular de f si f~'(y) no contiene puntos criticos. En caso
contrario se dice que y es un valor critico de f .

Ejemplo 1.0.2. Sea f : R” — R un mapa diferenciable, x € R”. Entonces d f_(v) = Vf(x)-v,
y por lo tanto x es un punto critico si y sélo si Vf(x)=0.

Observacion 1.0.3. = Siy € N\ f(M), entonces y es un valor regular de f.

» Si C C M es el conjunto de puntos criticos de f, entonces el conjunto de valores
criticos de f es el conjunto f(C) C N, y su complemento es el conjunto de valores
regulares de f.

» Si M y N tienen la misma dimension y x € M, entonces por el teorema de las
dimensiones x es un punto regular si y solo si df, es un isomorfismo lineal. En
particular, en este caso se aplica el teorema de la funcion inversa en los puntos
regulares.

» SidimM < dim N, entonces todos los puntos de M son puntos criticos de f.

Observacion 1.0.4. Sean M una m-variedad, N una n-variedad y sea f : M — N una funcion
diferenciable. El conjunto R de puntos regulares de / : M — N es abierto en M. En efecto,
si m < n esto es obvio pues R =0 por el Gltimo item de la observacion anterior.

Supongamos entonces 7 > 7. Dado x € M, el diferencial df, : T.M — T}, )N puede
representarse como una matriz 7 X m. El punto x es regular si y solo si existe una submatriz
n X n con determinante no nulo, por algebra lineal. Por continuidad del determinante y
de las derivadas parciales, deducimos que si x es un punto regular, entonces hay todo un
entorno abierto de x formado por puntos regulares.



Lema 1.0.5. Sean M y N wvariedades de la misma dimension con M compacta. Sea f : M — N
un mapa diferenciable. Siy € N es un valor regular de f, entonces f ~'(y) es un conjunto finito.

Demostracién. Siy € N\ f(M) no hay nada que probar. Supongamos entonces que f~'(y)
no es vacio.

Para ver que es finito, basta ver que f~!(y) es compacto y discreto.

Es compacto, pues {y} C N es cerrado y al ser f continua es f ~!(y) cerrado. Como M
es compacta, entonces f ~'(y) es compacto.

Es discreto: si x € f~!(y), por el teorema de la funcién inversa existe U, C M un
entorno abierto de x tal que f|;, : U, — f(U,) es un difeomorfismo; en particular se
cumple f~1(y)N U, = {x}. O

Lema 1.0.6 (de la pila de discos). Sean M y N wvariedades de la misma dimension, con M
compacta. Sea | : M — N un mapa diferenciable, y sea y € N un valor regular de f. Entonces
existe un entorno abierto U C N de y tal gue:

k
N U)= U U., donde U, C M son abiertos dos a dos disjuntos,

i=1
- fly 2 U — U es un difeomorfismo parva todo 1 = 1,... k.

Demostracion. Sty no tiene preimagenes, entonces lo mismo ocurre en un entorno abierto
de y, ya que f(M) C N es compacto y por tanto cerrado. De esta forma, el teorema se
cumple trivialmente.

Por el lema 1.0.5, f~!(y) es finito, asi que supongamos que f~'(y) = {x,,...,x,}. Como
los x; son puntos regulares, por el teorema de la funcién inversa existe V; C M entorno
abierto de x; tal que f(V,) C N esabiertoy f|,, : V. = f(V.) es un difeomorfismo, para
todo 7.

Como {xy,...,x,} CM es finito, podemos suponer que los V; son dos a dos disjuntos,

k k
achicandolos si fuera necesario. Sea U = |:ﬂ f(Vl):| \ [f <M\ U Vl>i| . De esta forma,
i=1 =1

k
U C N esabiertoy f~(U)C |V, (ver figura 1.1).
=1
Definiendo U, := f~(U)NV; se satisface la tesis. O
Corolario 1.0.7. En las hipdtesis del lema anterior, la funcién y — #f~'(y) es localmente
constante en el conjunto de valores regulares de f. Es decir, para todo valor regular y € N de
f existe un entorno abierto U C N de y tal que #f~'(y) =#f~(y") para todo y' € U.

Demostracion. Sean U C Ny U, C M como en el lema de la pila de discos. Si y’ € U,
entonces f'(y")=1{y,,...,y,} con y. € U, y por lo tanto #/~'(y) = #£~(y). O
Observacién 1.0.8. Toda funcion localmente constante es continua.

Ejemplo 1.0.9. La funcién y — #£~!(y) del corolario 1.0.7 puede no ser constante, como
muestra la figura 1.2 que representa un mapa f : §* — S'.



Figura 1.1: Pila de discos

Figura 1.2



1.1 Teorema fundamental del algebra

Figura 1.3: Proyeccion estereografica

1.1. Teorema fundamental del algebra

Como aplicacion, demostraremos el teorema fundamental del algebra.

Definicién 1.1.1. Identifiquemos C con el conjunto {(x,7,0) : x,y € R} C R’. Sea
N=(0,0,1)y S =(0,0,—1).
La proyeccidn estereogrdfica sobre el polo norte es la funcién ¢, : C — §?\ {N}, donde
@n(z) es el punto en el que la recta que une z con N cortaa §?\ {N} (ver figura 1.3).
Anilogamente se define ¢ : C — §%\ {§}, la proyeccion estereografica sobre el polo
sur.

Proposicion 1.1.2. Las proyecciones estereogrdficas sobre el polo norte y sobre el polo sur son
difeomorfismos.

Demostracion. Hallemos una expresion explicita para ¢, para ver que es diferenciable. Sea
zeC.

Los puntos de la recta que une z con N son de la forma tz + (1 —¢)N, con ¢ € [0,1].
Buscamos el ¢ #0 parael cual ||tz +(1—¢)N]||=1.

ltz+(1=t)N|P=(tz+(1—¢t)N,tz+(1—¢t)N)
=(tz,tz)+2(tz,(1—t)N)+{(1—£)N,(1 —t)N)
=z +(1—1t) puesz L Ny ||N||=1

_2
14z

)= —2 4+ (1-—2 N
Z)= _
NPT 1+ 2P

paratodo z € C, y por lo tanto ¢, es diferenciable.

Igualando a 1y despejando, como ¢ # 0 conseguimos ¢ = En conclusion,

Analogamente se halla ¢! y se observa que es diferenciable, probando que ¢ es un
difeomorfismo.
La prueba de que ¢ es un difeomorfismo es analoga. O
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1.1 Teorema fundamental del algebra

Figura 1.4

Lema 1.1.3. Para todo z € C, z # 0 se cumple que o' 0 o (z) = <. En particular, se cumple
que (p5 o pn)™ = o5 o o

Demostracién. Argumentos de geometria plana prueban que los dos triangulos sombrea-

dos de la figura 1.4 son semejantes, y por lo tanto por el teorema de Tales se tiene que
-1 _ 1

g on(2)l = 5-

Como ¢ '¢y(z), z y O estan alineados, entonces

z 1 z z

1
o on(z) =los on(z) = = —— == O

2]~ lzllzl  J2P

Proposicion 1.1.4. Sea p : C — C un polinomio a coeficientes complejos. Existe una sinica
funcion diferenciable f : S* — S? que hace conmutar el signiente diagrama:

g2 \ {N} _____ f> S? \ {N} (1.1)
(PNT LDN
C — C

Demostracién. Definimos f como en el diagrama en $?\ {N}, y definimos f(N) = N. Esta
es la tnica forma de hacer que f sea continua, pues los polinomios tienden a infinito en el
infinito.

Debemos ver que f es diferenciable. Basta ver que es diferenciable en un entorno de
N.Sea U C S$? un entorno abierto de N tal que S ¢ U y S & f(U). Para ver que f| es

diferenciable, basta ver que f es diferenciable, donde f esta deﬁmda mediante el siguiente
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1.1 Teorema fundamental del algebra

diagrama conmutativo:

Lf([])

U
%T }05
s

95 (U) =z 95 (D)
Como ¢4(0) = N entonces 0 € ¢, '(U). Entonces
£0)= 95" (f(ps(0) = 45 (F(N)) = g5 (N) =0
Ahora calculamos f(z) para z 0.

f2)=¢; o fopy(z)

= ¢y opyopopy ops(2) pues 2 £ 0= ¢5(2) #N
=5 opyopolps opy) ()
1
= porel lema 1.1.3
()
Por lo tanto si p(z)=a,z” +--++a,z +a, con a, # 0, entonces
1 1 1
P <Z> =a,= +ta=+a,
z z z
de donde
1 z"

flz)= — =

1 oy yg ol n
Z7+"'+Z—+ﬂ_o a,+---+az +ayz
z z

Esta expresion prueba que tomando U suficientemente chico, f es diferenciable, pues
el denominador no se anula en cero, y entonces no se anula en un entorno de cero por
continuidad. O

Teorema 1.1.5 (fundamental del algebra). Todo polinomio no constante a coeficientes com-
plejos p : C — C es sobreyectivo, y en particular tiene una raiz compleja.

Demostracién. Sea f : S* — §? como en la proposicién 1.1.4. Veamos que f es sobreyectiva,
terminando la demostracion por conmutatividad del diagrama (1.1).

Observar que los puntos criticos de f son los puntos criticos de p, y estos son los ceros
de la derivada p’, pues al ser p un polinomio es una funcién holomorfa, y por lo tanto
satisface | p/(z)|* =|detd p,|.

Como p’ es un polinomio, entonces tiene finitas raices, y por lo tanto f tiene finitos
puntos criticos, y en particular el conjunto de valores criticos de / también es finito. Por

12



1.2 Teorema de Sard

lo tanto el conjunto de valores regulares de f es conexo, al ser el complemento en §? de
finitos puntos.

Como §? es compacta, el corolario 1.0.7 afirma que la funcién z — #f7!(z) es local-
mente constante en el conjunto de valores regulares de /* que es conexo, asi que es una
funcién constante en los valores regulares de £

Sea z € §%; veamos entonces que #/ ~'(z) # 0. Si z es un valor critico de f no hay nada
que probar. Supongamos entonces que z es un valor regular de f.

Si fuera #f~'(z) = 0, entonces #f ~!(z’) = 0 para todo z’ € §? valor regular de f. Por
lo tanto £(§?) C {valores criticos de f} que es finito. Para ver que esto es absurdo, basta
observar que al ser p : C — C un polinomio no constante entonces toma infinitos valores.

En efecto, podemos escribir p = g + ir para ciertos ¢,7 : C — C polinomios a
coeficientes reales. Ahora bien, p|z = ¢|g : R = R es un polinomio real de grado mayor o
igual a 1, ast que como se observa facilmente por técnicas de calculo, toma infinitos valores.
En particular, p toma infinitos valores. O

1.2. Teorema de Sard

Veamos ahora que los valores regulares son ubicuos.

Teorema 1.2.1 (Sard). Sea U CR” un conjunto abiertoy f : U — R? una funcion diferen-
ciable. Entonces el conjunto de valores criticos de f tiene medida de Lebesgue nula.

Recordemos que un subconjunto A C R” tiene medida de Lebesgue nula si para to-
do ¢ > 0 existe {B;},.y una familia numerable de bolas de R” tales que A C | JB; y
=1

ivol(Bi) <e.
i=1

Corolario 1.2.2 (Brown). En las hipdtesis del teorema de Sard, el conjunto de valores regulares
de f es denso en R?.

Demostracion. En R?, un conjunto de medida cero no contiene abiertos no vacios. [

El teorema de Sard se extiende a variedades. St M es una variedad y A C M es un
subconjunto, decimos que tiene medida cero si para toda parametrizacién ¢ : U CR” — M
se tiene que ¢~ '(A) C U tiene medida de Lebesgue nula.

Como toda variedad tiene una base numerable (en el sentido topoldgico), se obtiene
que si f : M — N es un mapa diferenciable entre variedades, entonces el conjunto de
valores criticos de f tiene medida cero en N, y por lo tanto los valores regulares de f son
densos en N. Ver apéndice de [GP] para mas detalles.

Demostracion (del teorema de Sard). Lo hacemos por induccion en 7. Se cumple trivial-
mente para 7 = 0, pues R® = {0}. Para cada 7 > 0 dividiremos la prueba en tres etapas.

13



1.2 Teorema de Sard

Sea C; C U el conjunto de puntos donde todas las derivadas parciales de orden <2
de todas las funciones coordenadas de f se anulan. De esta forma, si C es el conjunto de
puntos criticos de f,

C>C>--2C,DC,,D...

Las etapas son:

1. f(C\ C)) tiene medida nula,

2. f(C,\ Cp,,) tiene medida nula, para todo £ > 1,

3. existe un k > 1 tal que /(C,) tiene medida nula.

Esto prueba que f(C) tiene medida nula, pues se descompone ast:
F(C)=F(C\CYUF(C\ CU-Uf(Coi\ GIUS(G)

Demostracion de 1. Sea x € C \ C,. Entonces x es un punto critico de f tal que al-

guna derivada primera de al§una funcidn coordenada de f no se anula. Sin pérdida de
generalidad suponemos que a—fl(x) #£0.
*1

Definimos un cambio de coordenadas » que nos permita usar la hipdtesis de induccion
y el teorema de Fubini.

Sea b : U — R” definida como h(x,,...,x,) = (fi(x,--.,%,), Xp5...,%,). Entonces el
diferencial d/_ es un isomorfismo, pues

Difx) = > 21,
detdh, =det | In = _—L(x)#£0
< o I, dx, 7

n—

Por el teorema de la funcion inversa, existe V' C U entorno abierto de x tal que
V’':=h(V)esabiertoy h|,, : V — V' es un difeomorfismo.
Definimos g == f|, o h[}: V' = R?.

v vy

R?

Observar que el conjunto de puntos criticos de g es (VN C).

Afirmacion: g(t x R*™'NV’) C t x R?71, i.e. ¢ “mantiene los hiperplanos” x;, = ¢,
paratodo t € R.
Demostracion Si (t,x,,...,x,) € V' = h(V), entonces

(ty%y5eees X)) =h(xpe s %,) = (F1(%)5 - 5%,)s Xpse o5 X))

14



1.2 Teorema de Sard

para algun x; € R tal que (x,,...,x,) € V. Aplicando g,

g(t’x2""’xn):gh(xl""’xn):f(xl""’xn):(.fl(xl""’xn)’yZ""’yp)
:(t>y2""5yp) u

Por lo tanto para todo ¢ € R podemos definir g* : (t x R*" )NV’ — t x R?~! como la

restriccién de g a ese hiperplano. Podemos pensar que g’ toma valores de R”~! y devuelve
valores de R?~1.

Afirmacidén: Los puntos de (¢ x R”™")N V' son criticos para g si y s6lo si lo son para
t

g’
Demostracion: En efecto, si x = (t,%,,...,x,) € (t x R*"1)NV’, entonces g,(x)=1¢,y

por lo tanto
1 0
do =
& <* d(g‘)x>

Entonces d g no es sobreyectiva si y solo si d(g*), no lo es, pues la primera columna
es linealmente independiente con el resto. |

Por hipétesis de induccidn, el conjunto de valores criticos de g* tiene medida nula en
t x R?~!. Por la afirmacidn previa, esto implica que los valores criticos de g en el hiper-
plano ¢ x R?~! son un conjunto de medida nula. Pero el conjunto de valores criticos de g

es gh(VNC)= f(VNC),asi que f(VNC)N(t x R?71) tiene medida nula para todo ¢ € R.

Podemos aplicar entonces el teorema de Fubini para conjuntos de medida nula, que
dice que si A C R? es un subconjunto compacto que cumple que AN (t x R?™!) tiene
medida nula en ¢ x R?~! para todo ¢ € R, entonces A tiene medida nula en R”. Para poder
aplicarlo, achicamos V si es necesario para que V C U.

Por el teorema de Fubini, £(V N C) tiene medida nula en R”. Pero V es un entorno
de x € C'\ C;: como R? admite una base numerable (en el sentido topologico), entonces
existen numerables V. tales que f(V,; N C) tiene medida nula y

feneye Jr(vineno)
i=1
Como f(V;N(C\ C,) c f(V,NC) entonces f(V,N(C\ C,)) tiene medida nula
para todo z, y por lo tanto Uf(Vln (C\ C))) tiene medida nula. Como f(C \ C,) esta

i=1
contenido en ¢él, entonces también tiene medida nula.
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1.2 Teorema de Sard

Demostracion de 2. Sea x € C,, \ C,_,. Entonces existe alguna coordenada de f cuya

derivada k-ésima, que llamamos w, cumple w(x) =0y g—f(x) # 0 para alglin 7. Sin pérdida
de generalidad supondremos 7 = 1. l

Definimos » : U = R” como h(x,...,x,) =(w(x},...,X,)s Xps- 5 X,,).

Como g—;”l(x) # 0, entonces d b es un isomorfismo, por un argumento analogo al de
la parte anterior. Por el teorema de la funcion inversa, existe V C U un entorno abierto
de x tal que V':=h(V) es abierto y h|, : V — V' es un difeomorfismo.

Definimos g == f|, o h[}: V' = R?.

vy

R?

Observar que A(V N C,) C 0 x R"™!, por definicién de b y pues w se anula en los
puntos de C,.

Sea g%: (0x RNV’ — R? definida como la restriccién de g a ese hiperplano.
Podemos pensar que g° toma valores de R”™!, asi que por hipétesis de induccidn, los
valores criticos de g% son un conjunto de medida nula en R?.

Observar que todo punto de (VN C,) es un punto critico de g° en efecto, si
xeVNC,,

d gy = dfy1p0d(h™ )y =dfod(h™),y =0
pues como x € C,, entonces d f, =0.

En conclusién, g°A(VNC,)=gh(VNC,)=f(VNC,) tiene medida nula.

Recordemos que V' es un entorno de x € C, \ Cy,;; por un argumento analogo al de
la parte anterior, concluimos que f(C, \ C,,) tiene medida nula.

Demostracion de 3. Sea k > % — 1: veamos que f(C,) tiene medida nula. Sea § > 0.

Sea I C U un cubo de arista 8. Probaremos que f(C, NI) tiene medida nula; como
C, se puede cubrir por numerables de estos cubos, esto termina la demostracion.
Por el teorema de Taylor, existe ¢ > 0 tal que

1 (e +b) = fO)I < el 1Bl (1.2)

paratodox € C,N/ tal que x+ h 1.
Sea r > 0. Dividimos I en 7" cubos de arista % Sea | uno de estos cubos, y sea
x € C,NJ. Entonces todo punto de J se puede escribir como x + 4 donde |||| < y/n %

De la desigualdad (1.2) deducimos entonces que f(C, NJ) esta incluido en un cubo de

. k+1
arista ¢ (ﬁ%) ™ centrado en f(x). Por lo tanto

vol(£(C, NJ)) < c?(y/nd)Pk+D) ! =a i

ypUk+1) ypR+1)

16



1.2 Teorema de Sard

Uniendo para todo cubo J,

p(i—‘rl) —2 rn—p(/e-i—l)

vol(f(C,N1I)) Zvol (C.N)<r"a

paratodo r > 0. Como k > ——1 entonces 72— p(k+1) < Oy entonces lim ar”~?*+D) =0,

r——+00

Esto prueba que vol(f(C, N I )) =0, terminando la demostracién. O

Ejemplo 1.2.3. Sean M, N variedades con dimM < dimN y sea f : M — N una funcion
diferenciable. Entonces el teorema de Sard afirma que f (M) C N tiene medida cero.

Utilizaremos la siguiente observacién a menudo, refiriéndonos al resultado mentado
tan solo como “el teorema de Sard”.

Observacion 1.2.4. Sea {f, : M — N}, una familia numerable de funciones diferenciables
entre M y N variedades. Entonces el conjunto de valores criticos de todas las f; a la vez
tiene medida cero, pues la interseccion de numerables conjuntos de medida cero tiene
medida cero.
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Capitulo 2

Variedades con borde

2.1. Productos

Proposicion 2.1.1. Sea M una m-variedad y N una n-variedad con borde. Entonces M x N
y N x M son (m + n)—variedades con borde cuyos bordes satifsacen d(M x N)=M x IN y
I(NxM)=3IN x M.

Demostracion. Ejercicio para el lector (ya lo hicimos en Calculo III). O

Observar que el producto de dos variedades con borde no tiene por qué ser una varie-
dad con borde: tomar [0,1] x [0, 1], por ejemplo.

Un caso particular que surge a menudo es el de M x [0, 1]: es una variedad con borde
de dimensiéon m + 1,y d(M x [0,1]) = (M x 0)U (M x 1).

Si M y N son orientadas, entonces M x N adquiere una orientacion producto, que
describimos a continuacion.

Observar primero que dado (x,y) € M x N, entonces T;, (M x N)~T M x T N
canénicamente. Si @ = {v;,...,9,,} y 8 ={w,,...,w,} son bases de .M y T N respecti-
vamente, denotemos por (o x 0,0 x /3) a la base {(v,,0),...,(v,,,0),(0,w,),...,(0,w,)} de
T MxTN.

Definimos una orientacién en M x N, definiendo el signo de (a x 0,0 x ) como el
producto de los signos de a y de 3. La verificacién de que esto define una orientacion en
M x N es un ejercicio para el lector.

Consideremos ahora el caso particular de [0,1] x M.

Proposicion 2.1.2. Sea M una variedad orientada. Orientemos [0,1] X M con la orientacion
producto. Orientemos 3 ([0,1] x M) = (0 x M)U(1 x M) como borde de M x [0,1]. Entonces
el difeomorfismo M — 1 x M, x — (x, 1) preserva orientacion, y el difeomorfismo M — 0 x M,
x — (0, x) revierte orientacion.
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2.2 Preimagen de valor regular

L,

orientacion g o= (1,0)
positiva

M0 Mx1
Figura 2.1: Orientacién de [0,1] x S!

Demostracion. Probemos que M — 1 x M, x — (1,x) preserva orientacion: la otra afirma-
cion se demuestra analogamente.

Si(1,x) € 1 x M, entonces el vector normal saliente en (1,x) es 7, ,) =(1,0) como se
aprecia en la figura (2.1).

Toda base de 7}, (1 x M) ~0x T M es de la forma 0 x 3, donde [ es una base de
T .M. Por definicion de la orientacion borde,

sg(0 x B) =sg(n 1,0 x )

Utilizando la definicion de la orientacion producto, deducimos que

sg((71,0,0 % B) =sg(1 x 0,0 x B) =sg(1)sg(B) =sg(B)

de donde 3 es una base positiva de 7, M siy solo si 0x 5 es una base positiva de T}, ,(1xM),
probando el teorema. O

2.2. Preimagen de valor regular

Los siguientes enunciados son adaptaciones directas de teoremas de Calculo III a varie-

dades.

Teorema 2.2.1. Sea f : M — N una funcion diferenciable entre variedades, y € N un valor
regular de f. Entonces f~'(y) C M es una variedad de dimensién dim M — dim N.

Teorema 2.2.2. Sea M una variedad y g : M — R una funcion diferenciable. Si y € R es
un valor regular de g, entonces g='((—o0,y]) C M es una variedad con borde de dimensién

dimM, y dg™((—o0,7]) =g ~'(¥).
Lo mismo vale para g~([y,+00)).

Proposicidn 2.2.3. Sea f : M — N una funcion diferenciable. Si a € N es tal que f~(a) es
una variedad, probar que T,(f ~'(a)) = kerd f, para todo p € f~'(a).

Ahora demostraremos otro teorema de preimagen de valor regular para variedades con

borde.
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2.2 Preimagen de valor regular

R

Figura 2.2

Teorema 2.2.4. Sea [ : M — N una funcion diferenciable entre variedades, donde M es una
variedad con borde. Sean m = dim M, n = dimN. Sea y € N un valor regular de f y de f|,,,.
Entonces f~'(y) C M es una variedad con borde de dimensién m —n, y

Af ') =/"'y)ndM

Demostracion. Como el enunciado es local, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que [ :H” - R”.

Sea x € f~!(y). Si x estd en el interior de H™, entonces estamos localmente en el caso
del teorema 2.2.1, luego se aplica la misma demostracion. Podemos suponer entonces que
x € JH™.

Por definicidn de diferenciabilidad y del diferencial, existe U C R” un entorno abier-
tode x y g : U — R” una funcion diferenciable tal que g|, g = flyag»> y cumple
dg, =df., paratodo x’ € UNH". De esta forma, como x es un punto regular de f
entonces también lo es de g.

Como x es un punto regular de g y el conjunto de puntos regulares es abierto (obser-
vacion 1.0.4), podemos considerar que U es suficientemente chico de manera que todos
sus puntos sean puntos regulares de g. Esto significa que y es un valor regular de g, y por
lo tanto por el teorema 2.2.1, g7!(y) C U es una variedad de dimensién m — n.

Sea 7 : g7!(y) = R definida por 7(x,,...,x,,) = x,,. Es la restriccion de la proyeccién
de R” sobre su ultima coordenada.

Afirmacion: O es valor regular de .

Demostracion: Sea z € n~'(0). Queremos probar que dr, : T,(g7'(y)) = R es so-
breyectivo. Basta ver que es no nulo. Como 7 es la restriccion de una transformacion
lineal, entonces d 7r, también es la proyeccion sobre la Gltima coordenada. De esta forma,
dr (v)=0paratodo v € T,(g7'(y))siysblosi T,(g7'(y)) CR™ ' x 0.

Queremos probar, pues, que 7,(g7'(y)) ¢ R™~! x 0.

Como y es valor regular de f|,4» entonces y es valor regular de g|;». Como
z € g7 (y)N71(0) = g~ (y) N dH™, entonces d(g| gn)

, es sobreyectivo. Pero g es
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2.2 Preimagen de valor regular

una extension diferenciable de g|,pn, ast que

d(g|3H’” )z = dgz|Tz(3H’”) = dgz|Rm’1><O

Pensando d g, |g»-1,, como un mapa lineal R”~! — R”, concluimos por el teorema de
las dimensiones que 7 — 1 = dimker(d g, |gn-1,,) + 7, de donde

dim(kerdg, N(R" ' x0))=m—n—1 (2.1)

Como g: U —-R"y z € g7'(y), entonces kerdg, = T,(g~'(y)), lo cual implica que
tiene dimension m — n.
Por lo tanto si 7,(g~'(y)) C R™! x 0, entonces (2.1) seria igual a la dimensién de

T,(g7(y)) que es m — n, llegando a una contradiccién. [ |

Por el teorema 2.2.2, tenemos entonces que 7t~ '([0,+00)) es una variedad con borde de
dimensién m — n, y su borde es 777!(0). Pero 77'([0,4+00)) = g !(y)NH" = U N f~(y);
como x es arbitrario y U es un entorno de x, deducimos que f !(y) es una variedad con

borde.
Ademas
n'(0)=g '())NIH"=UNf"(y)NnIH"

y por el teorema 2.2.2,
Q) =dn7([0,400) =(UN ST (y)

Por lo tanto d(UN f~1(y))
de x, entonces d(f ~'(y ) =

=UNf~Y(y)NIH™; como x es arbitrario y U es un entorno
£ (y)nom”. O

Ejemplo 2.2.5. La hipétesis de que y sea valor regular de f|,,, se precisa para que la
conclusion sea cierta.
En efecto, sea f : H? — R definida como f(x,y) =7 — x?. Entonces

Vf(x,y)=(=2x,1)#(0,0)

para todo (x,y) € H2. Luego f no tiene puntos criticos, y en particular O es un valor
regular.

Por otro lado, observar que f/|,52(x) = —x?, luego 0 no es valor regular de f/ 52 ya
que (f]512)'(0) =0

La tesis del teorema 2.2.4 no se cumple, pues 0 = Jd f~(0) # f~1(0)N JH? = {(0,0)}.

Utilizaremos el siguiente teorema de clasificacion, cuya demostracion se encuentra por
ejemplo en el apéndice de [Mil].

Teorema 2.2.6 (de clasificacion de 1-variedades). Toda 1-variedad conexa con borde es difeo-

morfaa S, R, [a,b) 0 [a,b].
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2.3 Teorema de punto fijo de Brouwer

Proposicion 2.2.7. Toda 1-variedad compacta con borde A siempre tiene un nimero par de
puntos en el borde.

Demostracion. Observamos primero que el nimero de componentes conexas de A es finito.
En efecto: supongamos por absurdo que existe una sucesion (C,) de componentes conexas
de M diferentes. Sea x, € C, para todo 7. Por compacidad de A, existe una subsucesion
convergente de (x,): x, — x € A. Como A es localmente conexa, existe un entorno abierto
y conexo U C A de x, contradiciendo que x, — x y cada x, esta en una componente
conexa diferente.

Por lo tanto, por la clasificacion de 1-variedades se tiene que A es una union disjunta
de una cantidad finita de copias de S' y de intervalos compactos, cuyo borde consiste
entonces en una cantidad par de puntos (dos por cada intervalo). O

2.3. Teorema de punto fijo de Brouwer

Aplicaremos ahora los resultados de la seccion anterior para demostrar el teorema de
punto fijo de Brouwer.

Teorema 2.3.1 (de la no-retraccion). Sea M una variedad compacta con borde. Entonces no
existe una funcion diferenciable f : M — I M tal que f|,,, =1d,,,.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe una tal /. El teorema de Sard garantiza
que existe y € d M un valor regular de f y de [,
Por el teorema 2.2.4, f~(y) es una 1-variedad con borde, y cumple

AfToN=,"0)NIM={x€IM: f(x)=y}={y} (2.2)

ya que flgy =idgy.
Se aplica ademas la proposicidén 2.2.7: J(f~!(y)) tiene una cantidad par de puntos en
el borde, contradiciendo (2.2). N

Teorema 2.3.2 (punto fijo de Brouwer, version diferenciable). Sea D C R” el disco unitario
cerrado. Sea [ : D — D una funcion diferenciable. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Por absurdo, supongamos que f(x) # x para todo x € D. Entonces f(x)
y x determinan una recta en R”. Esta recta corta a dD en dos puntos; le llamamos ¢(x)
al que esta del lado de x (ver figura 2.3). Esto determina una funciéon ¢ : D — JdD que
cumple gl =id3p

Si probamos que ¢ es diferenciable, habremos llegado a una contradiccion con el
teorema de la no-retraccién, terminando la demostracién.

Escribimos ¢(x) = x + t(x)u(x), donde #(x) = %, y t(x) > 0. Basta probar que
t es diferenciable.
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2.3 Teorema de punto fijo de Brouwer

Figura 2.3

Figura 2.4

p(x)€ID <= |lp(x)|P=1 <= (x+tu,x+tu)=1
= |xIP 4 2{x, t0) + £[u]? =1
> 2+ 2{x,u)t +||x| =1=0
—2(x, ) £ 3/ 4(x, u)> — 4(||x|P = 1)
2
= t=—(x,u)+ 4/ (x,0) +1—||x|]

<~ t=

donde al final nos quedamos con la solucion de signo positivo pues debe ser ¢t > 0.
Para verificar la diferenciabilidad de ¢, basta verificar que el término debajo de la raiz

no se anula.
>0 <o
1 1 I 1 R — O
(0 + 1= || =0 <= (x,0) = ||x|P ~ 1 <= {(ﬁxﬁ)_l
lo cual es absurdo, como indica la figura 2.4: f(x) estaria fuera de D. O

Ahora podemos utilizar un resultado de analisis para demostrar el teorema en el caso

en que f es tan solo continua.

Teorema 2.3.3 (Stone-Weierstrass). Sea D C R” un subconjunto compacto. Entonces los
polinomios R” — R son densos en el espacio de funciones continuas C(D,R) con la norma del
madximo.
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2.3 Teorema de punto fijo de Brouwer

Observacion 2.3.4. Digamos que P = (P,,...,P,): D — R” es un polinomio si P,,...,P,
son polinomios. Entonces con el teorema de Stone-Weierstrass concluimos que los polino-
mios son densos en C(D,R”).

Teorema 2.3.5 (punto fijo de Brouwer). Sea D C R” el disco unitario cerrado. Sea f : D —
D una funcion continua. Entonces | tiene un punto fijo.

Demostracion. Por absurdo, supongamos que existe una f : D — D continua tal que
f(x)# x paratodo x € D. Observar que ||f]|| < 1.

Como D es compacto, la funcion continua D — R, x — ||x — f(x)|| tiene un minimo
que debe ser positivo, llamémosle #. De esta forma, ||f —id|| > # > 0.

Por el teorema de Stone-Weierstrass, para todo ¢ > 0 existe P : D — R” un polinomio
tal que ||/ — P|| < €. No es necesariamente P(D) C D, asi que lo ajustamos:

IPI=IP = f+ /12 [lf =Pll+]I/]<e+1

Por lo tanto L :D— D es una funcidn diferenciable.

Por el teorema 2.3.2, = tiene un punto fijo. Veamos que, por otro lado, || —id|| >0,

> 1+
llegando a una contradiccion.

—1id

1+¢

—1d||—”

Jort-21)

Por otro lado,

Combinando estas dos desigualdades, ||% —id|| > |# — 2¢| > 0 tomando € < %
terminando la demostracion. O

<€ <1

1 2¢
=—I||f +€ P<— Pl|+e <—<2e
I +of = Pll S —— (= Pl < =
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Capitulo 3

Inmersiones, sumersiones, encajes

Definicion 3.0.6. Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades, p € M.
= Sidf, esinyectivo, decimos que f es una inmersion en p.
= Sidf, es sobreyectivo, decimos que f es una sumersion en p.

Decimos que f es una inmersion (resp. sumersion) si lo es en todo punto.
Si f es una inmersion que es un homeomorfismo sobre su imagen, decimos que es un
encaje (en inglés: embedding).

No entraremos en gran detalle en el estudio de las inmersiones, sumersiones y encajes
(para ello, ver [Leel], capitulos 7 y 8). Nos interesa no obstante probar primero una
propiedad importante de los encajes: si f : M — N es un encaje, entonces f (M) es una

variedady f : M — f(M) es un difeomorfismo.

Veamos primero que esto ocurre localmente para las inmersiones.

Proposicion 3.0.7. Sea U C R” un abierto, p € U y f : U — RF una inmersion en p. Existe
Uy C U un entorno abierto de p tal que f(U,) es una variedad y f1y;, : Uy — f(U,) es un
difeomorfismo.

Demostracion. Como df, es inyectivo, entonces dimImdf, = n y por lo tanto
dim(Imd fp)l = k — n. Existe pues un isomorfismo lineal A4 : R¥~” — (Imd f ).

Definimos F : U x R¥~" — R* como F(x,y) = f(x)+ Ay. Se verifica facilmente que
dF, o (n,v) = df,(n)+ Av. Este diferencial es inyectivo. En efecto, si dF, o (#,v) =0
entonces df, () = A(—v), luego df,(#) € ImA = (Im dfp)l. Debe cumplirse entonces
que df,(#) =0y por tanto Av = 0. Como f es una inmersion en p y A es un isomorfismo,
entonces # = v =0.

Por el teorema de la funcién inversa, existen U, C R” y V, C R¥=" entornos abiertos
de p y de 0 respectivamente tales que F(U, x V,) C R¥ es abierto y

Flywy, : Uy X Vo= F(Uy x V)
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es un difeomorfismo. Observar que F(U, x 0) = f(U},).
Entonces F(U, x V,) CR* es un abierto que contiene a f(U},), y

Fonxo3UoXO_’F(UoXVo)nf(Uo)

es un difeomorfismo. Por definicion, esto prueba que f(U}) es una variedad (identificando
U, x 0 con Uj,). Esto prueba también que f : Uy — f (1) es un difeomorfismo. O

Corolario 3.0.8. Sean U C R” un abiertoy f : U — R* un encaje. Entonces f(U) es una
variedad, y | es un difeomorfismo sobre su imagen.

Demostracion. Sea x, € U. Por la proposicion 3.0.7, existe U, C U abierto tal que f(U)
es una variedad y £, : Uy — f(U,) es un difeomorfismo. Esto prueba que f(U) es una
variedad, pues x, € U es arbitrario.
Como f es un homeomorfismo sobre su imagen, entonces f(U,) C f(U) es abierto,
i.e. existe un abierto W C R* tal que f(U,) = f(U)NW.
Como ademas f~'| ;) = (fly,) ™" : f(U) = U es diferenciable, entonces £~ ynw
es diferenciable. El punto x, € U es arbitrario, asi que esto prueba que /! es diferenciable.
[l

Observacion 3.0.9. La proposicion anterior y su corolario se generalizan mutatis mutandis
a mapas entre variedades, pero la demostracion es mas complicada (ver [Leel], teorema
8.3y lema 8.18).

Observacion 3.0.10. Sea f : M — N un mapa diferenciable, donde M y N son variedades
de la misma dimension. Entonces f es un encaje si y solo si /(M) C N es abierto y f es
un difeomorfismo sobre su imagen.

Veamos ahora que toda variedad M C R* es localmente un conjunto de nivel de una
sumersion, y en particular es localmente una preimagen de valor regular.

Corolario 3.0.11. Sea M C R* una n-variedad. Entonces para todo p € M existe W C R*
un entorno abierto de p y una sumersion g : W — R tal gue M N W = g~'(0).

Demostracion. Usamos la construccion de la demostracion de la proposicion 3.0.7. Sea
@ : U — M una parametrizacion con ¢(gq) = p. Observar que ¢ es una inmersion en g.
Sea A:R*" — (Imdg q)l =T,M L un isomorfismo lineal. Definimos

F:UXRF" SRR F(x,y) = o(x)+ Ay

Sean U, C U un entorno abierto de g, V, C R¥™" un entorno abierto de O tales que
F(U, x V,) CR* es abierto y Flyxy, : Uy x Vo = F(Uy x V;) es un difeomorfismo.

Sean W = F(U, x V,) CR* y 77 : R” x R¥" — RF~" la transformacién lineal definida
como 7(x,y) = y. Sea g : W — R*" definida como g = 7o (F|onvo)_1. Entonces
g '(0)=WNM,y g es una sumersidn: en efecto, si x € W, entonces

re. -1 _ 1
dgx - dﬂFGéXvo(x) od(F'UOxVO)x - ﬂod(F|Uono)x

26



es sobreyectivo, pues 7 lo es y d(F[! |, ), es un isomorfismo. O
0 0

Observacion 3.0.12. El corolario anterior se generaliza de la siguiente manera. Sea N una
k-variedad y M C N una n-subvariedad, donde esto significa que la inclusion 7 : M — N
es un encaje. Entonces para todo p € M existe W C N un entorno abierto de p y una
sumersion g : W — R tal que W NM = g=!(0). Ver [Leel], proposicién 8.12.
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Capitulo 4

Chichones y particiones de la unidad

Sea X un espacio topoldgico y A,B C X son cerrados tales que AUB = X.Si Y es otro
espacio topologico, para definir un mapa continuo X — Y basta definir dos funciones,
una A — Y yotra B— Y que coincidan en AN B (lema A.7 de [Leel]).

Si queremos hacer algo similar en el contexto diferencial, tenemos que ser un poco mas
cuidadosos si queremos que el resultado nos quede diferenciable. Para ello es que hay que
introducir funciones chichdn y particiones de la unidad.

Proposicion 4.0.13. Sean a,b € R con 0 < a < b. Existe una funcion diferenciable
e :R” —[0,1], llamada funcién chichén, tal que p|m: 1y /Oan\B(o)b) =0.

., 0 1t <0
Esbozo de la demostracion. Lafuncion f:R - R, f(¢)= Sf ~  (ver figura 4.1a)

et s1t>0

es diferenciable, como se puede probar con técnicas de calculo (ver lema 2.20 de [Leel]).
Ahora se trata sencillamente de modificar adecuadamente esta funcion.

8 12 ¢

an A |

°r

4 06 |

3 I 04 |

2

0 of —

1 I R R B B o . . . .
0051152253 15 2 25 3 35

(a) Grafico de f (b) Grafico de ¢, ;
Figura 4.1
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Figura 4.3: Grifico de p : R? — [0,1]

0 sit<a
Definimos ¢, , : R — [0,1] como ¢, ,(¢) = % sta <t <b (ver igura
1 sit>b

4.1b). Es una funcion diferenciable.

t 11 <0
Ahora definimos ¢, , : R — [0,1] como ¢, ,(t) = Popalt) sit< (ver figura

¢—b,—a(_t) SltZO

4.2). Es una funcién diferenciable, y es la version unidimensional de nuestra o deseada.
Definimos o : R” — [0,1] como p(x) = ¢, ,(||x||) (ver figura 4.3) y ya esta. O

Gracias a estos chichones en R” se demuestra el teorema de particion de la unidad, que
recordamos a continuacion.

Teorema 4.0.14 (particion de la unidad). Sea M una variedad y sea % ={U},.; un cubri-
miento abierto de M. Existen funciones diferenciables {¢; : M — [0,1]},; tales que:

sopg; C U,
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. > ¢.(x)=1paratodo x €M,

i€l
. todo punto de M tiene un entorno que intersecta a lo sumo finitos sop ;.
El conjunto {,},, se llama particién de la unidad de M subordinada a .
Demostracion. Ver [Leel], teorema 2.25. O

Como consecuencia del teorema de particion de la unidad, podemos definir chichones
en variedades.

Teorema 4.0.15 (existencia de chichones). Sea M una variedad, A C M cerradoy U C M
abierto con A C U. Existe una funcion diferenciable o : M — [0, 1], llamada funcion chichon,

tal que pl, =1y plyny =0.

Demostracion. Sea Uy = Uy U, = M\ A, y sea {¢,,¢,} una particién de la unidad
subordinada al cubrimiento abierto {U,, U;}. Como ¢,|, = 0, entonces ¢|, = 1, luego
tomando p = ¢, ya esta. O

Otra consecuencia del teorema de particion de la unidad que utilizaremos mas tarde,
es el siguiente

Lema 4.0.16 (de extensién). Sea M una variedad, A C M cerrado, y f : A — R* una funcién
diferenciable. Para todo U C M abierto tal que A C U, existe una funcion diferenciable

fiM >R mlqueﬂA:fysop(fN)C U.
Demostracion. Ver [Leel], lema 2.27. [
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Capitulo 5

Homotopias e isotopias

5.1. Homotopias

Definicion 5.1.1. Sean f, g : M — N mapas diferenciables entre variedades. Decimos que
una funcién F : M x [0,1] — N es una homotopia si es diferenciable y F(x,0) = f(x)y
F(x,1)=g(x), paratodo x € M.

Denotaremos a F(x,t) por F,(x), paratodo x e M, ¢t € [0,1].

Para probar que esto es una relacion de equivalencia utilizaremos chichones.

Proposicion 5.1.2. Sean M y N wvariedades. La relacion “ser homotdpico a” en los mapas
diferenciables M — N es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Claramente es idéntica. Es simétrica, pues si F es una homotopia tal que
F,=f vy F, = g entonces G(x,s) = F(x,1—s) es una homotopia tal que Gy, =g y G, = f.
Veamos que es transitiva. Supongamos que F y G son homotopias tales que F, = f,
F=¢,G,=¢g,G =h.Sea¢:= gb%’% como arriba.
Sean Fy(x,t) = F(x, (1)) y Gy(x,t) = G(x, ¢(t)). Definimos
Hx,t)= Fy(x,2t) s% t€[0,3)
Go(x,2t = 1) sit€[3,1]

Entonces H es diferenciable, por lo tanto es una homotopia que cumple H, = £,
H =h. [

Podemos decir entonces que “f y g son homotdpicos”, en cuyo caso escribiremos

f~g.

Observacion 5.1.3. En la demostracion anterior fue necesario introducir los chichones para
garantizar la diferenciabilidad de la homotopia. Si tan solo nos interesara su continuidad,
no habria sido necesario: las habriamos podido pegar sin introducir F, y G,.
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5.2 Isotopias

Observacion 5.1.4. En la definicién de homotopia se puede remplazar el intervalo [0, 1]
por otro intervalo compacto no vacio [, 5], lo cual puede a veces resultar conveniente y
no introduce una mayor generalidad.

f . . .
Observacion 5.1.5. Sean M ?N é/; Z mapas entre variedades. Si / ~ f/ mediante
g

una homotopia F y g ~ g’ mediante una homotopia G, entonces go f ~ g’o f".
En efecto, H : M x [0,1] — Z definida por H(x,t) = G(F(x,t),t) es la homotopia
deseada.

5.2. Isotopias

Definicion 5.2.1. Sean f,g : M — N difeomorfismos. Decimos que F : M x [0,1] = N
es una isotopia st:

s F es diferenciable,
» las funciones M — N, x — F(x,t) son diferenciables para todo ¢ € [0, 1],
w F(x,0)=f(x)y F(x,1)= g(x) para todo x € M.

Denotaremos a F(x,t) por F,(x), paratodo x e M, ¢t € [0,1].

Observacion 5.2.2. 1. Analogamente a como hiciéramos con las homotopias, se demues-
tra que la relacion “ser isotdpico a” es de equivalencia en los difeomorfismos M — N.
Por lo tanto, podemos decir que “f y g son isotopicos”.

2. Si f, g son difeomorfismos isotdpicos, entonces son mapas homotopicos.

Ejemplo 5.2.3. Sea X : R” — R” un campo diferenciable tal que ||X(x)|| < ¢ para todo
x € R”. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma x = X (x).

Las soluciones estan definidas para todo tiempo por la hipétesis de acotacion vy el
teorema de escape de compactos. Gracias al teorema de Picard, tenemos definido el flnjo
de X, ¢ :R” x R —R”, donde t — ¢,(x) := p(x, t) es la Ginica solucion maximal que en
tiempo O vale x. Es una funcién diferenciable por el teorema de diferenciabilidad respecto
de las condiciones iniciales.

Observar que ¢, = idg.. Recordar la propiedad de grupo: ¢,, = ¢, o ¢, para todo
t,s,€ R. Deducimos entonces que ¢, es un difeomorfismo para todo ¢, cuya inversa es

b

En conclusion, ¢ : R” x [0,1] — R” es una isotopia entre idg» y ¢,.

A continuacién introducimos dos resultados muy tiles en la teoria que desarrollare-
mos a posteriori: el lema de homogeneidad y el lema de isotopia.
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5.2 Isotopias

S S
2 |/

Y/ .
S/

Figura 5.1: El campo Y y algunas de sus curvas integrales
B(0,1) B(0,1)

Figura 5.2: El campo X y algunas de sus curvas integrales

Lema 5.2.4. Seay € B(0,1) CR”. Existe h : R” — R” un difeomorfismo isotdpico a idg» tal
que h(0) =y vy la isotopia deja fijos los puntos fuera de B(0, 1).

Demostracion. SeaY : R” — R” el campo constante Y (p) =y para todo p € R”. Su flyjo
es ) :R*XR—-R”?, f(x,t)=x+ty (ver figura 5.1).

Observar que ¢,(0) = y; modificando el campo Y adecuadamente conseguiremos un
campo cuyo flujo en tiempo 1 también valga y, pero que ademas sea constante fuera de
B(0,1) en todo tiempo.

Sea r € (0,1) tal que y € B(0,7). Sea p : R” — [0, 1] el chichén tal que P'W =1,
Plrmzo,n =0-Sea X : R” = R” el campo X = pY" (ver figura 5.2).

Sea ¢ : R” x R — R” el flujo de X. Como X |,y = Yo, v ¢1(0) =y € B(O, 1),
entonces ¢,(0) =y.

Ademas X |gn\ (o 1) =0, luego ¢,(x) = x para todo x €R”\ B(0,1), t €R. Por lo tanto
& :R” x [0,1] — R” es una isotopia entre idg. y ¢, donde ¢,(0) =y, y la isotopia deja
fijos los puntos fuera de B(0, 1). O

Lema 5.2.5 (de homogeneidad). Sea N una variedad conexa. Para todo x,y € N existe
f : N — N un difeomorfismo isotdpico a idy, tal que f(x) =

Demostracion. Sea Diff’(N) el grupo de los difeomorfismos de N isotépicos a idy,. Tene-
mos una accién Difff(N) x N = N, f - x == f(x).
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5.2 Isotopias

La tesis del lema dice que esta accién es transitiva. En otras palabras, debemos probar
que esta accion tiene una sola 6rbita. Como N es union disjunta de las Orbitas, entonces
por la conexion de N basta probar que las drbitas son abiertas.

Sea x € N. Queremos ver que existe W C N un entorno abierto de x donde todos los
puntos estan en la misma 6rbita.

Sea ¢ : B(0,2) — N una parametrizacion tal que ¢(0) = x. Sea W := ¢(B(0,1)). Sea
g € B(0,1). Veamos que existe » € Diff*(N) tal que h(x) = ¢(q).

Por el lema 5.2.4, existe b : R" = R” un difeomorfismo isotopico a idg. tal que la
isotopia deja fijos los puntos fuera de B(0,1) y h(0) =g4.

Definimos » : N - N como

vho~\(p) sipep(B(0,2))

h(p)=
=1 si p €N\ p(B(0,2)

Claramente b es un difeomorfismo. Ademas b es isotopico a idy. En efecto, si
F : R” x [0,1] = R” es una isotopia entre / e idg., entonces F : N x [0,1] — N defi-
nida por

oF(97'(p),t) sipe€p(B(0,2)

F , =
(p1) » st p €N\ ¢(B(0,2))

es una isotopia entre b e idy, que ademas cumple h(x) = goZgo‘l(x) = goZ(O) =¢(q),y ya
esta. O

Observacion 5.2.6. Sea M una variedad y sea f : M — M un difeomorfismo isotopico a id,.
Entonces f preserva orientacion.

Se puede probar que si dim N > 2, entonces Diff(N), el grupo de difeomorfismos de
N, act@a k-transitivamente en N para todo & > 1. Esto significa que para todo par de
k-uplas (x;,...,%),(¥y5- -,y ) € N con x; # X;,y; #y;j sii# ] existe un difeomorfismo
f:N— Ntalque f(x;,)=y, paratodo z =1,..., k.

En el siguiente lema identificamos M (R), el conjunto de matrices 7 x 7 con coeficientes
2
reales, con R

Lema 5.2.7. Sea f : R” — R” una funcidn diferenciable tal gue f(0) = 0. Existe una funcion
diferenciable g : R” — M (R) tal que f(x) = g(x)x para todo x e R” y g(0) =d f,.

Demostracion. Sea x € R”. Definimos » : R — R” mediante

h(t)= f(tx) (5.1)
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5.2 Isotopias

Por el teorema fundamental del calculo (coordenada a coordenada), se tiene
1
| #©dr=p)- b= 7)- 7O =
0
Por otro lado, por la regla de la cadena,

Jol b'(¢)dt = Ll df, xdr= <L1 df,. dt)> x

donde consideramos d f, € GL (R).
Por lo tanto, st definimos g : R” — M (R) como g(x) = fol d f,. dt entonces se tiene

que f(x)= g(x)x para todo x, y ademas g(0) = fol dfydt =df,. O
Sea r : R” — R” definida como 7(x,,...,x,) = (—x,%,,...,%,) la reflexion en torno
del eje Ox.

Lema 5.2.8 (de isotopia). Sea [ : R” — R” un difeomorfismo que preserva (resp. revierte)
orientacion tal que f(0) = O. Existe una isotopia F, entre f e idg. (vesp. r) tal que F,(0) =0
para todo t € [0,1].

Demostracion. Definimos F : R” x [0,1] — R” como

TAG IR
T s%tyéO
dfyx sit=0

(5.2)
Observar que F,(0) =0 para todo t € [0,1] y que F, =d f,, F, = f. Claramente F, es un
difeomorfismo para todo ¢ € [0,1].

Para probar que F es diferenciable usamos el lema 5.2.7: existe una funcién diferen-
ciable g : R” — M (R) tal que f(x) = g(x)x para todo x € R” y g(0) = d f;. Por lo
tanto

g(tx)tx . .
Flu.t)= - s%t;éO: g(tx)x s%t;éO:
dfyx  sit=0 g(O)x sit=0

g(tx)x
para todo (t,x) € R” x [0,1], y entonces F es diferenciable.

Supongamos que f preserva orientaciéon. Entonces detdf, > 0, y por lo tanto
d f, € GLT(R) que es conexo por el teorema A.2.1.

Existe pues una curva diferenciable @ : [0,1] — GL(R) que une df, con idg, (ver
observacion 5.2.9 debajo). Definimos entonces G : R” X [0,1] — R” como G(x,t) = a(t)x:
esta es una isotopia entre d f; e idg» que cumple G,(0) =0 para todo ¢ € [0,1].
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5.2 Isotopias

En conclusidn, [ es isotopico a d f, por una isotopia que deja fijo a 0, y d f; es isoto-
pico a idg» por otra isotopia que deja fijo a 0. Por transitividad (observacion 5.2.2.1) esto
termina la demostracion de este caso.

Si f revierte orientacion, entonces detd f; < 0 y por lo tanto existe una curva diferen-
ciable @ : [0,1] — GL_(R) que une d f; con r (corolario A.2.2). La misma demostracion
del caso anterior concluye el lema. O

Observacion 5.2.9. Sea U C R” un abierto. Puede probarse que U es conexo si y s6lo si U
es conexo por caminos diferenciables. El reciproco es conocido. Una manera de probar la
afirmacion directa es: dados dos puntos, unirlos por una curva recta a trozos cuyos trozos
son rectas paralelas a los ejes, y usar las funciones del comienzo del capitulo 4 para alisar
las esquinas.

Corolario 5.2.10. Todo difeomorfismo de R” que preserva (resp. revierte) orientacion es isoto-

pico a idg. (resp. ).

Demostracion. Sea f un difeomorfismo que preserva orientacion, y sea y := f(0). Por el
lema de homogeneidad, existe un difeomorfismo g : R” — R” isotopico a idg. tal que
g(y)=0.

Entonces g o /' : R” — R” es un difemorfismo que preserva orientacion tal que
(g o f)(0) = 0. Por el lema de isotopia, g o f es isotdpico a idp.. Entonces si = deno-
ta la relacion de isotopia,

~ -
gof =idgs ) _
- fr— 1anEg0fEf fr— fglan
g == lan
terminando la demostracion de este caso.
Si f revierte orientacion, la demostracion de f = r es analoga. O

Observacion 5.2.11. Sean M, N variedades. Si f, g : M — N son encajes, una isotopia entre
/v g se define como una funcion diferenciable F : M x [0,1] — N tal que F(x,0) = f(x),
F(x,1)=g(x)y la funcion x — F(x, ) es un encaje para todo t € [0,1].

Tendremos ocasion de utilizar una generalizacion del lema de isotopia a esta situacion:
en lugar de tomar un difeomorfismo de R”, se toma un encaje f : U — R” donde U C R”
es un abierto convexo'; se toma id;; en lugar de idg. (resp 7;); la isotopia es F, : U — R”.

Observar que la misma demostracion funciona, pues como U es convexo, entonces
x € U= tx € U paratodo t € [0,1], y por lo tanto las definiciones (5.1), (5.2) siguen
siendo validas, etc.

'Recordar que por la observacién 3.0.10, en este caso f es un encaje si y sélo si f(U) es abierto y f es
un difeomorfismo sobre su imagen.
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5.2 Isotopias

El caso en que f revierte orientacion se adapta de la misma forma siendo r cualquier
difeomorfismo que revierte orientacion. Por ejemplo, si U es simétrico respecto de algin
eje (por ejemplo (x;,x,,...,x,) € U = (—x;,%,,...,x,) € U) podemos tomar la misma »
de antes.
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Capitulo 6

Teoria del grado modulo 2

Dado un mapa entre variedades de la misma dimension donde el dominio es compac-
to, ya sabemos que la preimagen de un valor regular es un conjunto finito (lema 1.0.5).
Asimismo vimos que la cantidad de preimagenes de un valor regular no es globalmente
constante en los valores regulares en general (ejemplo 1.0.9). Pero si lo sera si la tomamos
modulo 2, y a probar eso nos dirigimos.

Definicion 6.0.12. Sean M y N variedades de la misma dimension, con M compactay N
conexa con borde. Sea f : M — N.

Dado y € N valor regular de f, definimos el grado mddulo 2 de f relativo a y como el
nico entero en {0, 1} que cumple deg,(f,y) =#/~'(y) (mdd 2).

En lo que queda del capitulo, M y N son variedades de la misma dimension, con M
compacta y N conexa con borde, a menos que se especifique de otra forma.

Lema 6.0.13 (de homotopia). Sean f,g : M — N mapas diferenciables homotdpicos. Si
y € N es valor regular de [ y de g, entonces deg,(f,v) = deg,(g,y).

Demostracion. Sea F : M x [0,1] — N una homotopia tal que F,=f y F, = g.

Supongamos primero que y es también valor regular de F.
Observar que y es valor regular de F|; /(0,17 PUes Flyo = f ¥ Flyx; = g- Por el
teorema de preimagen de valor regular 2.2.4, F~'(y) es una 1-variedad con borde, y cumple

JF'(y)=F'(y)NIM x [0,1])=F ' (y)N(M x OUM x 1)
=[F7' ()N x O)JU[F~'(y)N(M x 1)]
f o™ ()

donde LI denota la union disjunta.
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Por lo tanto #dF~'(y) =#f~'(y)+#g*(y). Como F~!(y) es una 1-variedad compacta

con borde, entonces por la proposicion 2.2.7 tiene un numero par de puntos en el borde.
Es decir, #f ~'(y) +#g7(y) =0 (mdd 2), y por lo tanto #f ~'(y) = #g"!(y) (mdd 2). En
conclusion, deg,(f,y) = deg,(g,).

Supongamos ahora que y no es valor regular de F.

Como las funciones y’ — #f7'(y") e " — #g~!(y) son localmente constantes en los
valores regulares de f y de g respectivamente (corolario 1.0.7), existe un entorno abierto
U C N de y donde estas funciones son constantes.

Por el teorema de Sard, existe z € U que es valor regular de f, g y F. Por lo tanto

#T) =4 (2)=#g 7 (2) =#g7'(y) (mbd2)
terminando la demostracion. O
Ahora podemos probar que el grado médulo 2 no depende del valor regular elegido.

Teorema 6.0.14. Sea f : M — N un mapa diferenciable. Si y,z € N son valores regulares de
N, entonces deg,(f,y) = deg,(f, 2).

Demostracion. Por el lema de homogeneidad, existe 5 : N — N un difeomorfismo isotopi-
co a idy, tal que h(y) = z. Consideremos ho f : M — N.

Observar que (ho £)(z)= f~1(h7(z)) = f~(y). Ademas z es valor regular de ho f,
ya que si x € (ho f)7!(z), entonces

d(hof), r':c'd/of(x)odfx:d/ayodﬂ

que es sobreyectivo, pues d/, es un isomorfimo al ser /4 un difeomorfismo y df, es
sobreyectivo al ser x un punto regular de f. Por lo tanto deg,(h o f,z) =deg,(f, ).

Por otro lado, como 4 es isotopico a idy, en particular b ~id,, y por tanto ho f = f.
Como z es valor regular de ho f y de f, por el lema de homotopia se tiene entonces que

deg,(f,z) =deg,(ho f,2).
En conclusion, deg,(f,y) = deg,(f, z). O

Definicion 6.0.15. Si f : M — N es un mapa diferenciable, definimos deg,(f), el grado
mddulo 2 de f, como deg,(f,y) donde y € N es un valor regular de f.

Observacion 6.0.16. Esta definicion tiene sentido en virtud del teorema de Sard y del
teorema 6.0.14.

Corolario 6.0.17. Si f, g : M — N son mapas diferenciables homotdpicos, entonces tienen el
mismo grado mddulo 2.

Demostracion. Por el teorema de Sard existe y € N valor regular de f y de g. El resultado
se deduce del lema de homotopia y de la definicidon de deg,. O
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El grado médulo 2 nos da entonces una condicién necesaria para que dos mapas sean
homotodpicos.

Ejemplo 6.0.18. Sea M una variedad compacta y conexa. Entonces deg,(id,,) = 1.

Ejemplo 6.0.19. Consideremos S' C C. Sea £, : S' — S! definida como £, (z) = z*. Entonces
deg,(f,) =k (mod 2).

Por lo tanto si 7 y m tienen distinta paridad, f, y f,  no pueden ser homotdpicos.

Si 7 y m tienen la misma paridad, no podemos decir nada. Resultara que f, ~ f, siy
solo si 7 = m, pero para ello precisamos introducir un invariante mas fuerte, el grado de
Brouwer.

Aplicacion 6.0.20. Sea M wuna variedad compacta conexa con #M > 1. Entonces M no se
puede contraer a un punto, i.e. id,, no es homotdpica a un mapa constante. Decimos que M no
es contractil.

Demostracion. Tenemos que deg,(id,,) = 1, pero el grado mddulo 2 de un mapa constante
f : M — M es nulo, pues al ser #M > 1 existe y € M \ f (M), que es un valor regular de f

sin preimagenes. O

Ejercicio 6.0.21. Probar que si M L N—4P son mapas diferenciables en las hipotesis

del grado médulo 2, entonces deg,(g o /) = deg,(g) deg,(f).
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Capitulo 7

Teoria del grado de Brouwer

Si ahora nuestras variedades son orientables, podemos definir una teoria del grado mas
potente que el grado modulo dos.

Definicion 7.0.22. Sea 7 : V. — W un isomorfismo de espacios vectoriales orientados.
Definimos

1 si T preservaorientacién ~ detT

sg(T) =

—1 si T revierte orientaciéon  |det T'|

. . S T . . . .
Observacion 7.0.23. St V. —— W —— Z son isomorfismos de espacios vectoriales orien-

tados, entonces sg(S o 1) =sg(8)sg(7T).

Definicidn 7.0.24. Sean M, N variedades orientadas de la misma dimensién, con M com-
pactay N conexa. Sea f : M — N un mapa diferenciable, y sea y € N un valor regular de
/. Definimos el grado (de Brouwer) de f en y como

deg(f,0)= D sg(df,)

xef~'(y)

Es decir, si y € N es un valor regular de f, en vez de considerar la cantidad de preiméage-
nes de y mddulo 2 como hiciéramos en el capitulo anterior, consideramos las preimagenes
de y con signo: cada preimagen suma 1 o resta 1 segtn si en esa preimagen f preserva o
revierte orientacion.

En lo que queda del capitulo, M y N son variedades orientadas de la misma dimension,

con M compactay N conexa, a menos que se especifique de otra forma.

Observacion 7.0.25. Sea f : M — N un mapa diferenciable, y sea y € N un valor regular
de f. Entonces deg(f,y) =deg,(f,y) (mdd 2), sencillamente porque una suma de 1 una
cantidad par (resp. impar) de veces es par (resp. impar)
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Veamos ahora que si un mapa diferenciable en las hipétesis del grado es una “restriccion
al borde”, entonces su grado es cero.

Lema 7.0.26 (del borde). Supongamos gue M = d W, donde W es una variedad compacta
con borde. Sea f : M — N un mapa diferenciable. Consideremos M con la orientacion borde.
Si existe un mapa diferenciable F : W — N tal que F|,, = f, entonces deg(f,y) =0.

Para demostrar este lema es conveniente introducir una orientacion en una variedad
dada como preimagen de valor regular.

Definicion 7.0.27. Sea F : W — N un mapa diferenciable entre variedades orientadas,
donde W tiene borde. Seay € N un valor regular de F y de F|,y,. Definimos la orientacion
preimagen de la variedad F~'(y) de la siguiente manera.

Dado x € F~!(y), declaramos como positiva una base {#,,...,#, ,} C T.F~'(y) tal
que cuando se completa a una base positiva {#,,..., %, ,v,...,v,} C T W se tiene que

yHw—nd

{df.(v)),....df(v,)} CT N es una base positiva.

Es un ejercicio probar que esta definicion no depende de las bases consideradas, y que
define una orientacion en W (ver [OR], pp. 89-90 para una resolucion).

Ahora podemos demostrar el lema.

Demostracion. Supongamos primero que y € N es valor regular de f y también de F.

Por el teorema 2.2.4, F~!(y) es una 1-variedad compacta con borde, asi que como
dijimos en la demostracién de 2.2.7, es una unién disjunta de finitas copias de S' y de
intervalos compactos. Ademas,

3]:_1(3/) = F_l(y)ﬂ W :f"l(y)

y entonces las copias de §' no pueden cortar a d W, y las copias de intervalos tienen dos
puntos en d W, los extremales (ver figura 7.1).

Basta entonces probar que el signo del diferencial de f es opuesto en los dos extremos
de cada intervalo de F~'(y). Sea A uno de estos.

Dotamos a A C F~!(y) de la orientacién preimagen. Como A es una 1-variedad orien-
tada, existe un campo tangente unitario v, en A, orientado positivamente.

Sea a el extremo de A donde v, apunta hacia dentro de W, y b el extremo donde
apunta hacia afuera (ver figura 7.1).

Veamos que sg(d f;,) = 1. Analogamente se probara que sg(d f,) = —1, terminando la
demostracion de este caso.

Escribamos v, := v,(). Podemos completar {v,} C T} A a una base positiva

{v,05..,0,}CcT,W

Como v, es un vector saliente, por definicién de la orientacion borde en M esto significa
que {v,,...,v,} C T, M es una base positiva.
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Figura 7.1

Como {v,} C T,A esta orientado positivamente (al ser el campo v, compatible con la
orientacion de A) y {v,,v,,...,v,} es positiva, por definicion de la orientacion preimagen
esto significa que {d f,(9,),...,d f,(v,)} C T,N es una base positiva.

Es decir, df, : T,M — T N manda la base positiva {v,,...,7,} en la base posi-
tiva {df,(v,),...,df,(v,)}, y por lo tanto df, preserva orientacion. Esto prueba que

sg(df,)=1.

Supongamos ahora que y es valor regular de f pero no de F.

Por el corolario 1.0.7, la funcién y’ — #£~!(y’) es localmente constante en los valores
regulares de /. La funcion x — sg(d f,) también es localmente constante, y por lo tanto
y' — deg(f,y’) es localmente constante en los valores regulares de f.

Existe entonces un entorno abierto U de y donde deg(f,y") = deg(f,y) para todo
y" € U. Por el teorema de Sard, existe z € U tal que z es valor regular de F y de /.

Por lo recién probado, deg(f,z) =0, y por lo tanto deg(f,y) =0. O

Observacion 7.0.28. Sea f : M — N un mapa diferenciable, y € N valor regular de f.
SiM =XUY es la descomposicion en componentes conexas de M con la orientacion

inducida, entonces deg(f,y) =deg(f |y, ¥)+ deg(f|y,»)- En efecto,
deg(f,9)= D> sgdf)= D, sgdf)+ > sgdfy)

xef~'(y) xef ' (y)NX xef~'(y)NY

=deg(f |y, ) +deg(fy,7)

La misma observacion vale mutatis mutandis cuaando M se descompone en finitas compo-
nentes conexas.

Lema 7.0.29 (de homotopia). Sean f,g : M — N mapas diferenciables homotdpicos. Si
y € N es valor regular de [ y de g, entonces deg(f,y) = deg(g,y).
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Demostracion. Sea F : M x [0,1] — N una homotopia tal que F, = f y F, = g. Por el lema

7.0.26, deg(F | 5(0.17xa1)»¥) = O- Entonces usando la observacion anterior y la proposicion
2.1.2,

0=deg <F|a([o,1]xM)>3’> =deg <F|0><M)U(1><M)>y>
=deg <F|O><M>y> +deg <F|1><M’y>
= —deg(f,y)+deg(g,y)

terminando la demostracion. O
Veamos ahora que el grado de Brouwer no depende del valor regular escogido.

Proposicion 7.0.30. Sea [ : M — N un mapa diferenciable. Si y,z € N son valores regulares
de f, entonces deg(f,y) = deg(f, z).

Demostracion. Por el lema de homogeneidad, existe » : N — N un difeomorfismo iso-
topico a la identidad tal que h(y) = z. Como 4 es isotdpico a idy, entonces b preserva
orientacion (observacion 5.2.6),y ho f es homotdpico a .

Observar que z es valor regular de b o f, pues 5 es un difeomorfismo y z es valor
regular de /. Entonces por el lema de homotopia se tiene deg(h o f,z) = deg(f, z). Ahora
bien, usando la observacién 7.0.23,

deg(f,z)=deg(hof,z)= D sgd(hof),

x&(hof)™!(2)

= Z sg(dhsyodf,)

h(f(x)=2

= sg(df,)
flx)=y

=deg(f,y)

terminando la demostracidn. O

Definicion 7.0.31. Si f : M — N es un mapa diferenciable, definimos deg(f), el grado (de
Brouwer) de f, como deg(f,y) donde y € N es un valor regular de f.

Observacion 7.0.32. Esta definicion tiene sentido en virtud del teorema de Sard y del
teorema 7.0.30.

Corolario 7.0.33. Si f, g : M — N son mapas diferenciables homotépicos, entonces tienen el
mismo grado.

Demostracion. Por el teorema de Sard, existe y € N valor regular de f y de g. El resultado
se deduce del lema de homotopia y de la proposicion 7.0.30. O
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Usaremos la formula del siguiente ejercicio a menudo:

Ejercicio 7.0.34. Probar que si M A N—5.P son mapas diferenciables en las hipotesis

del grado, entonces deg(g o /) = deg(g) deg(f).

Ejemplo 7.0.35. 1. Sea M una variedad orientada, compacta y conexa. Entonces

deg(id,,) = 1.

2. Sea f : M — N un difeomorfismo. Entonces deg(f) = £1 segun si f preserva o
revierte orientacion.

3. Seak €Z y consideremos S' C C. Sea f, : S' — §' definida como

zF sik>1
fr(z)=151 sik=0
Z¢ sik<1

Entonces deg(f,) = k para todo k& € Z. Esto prueba que hay mapas §* — §* de todos
los grados posibles.

Observar que f, es homotopico a f,, si y solo si # = m; comparar con el ejemplo
6.0.19.

Ejercicio 7.0.36. En general, dos mapas con el mismo grado pueden no ser homotdpicos.
Probar que si 7% = S§' x S!, entonces el mapa f : T? — T2, f(z,w) = (z,zw) tiene grado
1 pero no es homotodpico a la identidad.

El fenémeno del ejercicio anterior no puede ocurrir en mapas cuyo codominio es
una esfera. En efecto, un teorema de Hopf afirma que si M es una variedad compacta y
orientaday f, g : M — §” son mapas diferenciables, entonces deg(f) = deg(g) si y s6lo si
/v g son homotdpicos (ver [Mil], §7).

Ejemplo7.0.37. 1. Sear;:R” > R", 7;(x(,.s Xy v 03 %,) = (Xg5ee ey —X;5..., %) la refle-
x16n en torno del eje Ox;. Como 7; es un difeomorfismo que revierte orientacion,
entonces degr, = —1.

2. Seaa : §" — S§" el mapa antipodal (o la antipoda): a(x) = —x. Como §" C R"*!,
entonces 2 =r,0---o7, . Por lo tanto dega = (—1)"*".

En particular, si 7 es par, entonces dega = —1, y por lo tanto el mapa antipodal no
es homotopico a la identidad.

Si 7 = 2k—1es impar, entonces $” C Ck, $” = {(z,,...,2,): \/|Z1|2 +o |z =13,
y F : 8" x [0,1] — S” definida como F(z,,...,z,,t) = (e™'z,,...,e™"z,) es una
homotopia entre el mapa antipodal y la identidad.

En conclusion, el mapa antipodal de §” es homotopico a idg. si y solo si 7 es impar.
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Capitulo 8

Campos de vectores

Definicién 8.0.38. Sea M C R* una variedad. Un campo de vectores (diferenciable) en M
es una funcién diferenciable X : M — RF tal que X(p) € T,M paratodo p € M.
Decimos que p € M es una singularidad de X si X (p)=0.

Denotaremos por &' (M) al conjunto de campos de vectores en M. Observar que es un
R-espacio vectorial y un C*(M)-modulo, con la accion (f - X)(p) == f(p)X(p).

8.1. Teorema de la bola peluda

Observacién 8.1.1. Sea X : §* — R™*! una funcién diferenciable. Entonces X es un campo
de vectores en §” si y solo si {p, X (p)) =0 para todo p € §”, pues T,§” = {p}t.

Ahora aplicaremos la teoria del grado de Brouwer para demostrar una generalizacion
de un teorema cldsico: $? no admite un campo de vectores sin singularidades.

Teorema 8.1.2 (de la bola peluda). $” admite un campo de vectores sin singularidades si y
solo si n es impar.

Demostracion. Probemos primero que si 7 es par entonces S” no admite un campo de
vectores sin singularidades.

Por absurdo, supongamos que existe X € Z'(§”) tal que X (p) # 0 para todo p € §”.
Podemos por lo tanto dividirlo por su norma, asi que suponemos sin pérdida de generalidad
que || X (p)|| =1 paratodo p € §”.

Definamos una homotopia entre la antipoda de §” e id, llegando a una contradiccion
con el ejemplo 7.0.37.2.

Definimos F : §” x [0,7z] — §” como F(p,t) = (cost)p + (sent)X(p). Esta definida,
pues

1

(F(p, ), F(p, 1)) = cosi(t) || plF +2sent cost {p, X (p)) +sen(t) [ X (p)|F = 1
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8.2 En coordenadas

Ademas F(p,0)=p y F(p, ) = —p, por lo tanto F es la homotopia buscada.

Veamos ahora que $%"~! C R*” admite un campo de vectores sin singularidades.
Definimos X : §"~! — R*" como

X(xl" : "x2n) = (xZ’_xl’x4’_x3" : "x2n’_x2n—1)

Claramente X es diferenciable y (p,X(p)) = 0 para todo p € §*"~!, por lo tanto
X e Z(§*71). Ademas || X (p)|| = ||p|| =1 para todo p € §*"~!, luego X es un campo de

vectores en $”~! sin singularidades. O

La demostracion de la primera parte del teorema anterior se resume asi: si existiera un
campo X sin singularidades en §?7, entonces podriamos definir una homotopia entre la
identidad y la antipoda, desplazando cada punto p hacia —p en la direccion del semicirculo
maximo determinado por X (p).

8.2. En coordenadas

Definicién 8.2.1. Sea M C R* una n-variedad, p € M, ¢ : U — M una parametriza-
cién alrededor de p. Sea {e;}, C R” la base canénica. Definimos E; : ¢p(U) — R* como

E(p(q))=dg,(e)
Decimos que {E,}; es el referencial local asociado a la parametrizacion ¢. Observar que
{E;(p)}; es una base de T, M para todo p € p(U).

Proposicién 8.2.2. Sea M C R* una variedad, ¢ : U — ¢(U) C M una parametrizacion y
{E.}. su referencial local asociado. Entonces

a2
F. = o -1
l Z/e:<3xi v >

para todo i. En particular, E, € X (¢(U)) para todo i.

Demostracion. Sea p € U y p = ¢(p). Entonces
o Z Ao
l(p) 9017(61) <8x] (p))k]ez &)x(P)

Obtenemos ahora una manera local de verificar que un campo de vectores es diferen-
ciable:

Corolario 8.2.3. Sea X : M — R* una funcion tal que X(p) € T,M para todo p € M.
Entonces X € X (M) siy s6lo st existe un atlas {¢ : U — M} tal que si X |,y =2, a,E; para
ciertas funciones p(U) — R, entonces a, € C*(p(U)).
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8.3 Pushforward

8.3. Pushforward

Definicion 8.3.1. Sean M C RF y N C R? variedades, y sea f : M — N un difeomor-
fismo. Si X : M — R* es tal que X(p) € T,M para todo p € M, definimos una funcion
f.(X): N — R? tal que £,(X)(q) € TN, llamada el pushforward de X por f, de la siguiente

manera:

fX)Nq)=dfr (X (f 7 (q))
Es decir, si ¢ = f(p) entonces £(X)(q) = d f,(X(p))-

Observacion 8.3.2. Si f no es un difeomorfismo entonces el pushforward no puede definir-
se, en general.

Proposicion 8.3.3. Sea (M) el R-espacio vectorial de las funciones X : M — RF tales que
X(p) € T,M paratodo p € M, de manera que f, : (M) — Z(N). El pushforward satisface
las siguientes propiedades:

2.5 M—LN_24P son difeomorfismos entre variedades, entonces (f o g), = f. 0 g..

3. Si f : M — N es un difeomorfismo entre variedades, entonces f, : (M) — X,(N) es
un isomorfismo de R-espacios vectoriales, y (f 1), = (f.)™".

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

Queremos ver que si X € X' (M) entonces f,(X) € Z'(N). Para ello, encontremos
primero la expresion de f,(X) en coordenadas locales.

Proposicion 8.3.4. Sean M C R* y N variedades y sea f : M — N un difeomorfismo. Sea
X : M — R* una funcion tal que X (p) € T,M para todo p € M. Sean ¢ : U — M y

¢ : V — N parametrizaciones. Sea | la expresion en coordenadas localesde f, ie. f : U — 'V
hace conmutar el siguiente diagrama:

2

ML

4

—
<=

<

U—

f

Sean {E}; y {F,}; los referenciales locales asociados a ¢ y a ¢ respectivamente. Escribimos
Xy =22 a:E; cona; : o(U) — R funciones. Entonces si f(¢(U)) N (V) # 0, se tiene

i,]

of,
][*(X|¢(U))|¢(V) = Z(di of™) 5’_x] of o <P_1> F/' (8.1)
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8.3 Pushforward

En otras palabras, si p € o(U)y q == f(p) € (,b(V),ﬁ = @~ '(p) entonces

Za

P)Fi(q)

Demostracion. Calculemos:
fXNg)=df,(X(p)=df, <Zﬂ > =2 a(p) df,(E(p))
Tenemos entonces que calcular d f,(E;(p))- Si g = ¢~'(¢), entonces
df,(Ep))= dfp(d%(e )= d(fop)(e)
=d($of)s(e) = dgy(dfi(e)

_(%p) (D),
B ij g 3x, :

Esto termina la demostracién. O

Observacion 8.3.5. Cuando calculamos d f,(E;(p)) obtuvimos que la matriz asociada de
df, en las bases {E;}; y {F,}; es la matriz jacobiana de /?, como era esperable.

Observacion 8.3.6. Sea M una n-variedad y X : M — R* tal que X(p) € T,M para todo
p € M. Sea ¢ : U — M una parametrizacion. Escribimos X| ou) = 224;E; con
a; : 9(U) — R. Hagamos un abuso de notacion y consideremos e, € Z'(U) definido
como ¢;(q) =e; paratodo g € U, donde a la derecha e, € R” es el i-ésimo vector de la base
canodnica de R”. Entonces

§0*_1(X|¢(U)) = Z(ﬂz op)e;

i
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

En efecto, esto se deduce de la proposicién 8.3.4 tomando como f a ¢!, o simplemente
aplicando ¢, a la expresion de la derecha.

Corolario 8.3.7. Si f : M — N es un difeomorfismo entre variedades y X € X' (M), entonces
[.X) e X (N).

Demostracion. La expresion (8.1) da una expresion local para el pushforward que prueba
que es diferenciable, en virtud del corolario 8.2.3. O

Por una demostracién libre de coordenadas del corolario anterior, ver [Leelb], p.183,
donde se utiliza que el diferencial total d f : TM — TN es diferenciable.

Observacion 8.3.8. Tenemos entonces definido un mapa f, : X' (M) - X'(N). La pro-
posicion 8.3.3 se adapta a este mapa. De esta forma, el pushforward define un functor
% : Difeo — Vecty, donde Difeo es la categoria cuyos objetos son variedades diferencia-
bles y cuyas flechas son los difeomorfismos.

Para verificar que un campo es diferenciable, basta ver que lo es su expresion en el
espacio euclideo.

Corolario 8.3.9. Sea X : M — R* una funcion tal que X(p) € T,M para todo p € M.
Entonces X € Z' (M) siy solo si existe un atlas {¢ : U — M} tal que ¢~ '(X|,)) € Z'(U)
para toda ¢.

Demostracion. St ¢ : U — M es una parametrizacion, denotemos por {£,}, al referencial
asociado y escribamos X |,y =2, 4,E; con a; : o(U) — R. Entonces

823
X e X (M) <= existe un atlas {¢ : U — M} tal que 4, € C*°(M) para todo :

<> existe un atlas {¢ : U — M} tal que @, 0 9 € C*°(U) para todo :
8.3.6

= existe un atlas {¢ : U — M} tal que go*_l(XLﬂ(U)) € X (U) paratoda ¢
0

8.4. Indice de una singularidad de un campo de vectores

Sea X un campo en una variedad M. Si p € M es tal que X (p) # 0, entonces se puede
demostrar que existen U, U’ C M abiertos, p € U y b : U — U’ un difeomorfismo de tal
forma que 5 lleva las curvas integrales de X|,, en curvas integrales de un campo constante
en U’. Es decir, en un punto donde el campo no se anula, la dinamica es localmente trivial
(ver figura 8.1; ver [Leelb], teorema 9.22 para un enunciado preciso y su demostracion).

Nos interesa entonces el comportamiento del campo en sus singularidades (aisladas):
es alli donde esta la informacion interesante del campo. Gran evidencia de este hecho es el
teorema de Poincaré-Hopf, que demostraremos en este capitulo.
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

Figura 8.1: La dindmica en un punto que no es una singularidad es localmente trivial

Definamos pues el indice de una singularidad aislada de un campo de vectores en una
variedad. Para ello, lo definimos primero para un campo en R”.

8.4.1. EnR”

Definicion 8.4.1. Sea U C R” un abierto y X : U — R” un campo de vectores. Sea z € U

una singularidad aislada de X, es decir, existe ¢ > 0 tal que en B(z, €) la tnica singularidad
de X es z.
Definimos el indice de X en z como ind, (X) = deg X, donde

X(p)
Xl

Es decir, ind_(X) cuantifica el cambio en la direccién de X en torno de z.

X:3B(z,6) > S, X(p)=

Lema 8.4.2. La definicion anterior no depende del ¢ utilizado.

Demostracion. Sean 0 < €, < €, de manera que X no se anula en B(z, ¢ )\ {z}.

Sea M := B(z,¢,)\B(z,¢,). Es una variedad con borde orientada y compacta. Observar
que dM = IB(z,¢,)U(—IB(z,¢,)) con la orientacion borde.

SeaF: M — S" ' F(p)= ”;(E )” Por el lema del borde y la observacion 7.0.28, se tiene

0= deg(F|é'M) = deg(FL?B(z 1) deg(FL?B (z,60) )

terminando la demostracidn. O

Ejemplo 8.4.3. 1. Sea X : R” — R”, X(p) := p, el campo identidad. El origen es una
singularidad aislada, llamada repulsor (ver figura 8.2).

Se tiene que X : 3B(0,1) = "' es )?(p) = p, luego X = id¢,-1 y por lo tanto
indy(X) =degidg-1 = 1.

2. Sea X : R” —» R”, X(p) .= —p. El origen es una singularidad aislada, llamada
atractor.

Se tiene que X :9B(0,1)— §" ! es X(p)=—p, luego X =a,el mapa antipoda de
§”~1. Por lo tanto indy(X) =dega = (—1)".
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

Figura 8.2: Repulsor en R?

3 ©

Figura 8.3: Atractor en R?

3. Sea X : R* - R?, X(x,7) :=(—y,x). Este campo exhibe un fenémeno de circulacion
alrededor del origen (ver figura 8.4). El origen es una singularidad aislada. Su indice
es 1.

4. Sea X : R?* - R?, X(x,7) :=(x,—y). Identificando R? con C, es X(z) =z. El origen
es una singularidad aislada, llamada punto de silla (ver figura 8.5).
Tomando B(0, 1), se observa que X = 4, luego indy(X) = —1 por el ejemplo anterior.

5. Sea X : R? > R?, X(z) := z%. Este campo exhibe un fenémeno de dipolo (ver figura
8.6). El origen es una singularidad aislada. Por el ejemplo 7.0.35.3, es ind,(X ) = 2.

6. Sea X : R? > R?, X(z):=2 (ver figura 8.7). El origen es una singularidad aislada.
Por el ejemplo 7.0.35.3, es ind(X ) = —3.

7. Utilizando el ejemplo 7.0.35.3, podemos conseguir todos los enteros distintos de
cero como indices de una singularidad aislada de algtin campo en R?. El campo de la
figura 8.8 tiene una singularidad aislada en el origen con indice cero.

Verifiquemos que el indice de una singularidad de un campo de vectores se preserva
por pushforwards.
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

Figura 8.4: Circulacion alrededor del origen. Se exhiben algunas curvas integrales.

Figura 8.5: Punto de silla en R?. Se exhiben algunas curvas integrales.

4 ©

Figura 8.6: Dipolo
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

£©

Figura 8.7: Una singularidad de indice —3, con algunas curvas integrales del campo

Figura 8.8: Una singularidad de indice O, con algunas curvas integrales del campo
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

Lema 8.4.4. Sea U C R” un abierto y convexo, y f : U — R” un encaje con f(0) = 0. Sea
X € X (U) con una singularidad aislada en 0. Entonces ind,(X) = indy(f.(X)).!

Demostracion. Supongamos primero que f preserva orientacion.
Por la observacién 5.2.11 que sigue al lema de isotopia, existe una isotopia f, : U — R”
tal que f, = 1dy, f, = f v £,(0) = 0 para todo ¢ € [0,1]. Consideremos los campos

=(/,).(X) e X (f,(U)).

Afirmacion: existe r > 0 tal que f, esta definido en B(0, 7) e Y, no tiene singularidades
en dB(0,r), para todo ¢ € [0,1].

Demostracion: Sea r, > 0 tal que X no tiene singularidades en B(0, r,) \ {0}. Entonces
Y, no tiene singularidades en £,(B(0, 7,)) \ {0}, pues al ser £, un difeomorfismo es d(f,),
un isomorfismo para todo p.

Debemos ver que existe » > 0 tal que B(0, ) C £,(B(0, r,)) para todo ¢ € [0,1].

Supongamos que esto es falso. Existen entonces p, € dB(0,7,),z, € [0,1] tales que
lim, £, (p,) =0. Por compacidad de dB(0, ) y de [0, 1], existen subsucesiones convergen-
tes pn:—> po € dB(0, 1), t, — t € [0,1]. Por lo tanto £, (p,) =0 con p, € dB(0,7,), lo

cual contradice que £, sea un difeomorfismo ya que f, (0)=0y p, #0. [ |
Definimos entonces F : dB(0,7)x [0,1] = §*~! como F(p,t) = |I§ZE§;II' De esta forma,
X() _ o SXP)
F(p.O)=7—n=X(p) vy Fp,1)= = 1.X)(p)
Xl L@

y por lo tanto F es una homotopia entre X y £.(X). Como el grado es invariante por

homotoptas, entonces deg X = deg £.(X) y por lo tanto indy(X) = indy(f.(X

Supongamos ahora que f revierte orientacion. Sea r : R” — R” una reflexion, de
manera que 7 o 7 = idg.. Entonces f = (f o 7)o r: es composicion de un difeomorfismo
que preserva orientacion y una reflexion. Por la parte anterior y las propiedades del
pushforward, basta ver que indy(7,(X)) = ind,(X).

Observar que 7 es una isometria lineal. Supongamos que r(p) = g. Entonces

(¢) _ dn,(X (P)) 7’(X (p))
@I~ 11d7,X()
L ()

!Observar que £,(X) tiene sentido, pues por la observacién 3.0.10 es f(U) abiertoy f : U — f(U) es

r.(X)
)

@)=

r(X(p < (»)
T Ix (p)ll IX ()l

—roXor 1(

un difeomorfismo.
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8.4 Indice de una singularidad de un campo de vectores

o(U)

(D
N

Figura 8.9

L —

Por lo tanto 7 (X) =7 oX oyl

—roXor, y entonces por el ejercicio 6.0.21:
ind(r,(X)) = deg(r. (X)) = deg(r o X o ) = (=1)- deg(X) - (1) = indy(X)

terminando la demostracidn. O

8.4.2. En variedades

Definicion 8.4.5. Sea M una variedad, X € Z'(M)y p € M una singularidad aislada de X.
Sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que ¢(0) = p. Definimos el indice de X en p (ver
figura 8.9) como

ind (X)) =ind, go*_l(X|¢(U))

Para verificar que este concepto esta bien definido, precisamos del siguiente
Lema 8.4.6. La definicion anterior no depende de la pavametrizacion utilizada.

Demostracion. Sean ¢ : U — M, : V — M parametrizaciones tales que ¢(0) = p = ¢(0).
Podemos suponer que ¢(U) = ¢(V). Como R” es localmente convexo, podemos ademas
suponer que U es convexo.

Seaf:U—V, f:=¢ 'og. Observar que f(0)=0.

Sean Y := ¢/ (X| 1)) ¥ Z = ¢ (X|yvy)- Queremos probar que indy(Y) = indy(Z).
Observar que £,(Y) = Z. En efecto,

f()= £ X)) =(F oo™ )X ) = 7 Xy)) =2

La demostracion se termina entonces aplicando el lema 8.4.4. O
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Figura 8.10: En negro, el mapa de Gauss; en rojo, un campo saliente

8.5. Teorema de Poincare-Hopf

8.5.1. Poincaré-Hopf para n-variedades en R”

Definicion 8.5.1. Sea M C R” una n-variedad con borde orientada. Dotando a dM de la
orientacién borde, existe un tinico campo normal saliente y unitario g : IM — §"7': le
llamamos mapa de Gauss de M (o de IM).

Explicitamente, g € 2'(d M) es el tinico campo que satisface g(p) € (7,0 M )t saliente,
llg(p)|| =1, paratodo p € IM.

Un campo X € &' (M) se dice saliente si (X (p), g(p)) > 0 para todo p € IM, i.e. si

X(p)y g(p) forman un angulo en (—Z, Z) para todo p € d M (ver figura 2?).

22
Probaremos primero el teorema de Poincaré-Hopf en el contexto de la definicion
anterior.
Observacion 8.5.2. St M es compacta, entonces un campo en M tiene solo singularidades

aisladas si y solo si tiene finitas singularidades.

Lema 8.5.3. Sea M C R” una n-variedad compacta con borde orientada, y sea X € Z' (M)
un con finitas singularidades, sin singularidades en d M. Entonces

Z ind (X) = deg)/(\

X(p)=0
donde X : OM — §"' estd definido como )/(\(p) = —Iéggll'
Demostracion. Sean py,..., p;, € M las singularidades de X. Como son aisladas, existen

. k
B; C M bolas de centro p; dos a dos disjuntas. Sea N = M \ | B;; es una n-variedad
i=1
compacta con borde donde X no tiene singularidades (ver figura 8.11). Dotamos a N de la
misma orientacion que M.
X

Sea F : N — §"~! definida como F(p) = ﬁ. Por definicion, degF|,, = ind, (X)

para todo : yF|(9M:§.
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Figura 8.11

k
Observar que N = dM U | J(—IB;) pues la orientacién de I B; como borde de N es
i=1
la opuesta a la que le induce M. Por el lema del borde, tenemos que deg F|,, =0, y en
virtud de la observacién 7.0.28,

k k
O:dengM—ZdengBi = degX:Zindpl_(X)

=1 =1
terminando la demostracidn. O

Ahora ya podemos probar un caso particular del teorema de Poincaré-Hopf, que nos
servira en la demostracion del caso general.

Proposicion 8.5.4. Sea M C R” una n-variedad compacta con borde orientada, y sea X un
campo saliente en M con finitas singularidades. Entonces

Z ind (X)=degg

X(p)=0
donde g es el mapa de Gauss de M.

Demostracién. Utilizando la nomenclatura del lema 8.5.3, sélo nos falta probar que deg X =
deg g. Para ello, veamos que X y g son mapas homotdpicos.

. 9M % T0.1 n1 defin; )= L8@HI-0X(p)
Sea G2 IM > [0,1] — §" definida como Glp, 1) = 7rmmrz oy

Esta bien definida, i.e. £ g(p)+(1—1)X(p) # 0 paratodo (p, t): en efecto, parat =0y

<0
1

t =1esclaro, y parat #0,1sifuera tg(p)+(1— t))?(p) =0, entonces )/(\(p) =—g(p)
lo cual contradice que X sea saliente.

Por lo tanto G es una homotopia entre G, = X y G, = g, lo cual termina la demostra-
cidn. O
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

8.5.2. Singularidades no degeneradas

Para demostrar el teorema de Poincaré-Hopf estudiaremos primero el caso en que
las singularidades del campo son no degeneradas. Definimos primero este concepto en
abiertos de R”, y luego en variedades.

Definicion 8.5.5. Sea U C R” un abierto, y X : U — R” un campo de vectores. Sea
p € U una singularidad de X. Decimos que p es una singularidad no degenerada de X si
dX,:R” —R” es un isomorfismo lineal, i.e. si X es un difeomorfismo local en p.

Ejemplo 8.5.6. (cf. ejemplo 8.4.3)

1 0

1. Sea X(x,y) = (x,y) el repulsor. Entonces d X, = <O )

> y por lo tanto O es una

singularidad no degenerada de indice 1.

2. Sea X(x,y) =(—x,—y) el atractor. Entonces d X, = <_1 0 > y por lo tanto 0 es

0 -1
una singularidad no degenerada de indice 1.

3. Sea X(x,y)=(x,—y) el punto de silla. Entonces d X, = <C1) Ol> y por lo tanto 0

es una singularidad no degenerada de indice —1.

4. Sea X (x,y)=(—2y,2x) una homotecia de la circulacion. Entonces d X, = <g _02>

y por lo tanto O es una singularidad no degenerada de indice 1.

El lector habra observado que todas las singularidades no degeneradas de este ejemplo
tienen indice £1, que es ademas el signo de la transformacion lineal d X,,. Probaremos que
esto vale en general en la proposicion 8.5.10.

Ahora extendemos la definicion de singularidad no degenerada a variedades.
Lema 8.5.7. Sea M C R* una n-variedad, X € 2 (M) y p € M una singularidad de X. En-

tonces dX,: T,M — R* cumple dX (T,M)CT,M,ysig:U—R"esuna parametrizacion
con ¢(0) = p, entonces el siguiente diagrama conmuta:

dX,
I M———TM

d?’oT Td%

n R}’l

d(p (X))o
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Demostracion. Sea ¢ : U — M una parametrizacion con ¢(0) = p y {E,}, su referencial

X|¢(U) = Z“iEi

local asociado. Escribimos

donde a; € C=(p(U)).

Observar que 4;(p) = 0 para todo 7, pues 0 = X(p) = >, 4,(p)E;(p), pero como
{E,(p)}; es base de T, M, entonces a,(p) =0 para todo i.

Sea V€ T,M, V = dgy(v) con v € T,U = R”. Entonces v = ¢(0) para cierta
a:(—€,¢)— U con a(0)=0.

4X,(V) = dX, (dgy(0))
2 d(X 0 p)y(v)
=d(X 0 ), 0(4(0)
r.c. d

S q| Xepean

—— d
=2 (ﬂio<ﬂooz)(t)Ei(p)—i-zal-(p)a (E;0poa)(t)

=2 —| (aopoa)t) E(p)

z t=0

Como {E;(p)}; es base de T, M, esto prueba que dX (V)€ T, M.

Probemos ahora que el diagrama conmuta. Dado v € R”, lo escribimos como antes:
v = ¢(0) para cierta @ : (—¢,€) — U con a(0) =0. Siguiendo la cuenta donde la dejamos,

d
F|_(@ore L)

= Z d(a; 0 ) ,0(@(0)E(p)
= Z d(a; 0 9)o(v)d pq(e;)

=dg, <Z d(a; 0 9)o(v) ei>
Para terminar de probar que el diagrama conmuta, basta ver que

D d(@;09)(0) ¢ = d(p (X, 0))(©)

1

dX,(doy(v) =D

[
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Pero esto es cierto, pues por la observacion 8.3.6 se tiene que

%_1(X|¢(U)) = Z(ﬂi op)e, O

2

Definicion 8.5.8. Sea M una variedad, X € Z'(M) y p € M una singularidad de X.
Decimos que p es una singularidad no degenerada sid X, : T,M — T M es un isomorfismo
lineal.

Observacion 8.5.9. Por el teorema de la funcidn inversa, un campo es un difeomorfismo
local en una singularidad no degenerada, por lo tanto las singularidades no degeneradas
son aisladas.

Proposicion 8.5.10. Sea M una variedad y X € Z'(M). S1 p € M es una singularidad no
degenerada de X, entonces ind (X)) = sg(d X ,); en particular, ind (X)) = £1.

Demostracion. Basta probarlo para el caso de un campo en un abierto U C R” con la
singularidad no degenerada en 0.

En efecto: sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que ¢(0) = p. Entonces por de-
finicién, ind,(X) = indo(go*_l(X|¢(U))). Por el lema 8.5.7, como d¢, es un isomorfismo
entonces d X, es un isomorfismo si y solo si d(¢'(X|,)) lo es. Es decir, p es una singu-
laridad no degenerada de M siy s6lo si 0 es una singularidad no degenerada de ¢ ~'(X|,,1;))-
Esto prueba la afirmacion.

Suponemos entonces que X € X'(U) donde U C R” es abierto, y 0 € U es una
singularidad no degenerada de X.

Por el teorema de la funcidn inversa, existe U, C U un entorno abierto y convexo de 0
tal que X(UJ,) es abierto y X/, : Uy — X () es un difeomorfismo.

Supongamos primero que X |;; preserva orientacion, de manera que sg(dX;) = 1. Por
la observacidn 5.2.11 que sigue al lema de isotopia, existe una isotopia X, : U, — R” tal
que X,(0) =0 paratodo ¢t € [0,1], X, = X|,, y X, =1d.

Sea a > 0 tal que B(0,4) C U,. Como X, es difeomorfismo para todo ¢t y X,(0) =0,
entonces X, no tiene singularidades en dB(0,4) para todo ¢. Definimos

_ X
X ()l

idaB(O,u)

F:3B(0,a)x [0,1] = S,  F(p,t):

Entonces F es una homotopia entre F, = X y F, = que tiene grado 1, luego

a

1=degX =ind,(X), y esto termina la demostracién en este caso.

Supongamos ahora que X|;; revierte orientacion, de manera que sg(dX;) = —1. Pode-
mos achicar U, para que (x,%,,...,x,) € U= (—x,%,,...,x,) € U,. La misma demostra-
cién de recién, mutatis mutandis, prueba que X es homotépico a ~ como en la observacion
5.2.11. Como deg = = —1, esto termina la demostracion. O
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Ejemplo 8.5.11. = Toda singularidad no degenerada tiene indice %1, pero el reciproco
es falso: hay singularidades con indice 1 que son degeneradas.

En efecto, sea X : R? — R? definido como X (x,y) = (x(x*+y?),y(x*+7?)). Entonces
0 es una singularidad aislada de X, y en cualquier circunferencia en torno de X se
tiene que X es la identidad, luego ind,(X) = 1. Sin embargo,

3 +y* 2xy 00
dX<°’°>:< —\o o
00)

2xy  x?+3y?
» Por el lema anterior, las singularidades de los ejemplos de 8.4.3 que tienen indice
# +1 deben ser degeneradas.

luego 0 es una singularidad degenerada de X.

Veamos ahora que podemos “explotar” una singularidad degenerada en un niimero
finito de singularidades no degeneradas, sin alterar el indice total.

Teorema 8.5.12. Sean M una n-variedad compacta y X € Z' (M) un campo con finitas
singularidades. Existe un campo Y € Z (M) tal que todas sus singularidades son no degeneradas
y 2 ind,(X)= > ind (Y).
X(p)=0 Y(q)=0

Demostracion. Sea p € M una singularidad de X. Sea ¢ : U — M una parametrizacién
tal que ¢(0) = p y tal que en ¢(U) la tnica singularidad de X es p. Por definicion,
ind (X)) = indy(¢. (X)) con ¢~ 1(X) € (V). Esgribarnos X, ::_go*_l(X).

Sean B, B, C U bolas centradas en 0 tales que B, C B. Como B\ B, es compacto, existe
r o= minq g, 1Xo(@)l]- Observar que como X no tiene singularidades en ¢(U) \ {p}
entonces X, no tiene singularidades en U \ {0}. Por lo tanto » > 0.

Sea P U — [0,1] una funcién chichén tal que pz-=1, p[y = 0. Por el teorema de
Sard, existe v € R” valor regular de X, tal que ||2]| < 5.

Definimos Y, € Z'(U) como Y, = X, — pv. Observar que Y, coincide con X fuera de
B. Ademas, las singularidades de Y}, deben estar en B,. En efecto, si ¢ € U \ B entonces
Y,(q9) =X,(q) #0, y si g € B\ By, entonces

>r <r/2

1Y@l =11X:(2) - p(@)2ll > 1Xo(g)l | — p(@)lI]l > 5 >0

Por lo tanto, como Y| 5, =X, — v, entonces g es una singularidad de Y}, siy solo si g € B,
y Xo(q) = .

Ahora bien, las singularidades de Y} son no degeneradas. En efecto, si ¢ € U es una
singularidad de Y, entonces g € By y Xy(q) = v. Como Y| = Xy|z — v, entonces
d(Yy), = d(X,), que es sobreyectivo (y por lo tanto un isomorfismo) pues v es valor regu-

lar de X;,. Por lo tando d(Y), es un isomorfismo, i.e. ¢ es una singularidad no degenerada
de Y.
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Ademas, > ind (Y;)=indy(X;). En efecto, si io : dB — §"7! est4 definido como

Yo(9)=0
% _ X@) _ Y9 : — v — :
X(q)= Tt = T entonces indy(X,) =deg X, = > ind (Y;) por el lema 8.5.3.

Yo(9)=0
Observar que Y|y 5 = X\ 5- De esta forma, si hacemos este procedimiento con todas

las singularidades de X y hacemos el pushforward de todos los campos Y, obtenidos,
podemos pegarlos a un campo Y € Z' (M) que cumple lo deseado. O

8.5.3. Poincaré-Hopf en general

Ahora ya podemos demostrar el teorema de Poincaré-Hopf. Utilizaremos los resulta-
dos de la seccién C.1.

Teorema 8.5.13 (Poincaré-Hopf). Sean M C R* una variedad compactay X € % (M) un
campo con un nimero finito de singularidades. Sea € > 0 tal que N_(M) satisface el teorema
del entorno tubular (teorema B.2.2). Entonces

Z ind (X)=degg

X(p)=0

donde g : IN.(M) — S*=' es el mapa de Gauss de N (M), considerando a N (M) con la

orientacion de RF.

Demostracion. Por el teorema 8.5.12, podemos suponer que las singularidades de X son
no degeneradas.

La idea es extender X a un campo Y € Z'(N_(M)) saliente que tenga las mismas sin-
gularidades que X y que tengan el mismo indice; aplicandole a Y la proposicion 8.5.4 se
concluira el teorema.

Definimos Y : N (M) — R* como Y(p +v) = X(p) + v, para todo p + v € N.(M)
en la escritura del teorema del entorno tubular (que llamaremos escritura estandar en el
resto de la prueba; ver figura 8.12). Observar que Y(x) = X (7(x))+ x — r(x) para todo
x € N.(M), luego Y es diferenciable. Claramente Y|, = X.

Verifiquemos que Y es saliente a N_(M), i.e. que (Y(x),g(x)) > 0 para todo
x € dN_(M). Para ello debemos calcular g.

Sea ¢ : N.(M) — R definida como ¢(p + v) = ||v||* para todo p +v € N.(M) en
escritura estandar. Observar que dN_ (M) = ¢~ !(¢?), luego T (I N.(M)) = {V(x)}! para
todo x € IN_(M) (proposicidén C.1.3). Ademas V(x) es un vector saliente (proposicion
C.1.7).

Entonces g(x) = 23

Vo)l

para todo x € dN_(M). Para calcular g debemos entonces
calcular V.

Afirmacion: Vo(p +v) = 2v paratodo p 4+ v € N (M) en escritura estandar.
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8.5 Teorema de Poincaré-Hopf

Figura 8.12: El campo Y

Demostracion: Sea x = p +v € N, (M) en escritura estandar. Para calcular Vg(x) basta
calcular dg .

Sea V € T (N.(M)). Entonces V = &(0), donde « : I — N_(M) es una curva con
a(0) = x. Pora todo t € I podemos escribir a(t) = p(t)+ v(t) en escritura estandar. De
esta forma, p +v = p(0)+ v(0) y por lo tanto p = p(0),v = v(0). Ahora,

r.c. d d
do (V)= p(p(t)+o(t)= - lo()IF

dt
t=0 t=0 t=0

= 2(v(0),9(0)) = 2(v(0), p(0) + 9(0)) = 2(v(0), ¢(0)) = (22, V)

donde en x usamos que (v(0), #(0)) =0 ya que v(0) € TP(O)Ml y p(O) €T, M.
Como (Vo(p+v),V)=dg,, (V)=(2v,V) paratodo V € T, (N.(M)), esto prueba
que Vo(p +v)=2v. [ ]

En conclusion, g(p +v)= 2 paratodo p + v € IN, (M) en escritura estandar.
Ahora podemos verificar que Y es un campo saliente. Sea p+v € dN_(M) en escritura
estandar. Entonces

eT,M 1
v 1 j4 ETlp_lM 62
(Y(p+o)glp+o) = (X(p)+o=) == | (X(p), T )4llolf | ===e>0
€ € e — €

=0

Observar que las singularidades de Y son las de X: en efecto, si p +v € N (M) esta en
escritura estandar, entonces como X(p)e T, My v e T,M 4

Y(p+v)=0<= X(p)+v=0<= X(p)=0=v <= p+oveMyX(p+v)=0
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Por la proposicion 8.5.4, 3 ind,(Y) = degg. Como las singularidades de X y las de
Y(p)=0
Y coinciden, basta probar que ind (Y) = ind ,(X) para toda singularidad de X Sea p € M

una singularidad de X.

Como estamos asumiendo que las singularidades de X son no degeneradas, enton-
ces por la proposicion 8.5.10 se tiene que ind (X) = sg(dX,). Veamos entonces que
det(dX,) = det(dY,). Esto probara que sg(dX,) = sg(dY,) y que las singularidades de
Y son no degeneradas, de manera que ind,(Y) = sg(dY,). Se tendra, pues, la igualdad
ind,(Y) =ind,(X), lo cual terminara la demostracion.

Descomponemos R* = I MoT,M Ly calculamos d Y,: R* — R* en cada sumando
directo.

» Seav € TPMJ'. Sea o : I — N (M) definida como a(t) = p + tv: esta bien definida
para [ suficientemente chico de manera que ||tv|| < € para todo ¢ € I. Tenemos
a(0) = p,a(0) = .

Ahora calculamos:

d
Y(p+tv)=—

d
Y(a(t) = — -

" (X(p)+iv)=v

t=0

r.c. d
de(’U) = a

t=0 t=0

de donde d YP|T,, L= idTP e

= Sea u € T,M. Entonces #» = &(0) para cierta curva a : [ — M tal que 2(0) = p.
Ahora calculamos:

e, d
T

Y|y=X d
Y(a(e) = +

t=0

dY (u)

» X(a(1)) = dX,(a(0)) = dX ()

t=0

y por lo tanto dYP|TpM =dX,.

dx, do
0 id,
TpM

En definitiva, d Y, = <

demostracién. O

> y por lo tanto detdY, = detdX,. Esto termina la

8.6. Caracteristica de Euler

Por el corolario C.2.11, en toda variedad compacta existe un campo de vectores con
finitas singularidades. En virtud de este resultado y del teorema de Poincaré-Hopf podemos
hacer la siguiente definicién.
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Definicion 8.6.1. Sea M una variedad compacta y X € (M) con finitas singularidades.
Definimos la caracteristica de Euler de M como X(M)= 3. ind (X).
X(p)=0

Observacion 8.6.2. En virtud del ejercicio recién mencionado y del teorema 8.5.12 se tiene
entonces que toda variedad compacta admite un campo de vectores cuyas singularidades
son no degeneradas.

Observacion 8.6.3. La caracteristica de Euler de una variedad compacta se define clasicamen-
te de otra manera, utilizando triangulaciones. Se prueba que ambas definiciones coinciden.
Ver [GP], capitulo 3, §7, u [OR], §7.4 para mas detalles.

Ejercicio 8.6.4. Probar que si M y N son variedades difeomorfas, entonces X (M) = X (N).

El ejercicio anterior nos dice que la caracteristica de Euler es un invariante diferenciable.
El teorema de Poincaré-Hopf muestra entonces la obstruccion topoldgica que una variedad
compacta dada impone a los campos de vectores que admite: sus singularidades no pueden
ser de cualquier tipo.

Proposicion 8.6.5. Sean M, N wvariedades compactas. Entonces y (M x N)= y (M)y(N).

Demostracion. Sean X € X'(M),Y € X (N) campos de vectores cuyas singularidades son
no degeneradas. Sea Z € X' (M x N) definido como Z = (X,Y). Sea (p,q) € M x N una

singularidad de Z, i.e. X (p) :d)zf(qo) =0.

Observar que dZ, = av, ), luego como p y g son singularidades no degenera-
das de X y de Y respectivamente, se tiene que (p,q) es una singularidad no degenerada de
Z. Tenemos entonces que ind, (Z) =sg(dZ, ) =sg(dX,)sg(dY,).

Por lo tanto

XMxN)= > ind, (Z)= > sg(dX,)sg(dY,)

Z(p,q)=0 X(p)=0
Y(q)=0
= > ind,(X) > ind (Y)
X(p)=0 Y(q)=0
=X (M)X(N) O

2 sinespar

Ejemplo 8.6.6. 1. X(§")= : para todo 7 definimos el campo norte-sur

O si#nesimpar

en §”:es X : §” — R"*! definido como
X(p)=Pr (S) =Py, () =S = (S, p)p

donde Py, indica la proyeccion ortogonal sobre el subespacio W,y § = —e, es el
polo sur (ver figura 8.13). Sea N = ¢, el polo norte.
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S

Figura 8.13: Campo norte-sur en S?

Observar que N y § son las tnicas singularidades de X. Ademas, ind,(X) =1 (pues
X=id)e indg(X) = (—1)" (pues en este caso X = a siendo 4 el mapa antipodal de
Sn—l)‘

Entonces X (5") = 1+ (—1)" obteniendo lo que buscabamos. En particular, §? tiene
caracteristica de Euler 2, y podemos concluir el teorema de la bola peluda como caso
particular del teorema de Poincaré-Hopf.

2. Sea T™ :=(8')" el toro n-dimensional. Entonces X (T™) =0, pues en virtud del item
anterior y de la proposicién 8.6.5 se tiene que X (77) = (X (S'))* =0.

Proposicion 8.6.7. Sean M una n-variedad y T : R” — R” una isometria lineal. Sea
X € X (M) un campo con una singularidad en p € M. Entonces

ind (7 0 X) =sg(7T)ind (X)

Demostracion. Observar primero que como 7 es una isometria lineal, entonces es un
isomorfismo lineal y por lo tanto las singularidades de 7" o0 X son las de X.

Tenemos que ind (7 0 X) = deg(T/o}) donde ToX IB(p,e) — §"! estd definida

como T oX(x)= % Entonces explotando el hecho que T es una isometria lineal se

tiene, para x € M,

ToX(x)= T(X(x) _T(X(x) _ T< X(x) > _ TR ()
T Xl

[1X ()l

de donde T/o} — T oX. Por lo tanto
ind (T 0 X) = deg(T 0 X) = deg(T) deg(X) = sg(T)ind (X) O
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Veamos ahora que la caracteristica de Euler solo es interesante para variedades de
dimension par:

Proposicion 8.6.8. Sea M una variedad compacta de dimension impar. Entonces y (M) = 0.

Demostracion. Sean X € X' (M) con finitas singularidades y » = dim M. Consideremos
—X € Z'(M): tiene las mismas singularidades. Observar que por la proposicién 8.6.7 se
tiene que ind,(—X) = sg(a)ind (X) = (=1)"ind ,(X) = —ind (X) siendo a : R” — R”,
a(x) := —x. Entonces

X(M)= > ind (-X)== D ind,(X)=-X (M)

—X(p)=0 X(p)=0
y por lo tanto X (M) =0. O

Observacion 8.6.9. Se puede probar que si M es una variedad compacta y conexa tal que
X (M) =0 entonces admite un campo de vectores sin singularidades (ver p.146 de [GP]).
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Capitulo 9

Teorema de Gauss-Bonnet

En la seccién 8.5.1 definimos el mapa de Gauss para el borde de una 7-variedad orien-
tada con borde en R”. Observar que en este caso dM es una (n — 1) variedad en R”, que
consideramos orientada con la orientacién borde. Podemos entonces definir el mapa de
Gauss con mas generalidad.

Definicidon 9.0.10. Decimos que M C R"*! es una hipersuperficie si es una n-variedad
compacta orientada. El mapa de Gauss de una hipersuperficie es el campo normal saliente y
unitario g : M — §”, donde saliente significa que si p € M y (v,,...,v,) es una base positiva
de T, M, entonces (g(p), v, --,v,) es una base positiva de R"*' con la orientacion usual.

Observar que no se precisa que M sea compacta para que la definicion del mapa de
Gauss tenga sentido, sin embargo lo definimos en este caso porque es el que nos interesa.
Notamos ademas que en realidad en el caso compacto y conexo esta definicidén no generali-
za realmente a la anterior, pues toda hipersuperficie compacta y conexa es el borde de una
variedad (ver teorema de separacién de Jordan-Brouwer, [GP] p. 89).

Del teorema de Poincaré-Hopf tenemos que si M C RF es una variedad compacta,
entonces X (M) = degG donde G : N, (M) — S¥~! es el mapa de Gauss del entorno
tubular. ¢Qué pasa si M C R"*! es una hipersuperficie?

Si dimM es impar, ya vimos que X (M) = 0. Pero si no, si M C R**! es una hipersu-
perficie, probemos que X (M) =2deg g donde g : M — §?" es el mapa de Gauss de M (ver
figura 9.1).

Teorema 9.0.11. Sea M C R*"*! una hipersuperficiey g : M — S*" el mapa de Ganss de M.
Entonces y (M) =2degg.

Demostracion. Definamos un campo adecuado en M para calcular X (M).

Por el teorema de Sard, existe @ € $*” valor regular de g y de —g. De esta forma, a y
—a son valores regulares de g. Proyectamos ortogonalmente —a sobre 7, M 'y a ese vector
le llamamos X (p) (ver figura 9.2), i.e.

—a=(-a,g(p)g(p)+X(p) = X(p)={(a,g(p))g(p)—a
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Figura 9.1: X (§?) =2 = 2deg(g). En rojo, la esfera §?; la regién delimitada por las otras
dos esferas concéntricas forman un entorno tubular N_(§?), del cual esta dibujado el mapa
de Gauss. Es clave observar que el grado de la antipoda de §? es —1, y la esfera de adentro
de IN._(S?) esta orientada negativamente. Por lo tanto el grado del mapa de Gauss del
entorno tubular es 14 (—1)(—1) = 2. Este caso es sencillo porque es facil calcular el grado
del mapa de Gauss de un entorno tubular de $2. Una parte importante de la prueba del
teorema 9.0.11 es definir un campo X en la hipersuperficie a partir del cual calcular X (M).
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Figura 9.2

Tenemos entonces definido X € Z'(M).
Hallémosle las singularidades a X. Tenemos que X(p) =0 <= a = (a,2(p))g(p)-
Por lo tanto st X (p) =0, tomando normas conseguimos que 1= (a, g(p)). De esta forma,

X(p)=0<= g(p)==a

lo cual es, de hecho, geométricamente claro de la definicion de X.
Como a y —a son valores regulares de g, entonces g~'(a) y g~!(—a) son finitos, por el

lema 1.0.5. Por lo tanto X tiene finitas singularidades, y entonces X(M)= 3> ind (X).
X(p)=0
Ahora queremos calcular estos indices.

Afirmacion: Si p € M es una singularidad de X, entonces d.X, =+dg,, donde g(p) =
+a. En particular, las singularidades de X son no degeneradas.

Demostracion: Sea v € T,M. Entonces v = &(0) para cierta curva a : (—¢,¢) — M con
a(0) = p. Calculemos:

r.c. d d
X, 3 Xe0)=g| (oaE@)sem)-a
- . d
= <d,a g(a(t))> 8(a(0)+ {e.8(() 7| gla(t)

= (a,dg,(v))g(p)+(a,g(p))dg,(v)
Ahora bien, (g(a(2)), g(a(t))) = 1 para todo ¢, derivando obtenemos

d

I (g(a(t)g(a(t)) =0 => 2(g(p).dg,(v))=0 => (da,dg,(v))=0

t=0

y por lo tanto {a,d g ,(v)) = 0. Del calculo anterior deducimos que

dX,(0) = (a,g(p))dg,(v) = (a,a)d g, (v) = £d g, (v)

para todo v € T, M, y por lo tanto dX, = +£dg, si g(p) = +a. En ambos casos d.X,
es un isomorfismo, pues tanto a como —a son valores regulares de g, de donde d g, es

71



sobreyectivo y por lo tanto +d g, = d X, es un isomorfismo. [ |

Por la proposicion 8.5.10, obtenemos que si ind ,(X) = sg(d X)) para toda singularidad
p €M de X. Calculemos la caracteristica de Euler de M:

X(M)= Z ind (X) = Z ind (X) + Z ind  (

X(p)=0 g(p)=a
= Z sg(dX,)+ Z sg(dX,)
g(p)=a (p)==a

= Z sg(dg,)+ Z sg(—dg,)
g(p)=—a

=deg(g) +(=1)" > sg(dg,)
g(p)=—a

= 2deg(g)

donde en = usamos la proposicién 8.6.7. Esto termina la demostracion. O

Veamos ahora la formula del grado, que vincula la operacidn analitica de integracion
con el invariante topoldgico del grado. Primero, un lema.

Lema 9.0.12. Sean M,N dos n-variedades compactas orientadas. Sean f,g : M — N mapas
homotdpicos. Si w € Y (N), entonces [ f*(w)= [ g"(w
i M

Demostracion. Sea F : [0,1] x M — N una homotopia, con F;, = f y F, = g. Sea
w € QN*(N). Consideremos F*(w) € Q27([0,1] x M). Observemos que como w es una
n-forma y dim N = n, entonces dw = 0, de manera que 0 = F*(dw) € Q"*([0,1] x M).
Ahora aplicamos el teorema de Stokes, donde en [0,1] X M consideramos la orientacion
producto (ver seccion 2.1). Recordando que el pull-back y la derivada exterior conmutan,
obtenemos, utilizando la proposicion 1.3.3:

0= o= o = = e e

terminando la demostracidn. O

Teorema 9.0.13 (Formula del grado). Sean M,N dos n-variedades compactas orientadas,
con N conexa. Sea | : M — N un mapa diferenciable. Si co € Q*(N), entonces

| rer=des | ©.1)

Observacion 9.0.14. Este teorema generaliza el teorema de Calculo IIT que dice que si f
, . N L .
es ademés un difeomorfismo, entonces [, f*(w) == [, w segln si f preserva o revierte
. .y oo ./
orientacién. Utilizaremos este teorema en su demostracion.
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Demostracion. Caso local: si y € N es un valor regular de f, entonces existe U C N
entorno abierto de y tal que para toda w € Q*(N) con sopw C U, se cumple la férmula
9.1).

Demostracion del caso local: Por el lema de la pila de discos, existe U C N un entorno
abierto de y tal que f~'(U) = J U;, donde U, C M son abiertos dos a dos disjuntos tales

=1

que f|g; : U; = U es un difeomorfismo para todo z.

Sea w € N*(N) con sopw C U. De Calculo III sabemos que sop f*(w) = f ' (sop w),
y por lo tanto sop f*(w) C f~'(U) = U.. Ahora calculamos:

=1

| =], re=X| re
M L=JU i=1 Y
= if (fly)(w)= ﬁsg(a’fxl_)j w por la observacion 9.0.14
i=1Jy =1 U

| X s ] [ o=ders | o C

xef7'(y)

Ahora demostremos el caso general. Por el teorema de Sard, existe y € N valor regular
de f.Sea U C N un entorno abierto de y como en el enunciado del caso local. Por el lema
de homogeneidad, para todo z € N existe b, : N — N un difeomorfismo isotdpico a idy
tal que h,(y) = z. Entonces N = | J{z} = | h,(U). Entonces {h,(U)},c es un cubri-

zeEN zeN
miento abierto de N que es una variedad compacta: admite entonces un subcubrimiento

finito que denotamos % = {h,(U),...,h, (U)}.

Sea w € V*(N).Sea{p,,...,p,,} una particion de la unidad subordinada al cubrimiento
9 . Podemos entonces descomponer w = w;+-+-+ w,, con sopw,; C h,(U) para todo z,
definiendo w; = p,w para todo 7. Probemos el lema para ;. Como h; es isotdpico a idy,
entonces 4, o f es homotdpico a f. Observar que

sop(h;(e;))=h'(sopw;) C b (h,(U))=

y por lo tanto le podemos aplicar el caso local a w,. Usando ademas el resultado del lema
9.0.12, conseguimos:

Jf f (h o F)( Jf :dengNh o

Ahora bien, al ser b, : N — N un difeomorfismo isotopico a id,, preserva orientacion.
Por la observacién 9.0.14, es [, h*(w;) = [, w,, y de la férmula anterior concluimos que
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Ahora basta usar la linealidad de la integral:

[ re= fo<Zw> Z f Zdegf e

Ya podemos meternos de lleno con el teorema de Gauss-Bonnet.

Definicidon 9.0.15. Sea M C R"*! una hipersuperficie. Definimos la curvatura Gaussiana
de M como K : M — R, K(p)=det(d g,) para todo p € M.

Observar que K € C*(M).

Observacion 9.0.16. Si g : M — §” es el mapa de Gauss de una hipersuperficie y p € M,
entoncesdg,: T,M — T, S".

Observemos que T, ,,S" = T,M. En efecto, (g(p),v) =0 para todo v € T, M al ser
g normal, y (g(p),w ) = O para todo w € T, ,\S", pues en general (x,w) =0 para todo
xeS" we T §”. Al ser T MyT,,S" subespa01os de dlmensmn n — 1, se tiene entonces
que T,M = {g(p W= S ypor lotanto T,M =T,

En conclusion, dgp T M —T,M.

La magnitud de la curvatura en un punto mide “cuan curvado” esta el espacio en ese
punto, midiendo cuan rapido se mueve el vector normal en un entorno de ese punto.

La curvatura en un punto es un dato geométrico, que claramente no se preserva por
difeomorfismos de la variedad. Algo muy interesante que el teorema de Gauss-Bonnet
nos da es que la integral global de la curvatura si es invariante por difeomorfismos de
la variedad, pues se expresa a través de la caracteristica de Euler que es un invariante
diferenciable (ejercicio 8.6.4).

Teorema 9.0.17 (Gauss-Bonnet). Sea M C R*** una hipersuperficie. Entonces

J KdV = %)((M)vol(SZ”)

donde dV € Q" (M) es la forma de volumen de M.

Demostracion. Sea g : M — S?" el mapa de Gauss de M. Sea w € Q(§?") la forma de
volumen de §*”. Entonces por la f6rmula del grado y el teorema 9.0.11, se tiene que

1
JM g (w)=degg Jszn o = deg(g)vol(§*") = EX(M)VOI(SZ”)

Basta ver entonces que g*(w) =Kd V. Sea p € M. Entonces aplicando una proposicion de
Calculo IIT sobre el pull-back lineal al mapa dg,: T,M — T,M, obtenemos que

g (w)(p)=dg (w(g(p))) =det(dg,)e(g(p))
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Ahora basta ver que w(g(p)) =d V(p). Para ver esto, observemos que la forma multilineal
w(g(p)) € A(T,yS*") = A*(T,M) vale 1 en toda base ortonormal positiva por ser w
la forma de volumen de $?7, luego por ser dV la forma de volumen de M debe ser
w(g(p))=dV(p). Esto termina la demostracion. O

Ejemplo 9.0.18. Sea S una superficie regular. El teorema de Gauss-Bonnet dice entonces
que

LKdV =27 X (M)
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Apéndice A
Grupos de matrices

Nuestro objetivo en este apéndice es probar que el espacio topologico
GL'(R):={A €GL,(R): detA > 0}

€S Conexo.

A.1. SO(n) es conexo

Definicion A.1.1. Un grupo G es un grupo topoldgico si es ademas un espacio topologico
tal que las operaciones G X G — G,(g,h)— gh y G — G, g — g~ son continuas, donde
G x G tiene la topologia producto.

Si X es un espacio topoldgico y G es un grupo topologico, una accion continua de G
en X es una accion G X X — X que es una funcion continua.

Ejemplo A.1.2. 1. St G es un grupo topoldgico y H < G es un subgrupo, entonces
G/H, el conjunto cociente, es un espacio topologico con la topologia cociente.

2. GL,(R) es un grupo topolégico con la topologia heredada de R, para todo 7 > 1.
La acciéon GL (R) x R” — R”, A- x := Ax es una accion continua.

3. Sea n > 1. Definimos el grupo ortogonal O(n) y el grupo especial ortogonal SO(n),

O(n)={AeGL (R):A'A=1}, SO(n):={A€O(n):detA=1}

Son subgrupos de GL_(R), y son por lo tanto grupos topoldgicos con la topologia
del subespacio.

Se puede probar que O(7) es isomorfo al grupo de simetrias de §”, y que SO(#) es
isomorfo al grupo de rotaciones de §” (es decir, de las simetrias de $” que preservan
orientacion).
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A.1 5O(n) es conexo

4. En virtud del item anterior, SO(7 + 1) actia en $” como A - v := Av. Es una accién
continua, y es transitiva.

En efecto, si v,w € §”, tomemos {v,,...,v,,,} C T,8" y {w,,...,w, .} C T,$"
bases ortonormales positivas, donde §” esta orientada como borde de B”.

Como v y w son salientes a §?, entonces {v,2;,...,v, 1}, {w, ©,,...,w,,  } CR"*!
son bases ortonormales positivas, asi que existe A € SO(n + 1) que lleva la primera
en la segunda, por algebra lineal. Esta cumple Av = w.

Lema A.1.3. Si G es un grupo topoldgico y H < G es un subgrupo, entonces el mapa cociente
7w: G — G/H es abierto.

Demostracion. Sea U C G abierto. Por definicion de la topologia cociente, 7(U) C G/H
es abierto siy sélo si 77! (U) C G es abierto.
Observar que n'n(U)=UH = | J Uh, y que G — G, g — gh es un homeomor-

heH
fismo para todo h € H tal que la imagen de U es Uh. Asi que Ub es abierto para todo
h € H, luego UH es abierto y por lo tanto 7t(U) es abierto. O

Lema A.1.4. Sean G un grupo topoldgico compacto, X un espacio topologico Hausdorff y
x € X. Si G actita continua y transitivamente sobre X, entonces G [Stab(x) es homeomorfo a
X, donde Stab(x) < G denota el estabilizador de x en G.

Demostracion. Por la propiedad universal del cociente para espacios topologicos, si
H := Stab(x) entonces existe una tnica funcién continua ¢ : G/H — X que hace conmu-
tar el siguiente diagrama:

G2 x

G/H

En efecto, si g ~ g’ entonces g-x = g’ x, pues si g’ = gh con b € Stab(x) entonces
g -x=(gh)-x=g-(h-x)=g-x. Queda entonces definida ¢ mediante p(gH)=g - x.
Como G es compacto y 7 es continua y sobreyectiva, entonces G/H es compacto. Co-
mo ademas X es Hausdorfl, entonces ¢ es cerrada. Para ver que ¢ es un homeomorfismo,
basta verificar entonces que ¢ es biyectiva.
& es inyectiva:

P(gH)=p(g'H)=>g-x=g'-x=>g 'g'eStab(x)=H => g’ = gh

para cierto h € H, luego ¢H = ¢'H.
& es sobreyectiva: si y € X, como la accion de G en X es transitiva entonces existe
g€ Grtalque g-x =1y, luego p(gH)=1y. O

Proposicion A.1.5. O(n) es compacto para todo n > 1.
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A.1 5O(n) es conexo

Demostracion. Consideremos la norma ||A|| :=sup, ¢ ||Av|| en GL,(R). Esta norma defi-
ne en GL, (R) la topologfa que tiene como subconjunto de R”, pues todas las normas en
R” son equivalentes.

Si A € O(n) entonces Av € §” para todo v € §” y por lo tanto ||A|| = 1, luego
O(n) c GL,(R) es acotado.

Ademis O(n) C R™ es cerrado, pues O(z) = f~1(I) donde f : M (R) — M, (R) es el
mapa continuo f(A) :=A"A.

Entonces O(7) C R” es cerrado y acotado, y por lo tanto es compacto. O

Corolario A.1.6. SO(n) es compacto para todo n > 1.

Demostracion. Observar que SO(n) = det™'(I), donde det : O(n) — R es la funcién
determinante, que es una funcién continua. Por lo tanto SO() C O(n) es cerrado. Como
O(n) es compacto, entonces SO(n) es compacto. O

SO(n)~ { <§ ?) .Be SO(n)}

luego podemos considerar SO(n) < SO(n +1).

Observar que

SO(n+1)
$O(n)

Proposicion A.1.7. es homeomorfo a S”.

Demostracion. En el ejemplo A.1.2.4 describimos una accion continua y transitiva de
SO(n+1)en §”. Consideremos e, :=(0,...,0,1) € §”, H := Stab(e ). Entonces se verifica
facilmente que

H={AeSO(n+1):4e,=¢,}={(59):BeSO(n)} =SO(n)

Por el corolario A.1.6, tenemos que SO(7 + 1) es compacto. Se aplica entonces el lema
A.1.4 para concluir que SO(n + 1)/SO(n) es homeomorfo a §”. O

Una extension de grupos topologicos conexos es conexa:

Lema A.1.8. Sea G un grupo topoldgico y H < G un subgrupo. Si H y G/H son conexos,
entonces G es conexo.

Demostracion. Supongamos que G no es conexo, y por lo tanto G=UUV con U,V C G
abiertos disjuntos no vacios. Por lo tanto G/H = 7(G) = n(U)U7n (V). Veamos que 7(U)
y 7(V) son disjuntos, llegando a una contradiccion porque 7(U), (V') son abiertos por
el lema A.1.3 y G/H es conexo por hipdtesis.

Supongamos que 7t(U) y 7t(V') no son disjuntos. Existe entonces x € 7(U)N7(V), es
decir: existen » € U,v € V,h € H tales que # = b - v. Por lo tanto

H‘vﬂU;é@

| (A1)
HoNV #0 puesid,eH,veV
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A.2 GL(R) es conexo

Ahora, H es conexo y Hv es homeomorfo a H, asi que Hv es conexo. Por otro lado,
como G = UUV entonces Hv = (HvNU)U(HvNV) es una descomposicion en abiertos
no vacios por (A.1), que son disjuntos pues U NV =0, llegando a una contradiccion. [

Corolario A.1.9. SO(n) es conexo para todo n > 1.

Demostracién. Por induccion en n. Claramente SO(1) = {1} es conexo. Supongamos
ahora que SO(7n) es conexo.
Por el lema A.1.7, SO(n +1)/SO(n) es homeomorfo a §”. Tanto §” como SO(n) son

conexos, asi que se aplica el lema A.1.8 para concluir que SO(7 + 1) es conexo. O

A.2. GL'(R) es conexo

Teorema A.2.1. GL'(R) es conexo para todo n > 1.

Demostracion. Recordemos de algebra lineal la descomposicion polar: si A € GL, (R), en-
tonces hay una tnica descomposicion A = PO donde P es una matriz simétrica positiva
(i.e. (Pv,v) > 0 paratodo v #0) y O es una matriz ortogonal.

Sea A€ GL](R) y A= PO su descomposicion polar. Observar que como P es simétri-
A 0
ca, es diagonalizable: P =T T~'. Como P es positiva, si Pv = Av, v £0
0 A,
entonces (Pv,v) = A||v]| > 0, de donde A > 0. Por lo tanto los valores propios 4; de P son
POSItIVOS.
En particular, P tiene determinante positivo. Esto implica que O tiene determinante

positivo, pues 0 < detA =det P det O.

Para probar el teorema veremos que podemos unir A con la identidad 7, pues asi vemos
que GL(R) es conexo por caminos y por lo tanto conexo.

Para ver esto, basta ver que podemos unir A con O por una curva en GL¥(R), pues
como SO(n) es conexo podemos unir O con I por una curva en SO(n) C GL'(R), y
concatenandolas habremos unido A con /.

Unamos primero P con I por una curva en GLY(R). Si ¢ € [0, 1], definimos

4+ (1—1)4A, 0
=T 7!
0 t+(1-1)A,
Sea @ : [0,1] — GL(R) definida como a(¢) = P,. Es una curva continua que une

P con I. Por lo tanto ¢ — P,O es una curva continua que une PO = A con /0 = O,
terminando la demostracion (ver figura A.1). O
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A.2 GL(R) es conexo

GL*(R)

Figura A.1

Sea GL (R):={A€GL,(R):detA <0}.
Corolario A.2.2. Las componentes conexas de GL,(R) son GL(R) y GL_(R).

Demostracion. La funcion determinante det : GL (R) — R\ {0} es continua, asi que
tenemos una descomposicion GL,(R) = GL(R) UGL_(R), donde ambos son abiertos
disjuntos no vacios. Basta ver que ambos son conexos.

Por el teorema A.2.1, GLT(R) es conexo. Sea A € GL (R). La funcién

GL:(R) — GL;(R), X —AX

es un homeomorfismo, asi que GL_(R) es conexo, terminando la demostracion. O
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Apéndice B

Teorema del entorno tubular

B.1. Fibrado normal

Para construir el entorno tubular de una variedad, construimos primero el fibrado
normal.

Definicién B.1.1. Sea M C R* una variedad. Definimos el fibrado normal de M,
T*M={(p,v): peM,v € T,M"} CR* xR
Observar que esta definicién depende fuertemente del espacio ambiente R¥.

Lema B.1.2. Si A : R* — R*" es una transformacion lineal sobreyectiva, entonces su tras-
puesta A* : RF" — R* es inyectiva, y su imagen es (ker A)*.

Demostracion. » A’ es inyectiva: si A'x =0, entonces 0 = (A’x,y) = (x,Ay) para todo
y € RF. Como A es sobreyectiva, esto implica que (x, x’) = 0 para todo x’ € R¥~", y
por lo tanto x =0.

= Im(A?) C (kerA)t: sean x € R*~",y € ker A. Entonces
(Ax,9) = (x, 4y} = {x,0) =0
y por lo tanto A*x € (ker A)*.

» ImA* = (kerA)': pues uno est incluido en el otro y
dimImA* =k — n = dim(ker A)* O

Proposicién B.1.3. Sea M C R* una variedad. Entonces T+M es una variedad de dimension

k.
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B.1 Fibrado normal

TiM
(V)

T N—

P
Figura B.1

Demostracion. Sea n=dimM. Por el corolario 3.0.11, si p € M entonces existe W C R*
un entorno abierto de p y una sumersién g : W — R*~" tal que U := W NM = g~1(0).
Sea 7 : TYM — M la proyeccién, 7(g,v) := q (ver figura B.1). Es continua por ser la
restriccion de la funcién continua R¥ x R* —R¥, (¢,7) — g.
Por el lema B.1.2, dg' : R*™" — (kerd g, ) = T,M* es un isomorfismo para todo
x € U, y entonces el siguiente mapa esta bien definido y es biyectivo:

¢:UxR" 5 7 (U)c THM, P(x,0):=(x,d g (v))

Si probamos que ¢ es un difeomorfismo entonces ya esta, pues como U es difeomorfo
aun abierto de R” entonces el entorno 77'(U) de (p, v) resultara difeomorfo a un abierto
de R*. Por el corolario 3.0.8, basta ver que ¢ es una inmersién y un homeomorfismo
sobre su imagen.

= ¢ es una inmersion: sea (x,v) € U x R¥~". Entonces
Aoy T.M x T,(RF") > R* x R?

por el ejercicio B.1.4.

Sea (X,V) € T,M x T,(RF="). Entonces X = &(0),V = IB(O) para ciertas curvas
a:(—e,€) =M, B:(—€,€)— R tales que 2(0) = x, B(0) = v,
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B.1 Fibrado normal

Sea G(x,v) =dg!(v), de forma que ¢(x,v) = (x, G(x,v)). Entonces

H(a(t), 5(1))

t=0

r.c. d
d¢(x,7/)(X! V) = a

r.c. . aG gG .
e < (0), 5-(a(0), B0) &(0)+ 5 (a(0), ) ,6<0>>

(96 . 96
- \Hgpn X gyt

aG
- <X,Z<x,v>x+dg;<v>> (B.1)

Por lo tanto si d ¢, (X, V)=(0,0) entonces X =0, de donde dg!(V) =01y por lo
tanto V =0 tamblen por ser d g un isomorfismo. Esto prueba que d¢, (X, V)
es inyectiva.

» ¢ es un homeomorfismo: resta probar que ¢! es continua. Para ver esto, veamos
que si ¢(x,,,v,) — ¢(x,v) entonces x,, — x,v, — V.

X, :x,dtv N x,'vzx,d o X, —>X
H(x,50,)=(x,5dg, (v,) > dx,0)=(x,dg (v)) = dg! (v,)—dg!(2)

Si existe N tal que v, =0 para todo 7 > N, entonces d g!(v,) =0 para todo n > N,
y entonces d g!(v) =0, de donde v =0y v, — v.

En caso contrario, (v,) tiene una subsucesion (que seguiremos llamando (v,)) tal
que v, # 0 para todo 7.

Afirmacion (v,) esta acotada.

Demostracién Supongamos que no lo esta. Existe pues una subsucesion (v, ) tal que
||, || = co. Entonces

7)71
dg! (v,)=lv,|ldg! : (B.2)
" w9,

Como S§' es compacta, tomando otra subsucesidn si fuera necesario, podemos supo-

’U
ner que L —ze S
nk

Como ¢ es continua, entonces dg <”v—”> —dgi(z)#O0yaquez#0ydg!
es un isomorfismo. Por lo tanto por (B.2) debe ser [|dg’ (v, )| — oo, lo cual es
"k

absurdo pues dg;nk (v,,) = dgl(v). |
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B.2 Entornos tubulares

Entonces toda subsucesién (v, ) de (v,) tiene una subsucesién convergente,

v,, — , donde w depende de la subsucesion (v, ). Como ¢ es continua, entonces

gb(xnk , 'vnk — ¢)(x,w), pero ademas gb(xnkj , fvnkj) ¢(x,v), luego d(x,v) = d(x,w).

Al ser ¢ blyectlva, debe ser v = w y por lo tanto Uy, - Esto prueba que
v, — . [

Ejercicio B.1.4. Sean M, N variedades. Entonces 7, (M x N) = T,M x T, N para todo
(prg) €M xN.

Observacion B.1.5. Se tiene que T(x,o)(TiM )=T.M x (T_M)*. En efecto, la ecuacién (B.1)
nos da que para todo (X, V)€ T.M x T,(RF"),

aG
A X, V)= <X,E(x,O)X+dg:(V)> (B.3)

Observar ahora que E—G(x 0) X =0. En efecto: sea h(x) := G(x,0). Sea a : (—¢,¢) > U

tal que x = 2(0), X = ¢(0). Entonces

G(a(t),0)= —

G 0) X =db, o“—°‘d
——(x,0) (())—5 "

) _d
e (a(t)=

t=0

a’g;(t)(O) =0

t=0

t=0

Entonces la ecuacion (B.3) nos da d ¢, (X, V)= (X,dg!(V)), y por lo tanto

tT(x,())(tTL‘/M) = Imd¢(x,0) = TxM X (thZM)L

B.2. Entornos tubulares

Definicién B.2.1. Sea M C R* una variedad, y sea € > 0. Definimos el e-entorno tubular
de M como el conjunto cerrado de puntos en R* a distancia < € de M:

N(M):={yeR*:3peM ||p—y||<¢}
={p+‘0€Rk cpeEM,||v|| <€}

Al ser N (M) C R cerrado, es una k-variedad con borde para todo € > 0. El siguiente
teorema afirma que para todo ¢ suficientemente chico se tiene que todo punto de N (M)
tiene un Unico punto mas cercano en M.

Teorema B.2.2 (del entorno tubular). Sea M C R* una n-variedad compacta. Para todo
¢ > O suficientemente chico se tiene que N (M) es una k-variedad con borde de manera que
todo elemento de N (M) se puede escribir de manera sinica como p+v,conp €M yv e T,M 1
tal que ||v|| < €. Los puntos del borde son aguellos con ||v|| = e.

Se cumple también que para tales €, el mapa r : N.(M) — M, r(p +v) = p donde
pEM,ve TPML,||7)|| < ¢ es diferenciable.
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B.2 Entornos tubulares

g~ ((—00,€’])

Figura B.2

Demostracion. Sea g : T*M — R definida como g(x,v) =||v||*. De esta forma, para todo
€ >0,
g (=00, ) = {(x,0) € T M : [|o|| < ¢} (B.4)

(ver figura B.2).

Veamos que todo €* > 0 es valor regular de g, probando que (B.4) es una k-variedad
con borde, cuyo borde es g7!(¢?) = {(x,v) € T*M : ||v|| = €} (teorema 2.2.2).

Sea entonces (X, V)€ T.M x T,(R*="). Por lo tanto X = ¢(0), V = [3(0) para ciertas
curvas @ : (—e, €)= M, 3:(—¢,€) — RF7 tales que (0) = x, 3(0) = v. Entonces

r.c. d
A8 X> V)= 1B =2(5(0), f(0)) =2(v, V)

t=0

d
gl A= 3

Zlf por lo tanto d g, ,, =2(v,—) # 0'si v #0. Esto prueba que todo ¢* > 0 es valor regular
eg.

Ahora trasladamos los vectores de g~!((—o0, ¢?]) a donde deben estar. Consideremos
la funcién diferenciable f : T*M — R* definida como f(x,v) = x + v. Observar que para
todo € >0,

f(g7!((—o00,e’]) = N(M)

Probaremos que £/, es un difeomorfismo sobre su imagen para todo € > 0 su-

((=00,e?)

ficientemente chico. Por el ejercicio B.2.3, basta ver que £/, 2y, es un difeomorfismo

((—o0ye
local inyectivo para todo € > 0 suficientemente chico.

Por la observacion B.1.5 se tiene que T(x’o)(TLM )=T.M x (T M)*. De esta forma,
df oy TMx(TMY > R*,  df, (X, V)=X+V

pues £ es la restriccion de la transformacién lineal R” x R¥=” — R*, (X, V) — X 4+ V. Por
lo tanto, identificando T, M x (T, M)" ~ T .M & (T, M) =R*, se obtiene d f o =idgs, y
en particular es un isomorfismo.

Por el teorema de la funcién inversa, para todo x € M existe W, C T+M un entorno
abierto de (x,0) tal que f(W,) es abierto y f|y, : W, — f(W,) es un difeomorfismo.
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B.2 Entornos tubulares

Wi

Figura B.3: (x,v),(y,w) € W,

Los conjuntos W, forman un cubrimiento abierto de M x 0 en T+M. Como M es com-
pacta, M x 0 se cubre con una cantidad finita de estos abiertos: llamémosles {W, ,..., W, }.

Por el lema del cubrimiento de Lebesgue, para todo ¢ > 0 suficientemente chico se
tiene que si (x, ), (y,w) € T*M verifican ||x — y||,||[2||,||w|| < 2¢ entonces (x,v),(y,w)
pertenecen a un mismo W, (ver figura B.3).

Esto prueba que f1,-1_,2) es un difeomorfismo local para todo ¢ > 0 suficientemen-
te chico, pues si (x,v) € g71((—o0, €?)), entonces g(x,v) =||v||* < €% i.e. ||v|| < ¢, y por
lo tanto (x,v) € W_ donde f es un difeomorfismo local.

Ademés f|g_]((—00,(2)
el parrafo anterior, entonces si (x,v),(y, @) € g~ ((—o0, €2)), i.e. ||2||,||w|| < €, y cumplen
f(x,v)=f(y,w), i.e. x +v =y + w, entonces

) es inyectiva para todo € > 0 suficientemente chico: si € es como en

llx =l =lv—wl| < [lol|+||w]|| < 2

y por lo tanto (x,v),(y,w) pertenecen a un mismo W, donde f es un difeomorfismo
sobre su imagen. Como f(x,v) = f(y,w), esto prueba que (x,v) = (y,w) y por lo tanto
Flg1((cooye?y €8 inyectiva.

Hemos probado entonces que f,-1(_,, ) es un difeomorfismo sobre f(g~!((—o0, ¢?)))
para todo € > 0 suficientemente chico. Por definicion de f, esto prueba que todo punto de
f (g7 ((—o0,€?))) se escribe de manera tinica como p+v con pEM, v € Tle, l|o|| <e.

Esto también es cierto para N (M) = f(g~'((—o0, €])) para € suficientemente chico,
pues si ¢ satistace que f/,-1(_, 2 es un difeomorfismo sobre su imagen para todo ¢ tal
que 0 < € < €, entonces f|,-1_,, 2 es un difeomorfismo sobre N (M) para todo e tal
que 0 < € < ¢, y por lo tanto tales ¢ satisfacen la conclusion del teorema.

Probemos ahora que la funcién r definida en el enunciado es diferenciable. Dado
un € que satisface la conclusién del teorema, sea 7w : g7!((—o0, €?]) = M definida como
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B.2 Entornos tubulares

Figura B.4

7(p,v) = p. Esta funcion es diferenciable, pues es la restriccion de la funcion diferenciable
R x RF — R*,(p,v)— p. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N(M)—1—M (B.5)

€

(f|g—1<<_oo,52]>>_1l n
g (=00, €7])

Entonces 7 es composicion de funciones diferenciables, y por lo tanto es diferenciable. [

Ejercicio B.2.3. Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades. Si f es un difeo-
morfismo local inyectivo, entonces /(M) C N es abierto (y por tanto es una variedad), y
/ es un difeomorfismo sobre su imagen.

Observacion B.2.4. 1. En la demostracion del teorema, cuando encontramos un €’ para
el que todos los puntos de todo N (M) y no solo los de f(g~'((—oo, €?))) se escriben
de manera unica como p+v,p € M,v € TPMJ',H'UH < ¢, para todo € < €, fue

realmente necesario achicar el ¢’. Por ejemplo, B(0,2) C R? es un entorno tubular
de §': es N,(S'), pero el origen no tiene una Gnica escritura p + v como requerimos.

2. Lafuncion r del teorema es una retraccion de N (M) sobre M, 1.e. satisface r|,, = 1d,,.
Ademas es una sumersion, pues el diagrama (B.5) exhibe a 7 como composicion de
dos sumersiones.

3. N_(M) es difeomorfa a M X [—¢, €] y en particular es compacta ya que M lo es, y es
orientable pues es una k-variedad con borde en R¥ y por lo tanto la podemos dotar

de la orientacién de R*.

4. La conclusion del teorema es falsa si M no es compacta (ver figura B.4).

Sin embargo, si permitimos que el ¢ del entorno tubular varie diferenciablemente
con el punto, entonces si existe un teorema de entorno tubular incluso para varieda-
des no compactas (ver [Leel], teorema 10.19).
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Apéndice C
Campos gradiente

El objetivo de este apéndice es introducir los campos gradiente en variedades, probar
sus propiedades basicas, y dar una aplicacion a la existencia de campos de vectores cuyas
singularidades son aisladas.

C.1. Propiedades basicas

Recordar que si U CR” es abiertoy g : U — R es una funcién diferenciable, entonces
Vg : U — R” es un campo de vectores (diferenciable). Generalicemos esto.

Definicién C.1.1. Si M C R¥ es una variedad y f : M — R es una funcién, definimos
el gradiente de f como Vf : M — R* mediante el teorema de representacién de Riesz:
considerando df, : T,M — R, existe un Ginico vector en 7, M, que llamamos Vf(p), que

cumple df, = (Vf(p),—).

Observacion C.1.2. Si M es un abierto de R* y £ es diferenciable, este gradiente coincide
con el gradiente clasico.

Proposicién C.1.3. Sea M una variedad y f € C(M). Si a € R es tal que f~'(a) es una
variedad, entonces T,(f ~'(a)) = {VF(p)}* paratodo p € M.

Demostracion. Por la proposicion 2.2.3, se tiene que 7,(f~'(a)) = kerdf,. Como
df,=(Vf(p),—), entonces kerd f, = {VF£(p)}t, de donde T,(f'(a)= Vi)t O

Encontremos la expresion del gradiente de una funcidn en coordenadas locales.
Sean M una n-variedad, ¢ : U — M una parametrizacién y {£,}, su referencial local

asociado. Sea g;; : (U) — R definida como g; (p) = (E;(p), £;(p)). Como E; € X (¢(U))
para todo z, entonces g;; € C*(¢(U)) paratodo 7,;.
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C.1 Propiedades basicas

Observemos ahora que para todo p € ¢(U) la matriz (g;;(p)) es definida positiva, i.c.
es simétrica y cumple 37, - g;.(p)x;x; > 0 para todo x = (xy,...,x,) € R” tal que x #0.
Claramente es simétrica, y ademas si x =(xy5...,%,) Z0, entonces

Zgu M =D (do,(e).d,(e)xx
]

= <d% <ine,.> do, (;xje].) >

= ||d90q(x1’ ° "xn)”z > 0

pues d g, es un isomorfismo y x # 0.

En particular, (g;;(p)) es invertible, pues toda matriz definida positiva es invertible (en
efecto, si A € M (R) es una matriz definida positiva, entonces v*Av > 0 para todo v # 0;
en particular, Av # 0 para todo v #0, i.e. A tiene rango 7 y por lo tanto es invertible).

Definimos entonces (g*/(p)) = (g;;(p))™". Observar que g/ € C*(¢(U)) para todo
I,].

Lema C.1.4. Sea M una variedad, f : M — R una funcion, ¢ : U — M una parametrizacion
y{E;}, su referencial local asociado. Entonces

dfoy N
(Vf)|¢(U):Z< gx oy > §"E;

i,] ]

: gD(U) — R.

Demosm.zczon. Escribimos (Vf)|, ;) = 2.;4;E; para ciertas funciones 4;
Ahora, si p € M, entonces

df,(E(p))=(V/(p)E(p)) = <Zﬂ Ei(p), Ei( > Zﬂ ?)&i(p
Por otro lado, si p = ¢(g) entonces se tiene, gracias a la observacién C.1.2:
df(Ep)=df,(dp,(e)=d(f op),(e;)

d(fo
= (V(f o g)a)e) = <Z ‘;”xf”’<q>e,.,ei>

_d(fog)
N ax;

(q)

Juntando estas dos expresiones se obtiene que

_ 9 e9)
Za P)&i;(p dx.

1

(q)
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C.2 Existencia de campos de vectores cuyas singularidades son aisladas

Esta es la expresion del producto de la matriz (g;;(p)) por el vector (4,(p)); invirtiendo la
matriz, se obtiene
I(fop)
x

ai(p)=28"(P)—5

(q)

Como (Vf)| ) = 22 4;E;> concluimos que

d(f o N
VOl :Z < (gx ?) °99_1> g E, O

L] J

Corolario C.1.5. Si M es una variedad y f € C*(M), entonces Vf € Z (M).
Demostracion. Se deduce del corolario 8.2.3. O

Observacién C.1.6. De la proposicion anterior y la observacion 8.3.6, deducimos que

d(f o
o (V)= <§x, :

i,] ]

(g709)e

La siguiente proposicion con N = R” es un resultado de Calculo III. La misma demos-
tracion se adapta a este caso mas general.

Proposicion C.1.7. Sea N una variedady f : N — R una funcion diferenciable que tiene a
a € R como valor regular, de manera gue M := f~'((—o0,a]) es una variedad con borde tal

que IM = f~'(a). Sea p € IM. Entonces Vf(p) € T,M es un vector saliente a M.

C.2. Existencia de campos de vectores cuyas singularida-
des son aisladas

Observacion C.2.1. Si M es una variedad y f € C*®(M), entonces p es una singularidad de
Vf siy solo si es un punto critico de £, por definicién: d f, = (Vf(p), ).

Recordemos que si U C R” es un abierto y f : U — R es una funcidn diferenciable
con un punto critico en ¢, decimos que ¢ es un punto critico no degenerado si el diferencial
segundo d’f, :R” — R” es un isomorfismo, i.e. si la matriz hessiana H = (%(q))

es invertible.

Definicion C.2.2. Sea M una variedad y f € C®(M) tal que p € M es un punto critico
de f. Sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que ¢(0) = p. Decimos que p es un punto
critico 7o degenerado de f si 0 es un punto critico no degenerado de f o9 € C*(U).
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C.2 Existencia de campos de vectores cuyas singularidades son aisladas

Debemos ver que la definicion anterior tiene sentido, i.e. que no depende de la eleccion
de la parametrizacion. Sean ¢ : U — M, ¢ : V — M parametrizaciones tales que ¢(0) =
? = ¢(0). Podemos suponer que ¢(U) = ¢(V). Si 0 es un punto critico no degenerado de
f o ¢, debemos ver que también lo es de f o ). Observar que f o = (f o )0 h, donde

h:U—V esh=¢ ' ogp. Basta entonces demostrar el siguiente

Lema C.2.3. Sea U CR” abiertoy f € C®(U) tal gue O es un punto critico no degenerado
de f. Sea V. CR” abiertoy h : V — U un difeomorfismo tal gue h(0) = 0. Entonces O es un
punto critico no degenerado de f o h.

Demostracion. Sea f~ = fobh,ysean H y H las matrices hessianas de f y f~ en O respecti-
vamente. Debemos ver que si det(H) # 0 entonces det(H) # 0. Ahora bien,

Of | ronm Of
Q_xj(x)

L
A g—xs( (x))gx} x

]

Derivando de nuevo y evaluando en cero, como »(0) = 0 entonces

*f o *f  3h, b, Af I,
Z3x,3xs(o)3x-(O)va(o)-i_zg_xs(O)

z ] s

= 0
3xix]- gxix]-( )

7,8

. 2f o
Como 0 es un punto critico de f, entonces a—xs(O) =0 paratodo s y por lo tanto la segunda
sumatoria es nula. La férmula anterior se convierte entonces en el desarrollo del coeficiente

(i,7) de un producto de matrices, de manera que
H=(dh,)'Hdh,

Como 5 es un difeomorfismo, entonces d A, es un isomorfismo, y por lo tanto det(d 4,) # 0.
De esta forma, como det(H) = det(d h,)* det(H) obtenemos que si det(H) # O entonces
det(H) # 0, terminando la demostracidn. O

Proposicion C.2.4. Sea M una variedad y | € C™(M). Entonces p € M es una singularidad
no degenerada de V f si y solo si es un punto critico no degenerado de f .

Demostracion. Sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que ¢(0) = p. Si p es una singula-
ridad de V£, o equivalentemente un punto critico de f (observacion C.2.1), entonces por
el lema 8.5.7 se tiene que d(Vf), : T,M — T, M y el siguiente diagrama conmuta:

d(V
T,M % .M

d%T T“’%

n n

5
d(@ (V)lp)o
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C.2 Existencia de campos de vectores cuyas singularidades son aisladas

Como d ¢, son isomorfismos, entonces p es una singularidad no degenerada de Vf siy
sélo si d(o ' (V) o(0)))o €s un isomorfismo. Calculemos este diferencial, utilizando la
observacion C.1.6,

_1 Vf O_Zd< f°§0) §0)> e,

]

8 (o} .. .. 8 o
=Z< 220 d(e ogo>o+g~<p>d< (f;xf”)> >

J

Ahora bien, si p es un punto critico de f, entonces 0 es un punto critico de f o ¢, pues

d(foo), = df,odp, =0 por ser df, = 0. Por lo tanto V(f 0 ¢)(0) = 0 y entonces

a(af—;;”)(O) =0 para todo j. De esta forma, el calculo anterior sigue as:

- d(fo
Ao~ (VP = 28" () d < gﬂ)

i,]

_ (i U o)
=(g (P))i,j<d< dx; >o>i

y d*(f o
= (&P, (Z #)

= (gij(p))i,j (dz(f ° ?)o,i) ,

donde d*(f o @), ; es la i-ésima coordenada del diferencial segundo d*(f o ¢): R” — R”".
Como (g"(p)); ; es una matriz invertible, entonces d TVl ywy))o(w) =0siy solo

sid*(f o), (v)=0paratodo i,siy solosi d*(f op)(v O Entonces Ao (V) w

es un isomorfismo si y sélo si d*(f o @) lo es.

Esto prueba que p es una singularidad no degenerada de V f siy s6lo si 0 es un punto
critico no degenerado de . O

C.2.1. Funciones de Morse

Definicion C.2.5. Sea M una variedad y f € C®(M). Decimos que f es una funcion de
Morse si sus puntos criticos son no degenerados.

Nuestro objetivo ahora es ver que hay “muchas” funciones de Morse.
Primero, un lema de algebra lineal.

Lema C.2.6. Sea V un R-espacio vectorial con producto interno, y sea {e,,...,e,} C 'V
una base ortonormal. Sea W C 'V un subespacio de dimension n > 1. Existen i,,...,1, tales
gque Psly, : W — S es un isomorfismo, donde S es el subespacio generado por {e; ,....e; } y
Pg:V — § es la proyeccion ortogonal sobre S.
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C.2 Existencia de campos de vectores cuyas singularidades son aisladas

k

Demostracion. Sea B ={w,,...,w,} una base de W. Escribamos w, = 3 A’e; para todo
=1 z
1=

r=1,...,n.

Sea A= (A7), , € My, (R) la matriz que en la columna r tiene los coeficientes de w,.
Observar que las columnas de A son linealmente independientes pues los vectores w, lo
son. Por lo tanto la matriz A tiene rango 7, y en particular existen 7 filas linealmente
independientes, llamémosles i,,...,7, .

Sea S el subespacio generado por 6 ={e; ,...,¢; }. Observar que la matriz asociada a
Pl de la base 98 ala base 6 es la matriz (/12 );» € M,(R) que resulta de quedarse solo
con las filas de A que encontramos recién. En efecto,

n n k n
Pl (w,) = Z(wr’eij>eij = Z <Z ’{:et’eij > € = Z ’{,'r].eij
j=1 j=1 \ =1 j=1

Esto prueba que Pg|y, es un isomorfismo, pues tiene una matriz asociada cuyas filas
son linealmente independientes. O

La variedad R” c R* admite un sistema de coordenadas muy sencillo, que consiste
en poner ceros en k — n coordenadas de R*. Veamos que localmente podemos hacer algo
analogo para variedades M C R* cualesquiera.

Lema C.2.7. ' Sea M C R* una variedad de dimensién n > 1, p € M y {e;}, la base candnica
de R. Existen indices i,,...,1, y un sistema de coordenadas ) : W — (W) C S ~R”, donde
W C M es un entorno abierto de p y S C R es el subespacio generado por {e;--e b

Demostracion. Por el lema C.2.6, existen i,,...,1, tales que si § C R* es el subespacio
. ; . TRk
generado por {e; ,...,¢; } entonces P|Tp u: T,M — S esun isomorfismo, donde P : R* — §

es la proyeccion ortogonal sobre §.
Consideremos P|;, : M — S. Entonces d(P|,,),, = P|Tp u: T,M — S esun isomorfismo.
Por el teorema de la funcién inversa, existe W C M tal que P(W) C S es abierto y

Ply : W — P(W) es un difeomorfismo. Definiendo ¢ = P|, terminamos la demostracion.
[l

Dados una variedad M C R* y un punto a € R*, definimos f* € C*(M) como
f=f+la, =) ie f4(p)=f(p)+{a, p) paratodo p € M.

Lema C.2.8. Sea U CR” un abiertoy f € C°(U). Entonces * : U — R es una funcion de
Morse para casi todo a € R” (con la medida de Lebesgue de R”).

Demostracion. St x =(xy,...,x,)€ U ya=(ay...,a,) €R", entonces

fa(x):f(x)+xldl+"'+xndn

'Ver [Leelb], teorema 5.8 para el enunciado general, remplazando M C R* por M c N donde M es una
subvariedad de N.
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de manera que %(x) = %(x) + ¢, para todo 7, y por lo tanto V(f*) =V f +a. De esta
forma, x es un pulnto critico de fesiysolosi Vf(x)=—

Observar ademas que f y f* tienen derivadas segundas iguales, luego para todo x la
matriz hessiana de /“ en x es la matriz asociada al diferencial segundo d?f, =d(Vf),

En conclusion, todo punto critico de f“ es no degenerado si y solo si —a es valor
regular de V /. Por el teorema de Sard, —a es valor regular de V£ para casi todo @ € R”,
concluyendo la demostracion. O

Proposicién C.2.9. Sea M C RF una variedad y f € C*(M). Entonces f* es una funcion de
Morse para casi todo a € RF (con la medida de Lebesgue de RF).

Demostracion. Dado p € M, consideramos un sistema de coordenadas como en el lema
C.2.7. Por el segundo axioma de numerabilidad, podemos cubrir M con entornos coorde-
nados como en el lema.

Sea W uno de estos entornos coordenados, y sea ¢ : W — R” el sistema de coordenadas.
Componiendo con una isometria si es necesario, podemos suponer que ¢ proyecta W
en el subespacio generado por los primeros # vectores candnicos de R¥, de forma que
considerando W C R” x RF™", es (x,,x,) = x,.

Dados c e R*" y b € R”, definamos Jiv.e) € CZ((W)) como sigue, y calculemos:

f(b,c)(Sb(x f(oc (x
=f(x)

=f(x)
f(x)
flbe

(byc)

)+ (b, d(x) (C.1)
+{(0,¢),x) + ( » p(x))

+{((0, ) x) +((6,0),x) por def. de ¢
+{(b,c),x)

)

(C.2)

—~
=

Observemos que (f(o,c))b =fpoisix €W,

def (C 2) (C 1)

(fro)" ($(0) = fioo () + (b, h(x)) = £ by g(x2)) =" fu,0($(x))

Podemos entonces aplicar el lema C.2.8: para todo ¢ € R¥™" y casi todo & € R” se tiene
que f, .y es de Morse. Pero la igualdad (C.2) muestra que f, ,o ¢ = f9|,,; como ¢ es
un difeomorfismo, esto prueba que £, es de Morse para todo ¢ y casi todo &.

Sea Dy, el conjunto de puntos 2 € R¥ tales que f“|, no es una funcién de Morse. Lo
recién probado muestra que para todo ¢ € R~ se tiene que Dy, N (R” x ¢) C R* tiene
medida cero.

Por el teorema de Fubini (que podemos aplicar por el ejercicio 20, p. 47 de [GP]) se
tiene que Dy, C R* tiene medida cero. Como el conjunto de puntos 2 € R tal que f* no
es de Morse es la union de los Dy, que son una cantidad numerable, deducimos que f“ es
de Morse para casi todo a. O
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Observacion C.2.10. = Tomando f = 0 conseguimos para toda M una funcién de
Morse en M que es restriccion de una transformacién lineal RF — R.

= Se deduce de la proposicion anterior que las funciones de Morse en M son densas en
las funciones C*(M,R) con la topologia C?. Ver [Mat], seccién 2.2c.

Corolario C.2.11. Sea M una variedad. Existe un campo de vectores en M cuyas singularida-
des son no degeneradas, y en particular son aisladas.

Demostracion. Por la proposicion C.2.9, existe f € C*®(M) una funcion de Morse. Por
la proposicion C.2.4, las singularidades del campo Vf € ' (M) son no degeneradas. En
particular, son aisladas por la observacion 8.5.9. O
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Parte 11

Geometria riemanniana



Capitulo 1

Variedades abstractas

En este capitulo redefinimos el concepto de variedad, de funcion diferenciable entre
variedades, de espacio tangente, etc.

1.1. Variedades y mapas diferenciables

Definicion 1.1.1. Sea M un espacio topoldgico y 7 € N. Decimos que M es una n-variedad
topologica si es Hausdorfl, satisface el segundo axioma de numerabilidad, y es localmente
euclideo de dimension 7, es decir, para todo p € M existe un homeomorfismo sobre su
imagen ¢ : U — M, donde U C R” es un abierto y p € p(U).

Decimos que ¢ es una parametrizacion de M. Si p € ¢(U), decimos que ¢ es una
parametrizacion alrededor de p.

Observacion 1.1.2. Se puede probar que el nimero 7 es Unico, es decir, que una n-variedad
topoldgica (no vacia) no puede ser homeomorfa a una m-variedad topoldgica a menos
que m = n. Este es el teorema de invariancia de dimension, que es sencillo de probar en
el caso de variedades diferenciables y difeomorfismos, pero no es nada trivial en el caso
topologico. Ver [Leelb], teorema 17.26 para una demostracion.

Definicion 1.1.3. Sea M una variedad topoldgica. Sean ¢ : U - M y ¢ : V. — M dos
parametrizaciones de M tales que (U)N (V) # 0. Escribamos U= o Hp(U)N (V)
y V=g (p(U)N$(V)). o

El cambio de coordenadas de ¢ a ¢ es el mapa ™' og|s: U — V.,

Un atlas de M es un conjunto de parametrizaciones tales que sus imagenes son un
cubrimiento abierto de M.

No es nuestro objetivo estudiar las variedades topologicas en general. Nos restringire-
mos a las variedades diferenciables, aquellas donde podemos hacer calculo. Como ahora
M no es un subconjunto de algtin R¥, no tiene sentido nuestra definicién de Calculo III
de variedad diferenciable. Veamos como remediar esto.
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1.1 Variedades y mapas diferenciables

Definicion 1.1.4. Sea M una variedad topoldgica. Si ¢, ¢ son dos parametrizaciones de
M, decimos que son compatiblesst UNV =0 osi UNV #0 y el cambio de coordenadas
es una funcion diferenciable.

Un atlas diferenciable de M es un atlas tal que sus parametrizaciones son compatibles.

Observacion 1.1.5. Las parametrizaciones de un atlas diferenciable son tales que sus cambios
de coordenadas son difeomorfismos, puessi ¢ : U — M, ¢ : V — M son parametrizaciones
tales que p(U)N (V') # 0, entonces tanto ¢~ o ¢ como ¢! o ¢ son diferenciables, y son

uno inverso del otro.

Nos gustaria definir una estructura diferenciable en una variedad topoldgica como un
atlas diferenciable. Pero debemos atender a un problema técnico, y es que claramente
deseamos que por ejemplo los siguientes dos atlas diferenciables de R”,

{idg.},  {idg ;i x €R"}

definan ambos la estructura de variedad diferenciable usual de R”.

Podriamos definir estructura diferenciable como una clase de equivalencia de atlas di-
ferenciables bajo una relacion de equivalencia adecuada, pero puede resultar dificil de
manejar. Hacemos entonces la siguiente

Definicion 1.1.6. Sea M una variedad topoldgica. Un atlas diferenciable .of es maximal
si no esta contenido estrictamente en ningun otro atlas, en el sentido que cualquier para-
metrizacion de M que sea compatible con toda parametriazacion del atlas .o/ ya esta en

<.

Una estructura diferenciable en M es un atlas diferenciable maximal.

Definicion 1.1.7. Una n-variedad diferenciable es un par (M,.e/) donde M es una n-
variedad topoldgicay .&/ es una estructura diferenciable en M.

En general sobreentenderemos .o/ y diremos sencillamente que M es una variedad
diferenciable.

Observacion 1.1.8. = Una variedad topoldgica puede tener estructuras diferenciables
diferentes.

» Existen variedades topoldgicas que no admiten estructuras diferenciables.

» Se define el concepto de orientacion de una variedad diferenciable de la misma forma
que hiciéramos en Calculo III.

La siguiente proposicion es util a la hora de determinar explicitamente una estructura
diferenciable en una variedad topologica.

Proposicion 1.1.9. Sea M una variedad topoldgica.

1. Todo atlas diferenciable .o/ de M estd contenido en un sinico atlas diferenciable maximal,
la estructura diferenciable determinada por .«/.
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1.1 Variedades y mapas diferenciables

2. Dos atlas diferenciables de M determinan la misma estructura diferenciable si vy sélo si
su union es un atlas diferenciable.

Demostracion. Ejercicio para el lector. El atlas diferenciable maximal de la parte 1 es el
conjunto de todas las parametrizaciones de M que son compatibles con las de .. O

A partir de ahora, variedad significara variedad diferenciable en el sentido de la defini-
cién 1.1.7, y atlas significara atlas diferenciable en el sentido de la definicion 1.1.4.

Ejemplo 1.1.10. 1. Toda variedad con la definicion de la Parte I es una variedad con la
definicién nueva.

2. Si M es una n-variedad y U C M es un abierto, entonces U es una n-variedad.

3. Si V es un R-espacio vectorial de dimension 7 < oo, entonces es una n-variedad. En
efecto, poniendo una norma en V (e.g. eligiendo un isomorfismo V ~R” y trans-
portando una norma de R” a V') se determina una topologia en V' (que no depende
de la norma utilizada, pues en dimension finita todas las normas son equivalentes).
Si @ :R” — V esun isomorfismo lineal, entonces {¢} es una estructura diferenciable
en V.

4. M

2xm(R) es una variedad de dimension 7 x m.

5. Observar que GL,(R) C M, (R) es abierto, pues GL (R) = det (R \ {0}) y la fun-

cion determinante det : M (R) — R es continua. Por el item 2, GL, (R) es una

variedad de dimensién 72.

Supongamos que queremos dotar a un conjunto de una estructura de variedad. De-
beriamos primero dotarlo de una estructura de espacio topoldgico Hausdorff con base
numerable, y luego de una estructura diferenciable. Esto puede ser engorroso. El siguiente
lema nos facilita el trabajo, haciendo todo al mismo tiempo.

Lema 1.1.11. Sea M un conjunto. Supongamos que {U,} es una familia de abiertos de R”, y
que @, : U, — M son funciones inyectivas tales que:

1. M es cubierto por una cantidad numerable de conjuntos de la forma ¢ ,(U,),

2. $ig(U,)Ngs(Ug) = W #0, entonces (W), gplgl(W) C R” son abiertos, y el mapa
(69/3)_1|W ° <pa|¢—1(W) : gﬂgl(W) — golgl(W) es diferenciable,

3. Sip,q €M, p F# q entonces o existe U, tal que p,q € ¢,(U,), o existen U,, Ug tales
que 9,(U,), ¢ 5(Ug) son disjuntos y p € U,,q € Up,

entonces M tiene una sinica estructura de variedad respecto de la cual cada ¢, es una parame-
trizacion.
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1.1 Variedades y mapas diferenciables

Demostracion. Digamos que A C M es abierto si y solo si ¢_'(A) C U, es abierto para
todo . Esto dota a M de la topologia final respecto de {¢,_}, y por lo tanto ¢, es continua
para todo a.

El resto de la demostracion se deja de ejercicio para el lector. O

Diremos que un mapa entre variedades es diferenciable si lo es en coordenadas locales:

Definicion 1.1.12. Sean M,N variedades diferenciables. Decimos que f : M — N es
diferenciable si para todo p € M existen parametrizaciones ¢ : U — M alrededor de p y
¢ : V — N alrededor de f(p) de modo que f(¢(U)) C ¢(V)y el mapa

f=¢ofop:UsV

es diferenciable.

o(U)—L= g(v)
/| K
f

Decimos que ]? es la representacion de f en las coordenadas de ¢ y .

Observacion 1.1.13. s Como los cambios de coordenadas son funciones diferenciables,
la definicion anterior no depende de las parametrizaciones utilizadas.

» Sif: M — N esuna funcion entre variedades y todo p € M tiene un entorno abierto
U tal que f|, es diferenciable, entonces f es diferenciable.

» Si /' : M — N es una funcidn diferenciable entre variedades, entonces es continua,

pues en un entorno de cada punto es de la forma ¢ o f 0 ¢!, una composicién de
funciones continuas.

= La composicién de mapas diferenciables entre variedades es diferenciable.
Definicion 1.1.14. Una funcion f : M — N entre variedades es un:
 difeomorfismo si es diferenciable, biyectiva, y f~': N — M es diferenciable,

w difeomorfismo local en p € M si existe un entorno abierto U C M de p tal que
f(U)C N esabiertoy f : U— f(U) es un difeomorfismo,

 difeomorfismo local si es un difeomorfismo local en p paratodo p € M.

Observacion 1.1.15. Toda parametrizacion ¢ : U — ¢(U) C M es un difeomorfismo.
Observar primero que por el ejemplo 1.1.10.2, ¢(U) C M es una variedad, y por lo tanto
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1.1 Variedades y mapas diferenciables

la afirmacién tiene sentido. Los siguientes dos diagramas conmutativos muestran que
g g q
@ : U — ¢(U) es un difeomorfismo.

U—=p(U)  oU)——U
ldUT Téﬂ ?T idy
U - i ;i;""* U U - : é.l.]......> U

Ejemplo 1.1.16. 1. Sea M una variedad y U C M un abierto, de manera que es una
variedad como observamos en el ejemplo 1.1.10.2. La inclusion i : U — M es un
difeomorfismo.

2. Sea V un R-espacio vectorial de dimension 7 < oo, entonces vimos en el ejemplo
1.1.10.3 que es una n-variedad. Si ¢ : R” — V es un isomorfismo lineal, entonces es
un difeomorfismo.

3. En particular, M (R) es una variedad difeomorfa a R”*".

nxm
Observacion 1.1.17. La definicion abstracta de variedades es ttil por diversas razones, pero
no porque sea mas general que la que teniamos antes. En efecto, toda n-variedad abstracta
puede ser encajada en R?"*!: este es el teorema de Whitney. Ver [Leelb], teorema 6.15.

Ejercicio 1.1.18. 1. Sea X un espacio topoldgico y G un grupo que actita por homeomor-
fismos en X, esto es, tenemos una accion G x X — X tal que para todo g € G el
mapa X — X,x — g -x es un homeomorfismo.

Consideramos el espacio de 6rbitas X /G con la topologia cociente respecto del mapa
mw:X - X/G,x— [x].

Probar que X /G es de HausdorfT si y sélo si

para todo x,x" € X tales que 7r(x) # 7(x") existen entornos V de x y V' de
x' tales gue VN (g - V') =0 para todo g € G

2. Probar que un grupo G actiia por homeomorfismos en un espacio topologico X si
y s6lo si la accion G x X — X es un mapa continuo, donde en G esta la topologia
discreta y en G x X esta la topologia producto.

Decimos que una accién por homeomorfismos de un grupo G en un espacio topo-

l6gico X es propiamente discontinua', si

para todo x € X existe un entorno abierto U C X de x tal gue gUNU =0
para todo g # e.

'La terminologia es desafortunada, sin duda: uno dirfa que nada puede ser “continuo” y “propiamente dis-
continuo” a la vez. Es por ello que algunos autores le llaman accién de cubrimiento a una accion propiamente
discontinua.
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3. Sea M una variedad y G un grupo que actia por difeomorfismos en M, esto es,
tenemos una accion G X M — M tal que paracada g € Gel mapa M — M, x — g-x
es un difeomorfismo.

Probar que si M /G es de Hausdorff y la accion es propiamente discontinua, enton-
ces M /G admite una estructura diferenciable compatible con la topologia cociente
respecto de 7w : M — M /G de manera que 7 sea un difeomorfismo local.

4. Probar que M /G es orientable si y solo si existe una orientacion de M tal que los
mapas M — M, x — g - x preservan orientacion.

5. Dotar al toro abstracto n-dimensional, 77 = R”/Z” de una estructura diferenciable
como en el item anterior, y probar que es orientable.

6. El espacio proyectivo n-dimensional RP” es el cociente §”/Z, donde la accién de
Z,={—1,1} en 8" CR"™ esa-x = ax. Probar que RP” es una variedad y que es
orientable si y sélo si 7 es impar. Probar que RP! es difeomorfo a S'.

1.2. Espacio tangente

La definicién de espacio tangente que dimos para variedades encajadas en R* como en
Calculo IIT no se generaliza de manera obvia al contexto abstracto. Hay distintas maneras
de definir el espacio tangente a un punto en una variedad abstracta; optamos por la de
[Leel].

La observacion fundamental es que si @ € R”, un vector v € R” determina un operador
% E C*R") >R, f — %(a) que es R-lineal y satisface la regla de Leibniz. Un tal
operador se llamara “derivacidn en 4”, y veremos que el espacio vectorial de todas las
derivaciones en a es isomorfo a R”, el espacio tangente en a a R” con la definicién que ya
tenemos. Esto justifica la definicion general de espacio tangente a una variedad M en un
punto p como el conjunto de todas las derivaciones en p, una nocién que tiene sentido en
variedades.

Olvidemos ahora que ya le habiamos dado un sentido a la notacion 7,M, pues le

daremos uno nuevo.

Definicion 1.2.1. Seaa € R”. Una funcion D, : C*(R”) — R es una derivacion en a si:
» D esR-lineal,
» D satisface la regla de Leibniz: D (f'g) = f(a)D,(g)+ g(a)D,(f).

Definimos 7 (R”) como el R-espacio vectorial de las derivaciones en 4, con las operaciones
punto a punto.
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1.2 Espacio tangente

Ejemplo 1.2.2. St a,v € R”, entonces % € T (R”). Observar que si {e;}; es la base
Lol n _ d _ d
canoénica de R” y v =37, v;e;, entonces - =iV

Veamos que toda derivacion en un punto de R” es una derivada direccional. Primero,
un lema.

Lema 1.2.3. Seaa € R” yD € T (R”).
1. Si f € C°(R") es una funcion constante, entonces D f = 0.

2. Sif,g = COO(]R")yf(a): g(ﬂ):O, entonces D(fg):

Demostracion. 1. Basta probarlo para f =1, pues luego D(cf) = cDf = 0 para todo
c €R.Si f =1, entonces

Df =D(ff)=f(a)Df + f(a)Df =2Df
y por lo tanto Df =0.

2. D(fg)=f(a)Dg + g(a)Df =0. O

Proposicion 1.2.4. Sea a € R”. Entonces ¥ : R” — T (R"),v — %| es un 1s0morfismo
a

n
lineal. En particular, T (R") tiene dimension n y tiene como base a { fx }
ali= 1

1

Demostracion. Claramente la funcidn definida es lineal. Escribamos a = (a,,...,4,).

v
la proyeccion sobre la j-ésima coordenada. Entonces usando el ejemplo 1.2.2,

Zvlé’x

para todo ;. Por lo tanto v =0, y W es inyectiva.

W es inyectiva: sea v € R” tal que < | =0. Escribamos v =3, v;¢;, y sea x; € C*(R”)

9

U es sobreyectiva: sea D € T,(R”). Sea v; = D(x;), donde x, € C*(R”) es la proyeccion
sobre la z-ésima coordenada. Sea v =Y v;¢;. Veamos que D = % .

Sea f € C*(R"). Por el teorema de Taylor con resto (teorema A.58 de [Leel]), existen
Tiseres 7, € CP(R”) tales que 7,(a) =0 paratodo i y

d
ﬂ)"‘z &’_f-(d)(xi _“i)+Z r(x)(x; —a;)
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1.2 Espacio tangente

para todo x € R”. Podemos ver la expresion anterior como una igualdad entre funciones,
a la que le aplicamos D:

=0 8 =0 =0
Df=D(f(ﬂ))+Z g_i(d)(D(xi) —D(ﬂi))+ZD(n(x)(xi —a;)) (L)
% a %
= L oney= 3 L e = Lo

donde en (1.1) los primeros dos términos marcados son nulos por el lema 1.2.3.1, y el
segundo por el lema 1.2.3.2, ya que 7,(a) =0y (x; —4,)(a) =0.
Por lo tanto D = %| , v ¥ es sobreyectiva. O

Observacion 1.2.5. No es dificil probar también que si V es un R-espacio vectorial de
dimension finita, entonces 7,(V)~ V.

Definicién 1.2.6. Sea M una variedad y p € M. Una funcion D, : C*(M) — R es una
derivacion en p sies R-lineal y satisface la regla de Leibniz: D, (f g) = f(p)D,g+g(p)D, f
paratodo p € M.

El R-espacio vectorial de todas las derivaciones de M en p se llama espacio tangente a p
en M,y lo denotamos por 7, M.

Ejemplo 1.2.7. En el caso particular M = R” con la estructura diferenciable usual, la
proposicion 1.2.4 muestra que 7, (M) ~R”".

Observacion 1.2.8. El lema 1.2.3 se adapta mutatis mutandis a un punto p € M y
D,eT M.
Observacion 1.2.9. Los resultados del capitulo 4 de la Parte I valen en variedades abstractas.

Las referencias que dimos al libro [Leel] hacen las demostraciones en este contexto, de
hecho. Utilizaremos entonces estos resultados sin reparos.

Veamos que el espacio tangente a una variedad en un punto es un concepto puramente
local.

Proposicién 1.2.10. Sea M una variedad, p € My D € T,M. Si f,g € C*(M) son tales
gue existe U C M entorno abierto de p tal que f|,; = g|,, entonces Df =Dg.

Demostracion. Sea h = f — g. Por linealidad de D, basta ver que Db =0.

Por el teorema 4.0.15 de la Parte I, existe una funcion chichén p € C®(M) con
Ploptry = L Pliy; = 0. Por lo tanto ph = h. Como h(p) = p(p) = 0, la observacion
1.2.8 nos da que 0= D(ph) = Db, terminando la demostracion. O
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1.3. Diferencial de un mapa entre variedades

Definicion 1.3.1. Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades, y sea p € M.
Definimos el diferencial de f en p como

df,: T,M —T;,N, df,(D)(¢)=D(¢o f) paratodo ¢ € C*(N)

Para ver que el diferencial esta bien definido, debemos verificar que df, (D) € Ty ,\N
paratodo D € T, M. Claramente es R-lineal, y

df,(D)p¢)=D(¢gof)=D(($ef)fof)
P(f(PND($o )+ ¢ (P))D(P o f)
(f(P)af () + LU (p)df,(#)

para todo ¢, ¢ € C*(N), luego d f,(D) satisface la regla de Leibniz y por lo tanto es una
derivacién en f(p).

Observacion 1.3.2. Sea M una variedad y p € M. Si f € C®(M), entonces df,(v) €
Ty, R~R paratodo v € T,M. La identificacion Ty, R ~R esta dada por el mapa D —

D(idg). Ast que si hacemos un abuso de notacion y denotamos por d f,(v) ad f,(v)(idg) €
R, tenemos que df,(v) =d f,(v)(idg) = v(idg of ) = v(f). En conclusién,

df,(v)=o(f) paratodo f € C*(M),veT,M

Proposicion 1.3.3. Sean M NP mapas diferenciables entre variedades, y p € M.

Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. dfp : TPM — Tf(p)N es R-lineal,
2. Regladela cadena: d(gof),=dgs, 0df,
3. d(idy), = idTpM,

4. Si f es un difeomorfismo, entonces df, : T,M — T, \N es un isomorfismo lineal, y
—1_ g p-t
af, =AU sy

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

Observacion 1.3.4. Una variedad punteada es un par (M, p) donde M es una variedad y
p € M. Definimos una flecha (M, p) — (N, g) como un mapa diferenciable / — N tal que
P — q. De esta forma, tenemos una categoria Diff, de variedades punteadas.

La proposicion anterior dice que hay un functor Diff, — Vecty, que manda (M, p) en
T,M,yquemandaf:M—Nendf,: T,M—TN.
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1.3 Diferencial de un mapa entre variedades

Proposicion 1.3.5. Sea M una variedad, U C M un abierto e i : U — M la inclusion. Para
todo p € U el diferencial di,: T,U — T, M es un isomorfismo.

Demostracién. Sea B C M un entorno abierto de p tal que B C U.
di, es inyectivo: sea D € T,U tal que di,(D) = 0. Sea f € C*(U). Por el lema de

extension, existe ]7 € C°(M) tal que ﬂﬂr = f|3- Por la proposicién 1.2.10, tenemos

~

Df =D(fly)=D(f oi)=di,(D)f)=0

y por lo tanto D =0.

di, es sobreyectivo: sea £ € T,M. Definimos D € C*(U) como Df = Ef donde ]7

es cualquier extension de f a M tal que f|z = f|5 (usamos el lema de extension de nuevo).
Por la proposicion 1.2.10, esta definicion no depende de la extension considerada. Ademas,
D es claramente una derivacién. Ahora bien,

Eg=E(§|,)=E(goi)=D(goi)=di (D)g)

para todo g € C**(M), y por lo tanto £ = di (D), probando que di, es sobreyectivo y

terminando la demostracidn. O

Tenemos entonces una manera canonica de identificar Tp U con TPM . Consideraremos
pues que T, U=T,M.

Proposicion 1.3.6 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : M — N un mapa diferenciable
entre variedades y sea p € M. Entonces f es un difeomorfismo local en p € M si y sdlo si
df,: T,M — Ty, \N es un isomorfismo lineal.

Demostracion. Supongamos que f es un difeomorfismo local en p € M. Existe entonces
U C M un entorno abierto de p tal que f(U) C N es abiertoy f|,: U — f(U) es un
difeomorfismo. Por la proposicion 1.3.3.4, tenemos que d(f|y), : T,U — Ty, f(U) es
un isomorfismo lineal. Por lo que acabamos de probar, tenemos que df, : T,M — T;,,\N
es un isomorfismo lineal.

Reciprocamente, supongamos que d fp es un isomorfismo lineal. Tomando coorde-
nadas en M y N, le aplicamos el teorema de la funcion inversa a la representacion en
coordenadas de f y concluimos el resultado. O

Terminamos la seccion definiendo la derivada de una curva en un punto.

Definicion 1.3.7. Sea @ : [a,b] — M una curva (i.e. a es una funcion diferenciable). Para
todo ¢ € [4,b] definimos &'(t) € T,,,\M como a(t) =dy,(1).
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1.3 Diferencial de un mapa entre variedades

1.3.1. Calculos en coordenadas

Sea ¢ : U — M una parametrizacion de una n-variedad M tal que ¢(#) = p. En
particular, ¢ es un difeomorfismo sobre su imagen, y por tanto dg, : T,(R") = T, M es
un isomorfismo lineal.

Como {% }n es una base de 7, (R”) (proposicion 1.2.4), entonces
iyl =1
d ! a a
una base de 7, M es { a_xl P }1:1, donde g_xl p =do, <3_xl ”> (1.2)

y en particular dim7,M = n. Si D € T,M, entonces D se escribe de forma tinica como
D=3 a, % ,y de hecho a; = D(x;), donde x; € C®(¢(U)) es x; = ¢~ ' ox;, este Giltimo
tp

x; € C*(U) siendo la proyeccion sobre la i-ésima coordenada. La funcion x; € C*(¢(U))
se llama la i-ésima funcion coordenada de ¢.
Decimos que la base de 7,/ de (1.2) es la base inducida por ¢.

Si f € C®(p(U)), entonces

af . d _ d B i _ d(fogp)
3xi , — axi p(f)_dgou <3xi M> (f)_ axi M(fogo)_ axi (M)
Es decir,

af
dx.

1

_d(fop)
=7 (u)

O sea, el operador gixl_ , deriva la representacién en g-coordenadas de f respecto de x; y
la evaltia en # = ¢~ !(p).

Veamos ahora que si f es un mapa entre abiertos del espacio euclideo, entonces su
diferencial “nuevo” coincide con el “clasico”.

Proposicion 1.3.8. Sean U CR”, V C R” abiertos. Sea [ : U — V un mapa diferenciable.
Enton.ces s d-fp 1 T,(R”) — Tf(p)(].Rm-) esel o?iferencial de la deﬁ.nicio'n 13.1ydf,:R" > R”
es el diferencial usual, tenemos el signiente diagrama conmutativo:

n dfp m
T,(R”) —= T, (R7)

4 %

R? ——R”

df,

donde los mapas verticales son los isomorfismos de la proposicion 1.2.4.
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1.3 Diferencial de un mapa entre variedades

Demostracién. Calculamos df, : T,(R") — T, (R™) en la base {%| } de T,(R”). Si
1 p l

¢ € C=(R™), entonces

y por lo tanto

3
af, | 5o (1.3)

z

p) ZZ—(P) 5’_3/]

En conclusion, la matriz asociada a df, : T,(R") — Ty, (R™) es la matriz jacobiana

de f, probando el teorema. O

Proposicion 1.3.9. Sea M una n-variedad, N una m-variedad, f : M — N un mapa diferen-
ciable, pe M, ysean ¢ : U — M, : V — N parametrizaciones tales que f(o(U)) C (V).

d
Y {7
P}i s

son las bases inducidas por las parametrizaciones ¢ y ¢ en T,M y Ty N respectivamente,

Sea [ : U — V la representacion en coordenadas de f. Entonces s { %

e >=Z—f<p>f (14)
P

Demostracion. Supongamos que ¢(#) = p y ¢(u’) = f(p). Tenemos los siguientes dos
cuadrados conmutativos:

f df,
M——N TPM _ Tf(p)N
v ¢ d%T dg,
U _— V ” 5 m

donde el segundo se obtiene a partir del primero gracias a la regla de la cadena. Ahora
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1.4 Fibrado tangente

calculamos:

]

Veamos ahora como se relacionan dos bases de TPM inducidas por parametrizaciones
diferentes.

Proposicién 1.3.10. Sea M una variedad, p € M,y ¢ : U — M, : V — M parametri-

Fl
P}i Y { %

parametrizaciones ¢ y ¢ respectivamente. Entonces

} las bases inducidas por las
b4

zaciones tales gue o(n) = p = (). Sean { %

1

ad

ax

]

_Zé’xi %
=25z oy

» i i

(1.5)

., Ox ., .,
donde en la expresion 5= debe entenderse que x. € C™((U)) es la i-ésima funcién coordenada
a X; 1

de .
= 2| =S 72
Porlotantosiv=>.a, | =24 7| €T M, obtenemos
P Ty
dx;
~ 1
ﬂj:Z—N(”) a (1.6)
: ]
Demostracion. Ejercicio para el lector. O

1.4. Fibrado tangente
Definicion 1.4.1. Sea M una variedad. El fibrado tangente de M es

TM:=| | TpM={(p,v): p €M, v € T,M}

peM

La proyeccion del fibrado tangente es el mapa w: TM — M, (p,v) := p.
Si f: M — N es un mapa diferenciable entre variedades, el diferencial total es el mapa

df : TM — TN definido como df(p,v)=(f(p).df,(v)).
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1.4 Fibrado tangente

Proposicion 1.4.2. Si M es una n-variedad, entonces T M tiene una estructura de 2n-variedad
de manera que 1 es diferenciable y si f : M — N es un mapa diferenciable entre variedades,
entoncesdf : TM — TN también lo es.

Demostracion. Usaremos el lema 1.1.11. Sea ¢ : U — M una parametrizacioén de M. De-
finimos ¢ : U x R” — T'M, una parametrizacion putativa, de la siguiente manera. Sea
(#,v) € U x R”. Escribimos v =Y. v,¢,. Definimos entonces

d

Plusv)= | p(), 27, 5— (17)

o(n)
Observar que ¢ es biyectiva sobre su imagen, pues tiene inversa dada por el mapa
U x &)~ UxB (pZa £ ) (570 ae ).
i tip i
Sea ¢ : V. — M otra parametrizacién de M; consideraremos ¢ : V x R” — TM. Sea
W=0o(U)NY(V)C TM.Sea(u,v)€ U XR".Si o(u)=¢(u’), tenemos

~

~ d
J7top,0) =7 pu). 201 5=

()
A_ 0% @
= 1 gp(u),z a—xj(lxt ) V; g_xl

1,] 1

usando (1.6)

o(n)
ax.
/ ] /
=1|lu, — () v;e;
50

i,]

y por lo tanto <Z_1 o ¢ es diferenciable. Los otros items del lema 1.1.11 se verifican rapida-
mente. Esto prueba que 7'M es una 2n-variedad diferenciable.

Para probar que 7 es diferenciable, basta observar que su representacion en las coorde-
nadasde ¢ y @ esel mapa 7: U x R” — U, 7(u,v) = u que es diferenciable.

Para ver que d f es diferenciable, basta observar que su representacion en las coordena-
das que recién describimos para TM y para TN es diferenciable, lo cual se hace de manera
sencilla gracias a la expresion (1.3). O

Observacion 1.4.3. La ecuacién (1.7) que define una parametrizacion de 7M termina
quedando asi:

¢(u,v) = (p(u),dg,(v)) (1.8)

Decimos que ¢ es la parametrizacion de TM inducida por ¢.

Proposicion 1.4.4. Sean M NP mapas diferenciables entre variedades. Se satis-
facen las siguientes propiedades:
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1.5 Campos de vectores

1. d(gof)=dgodf,

2. d(idy) =1dsy,

3. si f es un difeomorfismo, entonces df : TM — TN tambiénloes,y (df) ' =d(f™).
Demostracion. Se deduce automaticamente de la proposicion 1.3.3. O

Observacion 1.4.5. Sea Diff la categoria de variedades diferenciables. Tenemos entonces
definido un functor tangente Diff — Diff, tal quea f : M — N le asociad f : TM — TN.

1.5. Campos de vectores

Definicion 1.5.1. Sea M una variedad. Un campo de vectores (diferenciable) en M es una
funcién (diferenciable) X : M — T'M tal que 7o X =1d,,.

Denotaremos por &' (M) al R-espacio vectorial de los campos diferenciables en M, con
las operaciones punto a punto.

Observacion 1.5.2. = La definicién anterior dice que un campo de vectores es una
“seccion diferenciable del fibrado tangente”. Observar que si p € M, entonces X (p) =
(p,v) para cierto v € T,M por la condicién 7 0 X =id,,. Abusaremos la notacién e
identificaremos X (p) con v, i.e. supondremos X (p) € T, M.

» (M) esun C*(M)-mddulo, con la accion (FX)(p) = f(p)X(p) paratodo p € M.

Proposicion 1.5.3. Sea M una n-variedad y X : M — TM un campo de vectores. Sea
@ : U — M una pavametrizacion y sea { %| } la base de T,M inducida por ¢, para to-
1 p l
do p € (U). Dado p € o(U) escribamos X (p) =2, a,(p) % donde a; : o(U) — R son
vp

funciones.
Entonces X| 1y, es diferenciable sy sélo st a; € C*(p(U)) para todo 1.

Demostracion. La parametrizacion ¢ induce una parametrizacion ¢ : U x R” — TM de
TM definida en (1.8). La representacion de X|, ) en las coordenadas de ¢ y de ¢ es

entonces X : U — U x R”, definida ast:

R(u)= <u,ia,-<¢<u» >

donde {e;}. es la base canoénica de R”. Claramente X es diferenciable si y solo si a; es
diferenciable para todo i, terminando la demostracién. O
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1.5 Campos de vectores

A partir de ahora, por “campo de vectores” entenderemos “campo de vectores diferen-
ciable”.

Sea M una variedad, ¢ : U — M una parametrizacion de M y { %‘ } la base de T, M
12 p Z

inducida por ¢, para todo p € ¢(U). Entonces la asignacion p — gixi , es un campo de

vectores en @(U) para todo , que llamamos % e X (pU).

Definicion 1.5.4. Decimos que {%}' es el referencial local asociado a la parametrizacion
i)

@. A menudo lo denotaremos sencillamente por {e,},.

Observacién 1.5.5. w Si X € X/(M), podemos escribir X| ;) = iai% donde
a; € C®(p(U)). Decimos que a; son las funciones componentes de X para la pa-
rametrizacion ¢.

= En general, un referencial local en una n-variedad M es una n-upla {£;}”_| de campos
de vectores definidos en un abierto V' C M de tal forma que {E;(p)}’_, C T,M es
una base paratodo p e V.

Los campos de vectores operan sobre las funciones:

Definicion 1.5.6. Sea M una variedad, X € X' (M), V C M abierto y f € C*°(V). Defini-

mos X (f) =X/ :V —Rcomo (Xf)(p)=X(p)/f)

Observacion 1.5.7. 1. La funciéon X f debe entenderse como la derivada de f en la
direccién de X, pues por la observacion 1.3.2, df,(X(p)) = X(p)(f) = (X f)(p)-
Observar que entonces X f(p) solo usa de X el Valor X (p) y depende de los valores
de f en apenas un entorno de |2

2. En particular, usando el lema 1.2.3.1 y la observacién 1.3.2 deducimos que si f es

una funcién constante, entonces X f = 0.
3. Si f € C™(M), no confundir X f € C®°(M) con f X € X' (M).
Lema 1.5.8. En el contexto de la definicion 1.5.6, se tiene gue X f € C=(V).

Demostracion. Sean p € V 'y ¢ : U — M parametrizacion tal que ¢(#) = p. Entonces si
X|¢(U) = iai% cona; € C®(p(U)),
) )
b4

Xf(p)= (Za
—Za (p(n f°<P)( )

2
:Zﬂi(p)—f(p)
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1.5 Campos de vectores

y por lo tanto X f es diferenciable. O

Ejemplo 1.5.9. En particular, si ¢ : U — M es una parametrizacion, {%}' es el referencial

local asociado y f € C*(¢(U)) entonces % € C®(p(U)) para todo i.

Observacion 1.5.10. 1. Si X € (M) y f,g € C®(M), entonces f(Xg) = (fX)g.
Escribimos entonces sencillamente f X g.

2. Todo X € X' (M) define un mapa C®(M) — C*(M), f — X[ que es R-lineal, y

ademas satisface la siguiente regla de Leibniz:

X(fg)=fXg+gXf

Un mapa R-lineal C*(M) — C>(M) que cumple esta regla de Leibniz se llama
derivacion; se puede probar (ver [Leel] p. 87) que las derivaciones de C*(M) estan
en correspondencia con los campos de vectores de M.

El siguiente lema nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 1.5.11. Sean M una variedad, p € M, v € T,M. Existe un campo de vectores
X eX(M)tal gue X(p) = v.

Demostracion. Sea ¢ : U — M una parametrizacion y {e;}, su referencial local asociado.

Escribamos v = 3, v;¢;(p). Sea p : M — [0,1] una funcion chichon tal que pl,, =1y

2 171
Plingy) = 0. Definimos X de la siguiente manera:

p(q) 2 vie(q) sige€q@(U)

X =
@) 0 s1 no

Entonces X e X (M) y X(p)=w. O

1.5.1. Corchete de Lie

Sean X,Y € Z'(M), f € C>(M). Entonces X f € C*(M), de manera que podemos
considerar YX f :=Y (X f) € C™(M). Sin embargo, la operacion f — Y X f no cumple la
regla de Leibniz en general, y por lo tanto por la observacion 1.5.10.2 no define en general

un campo de vectores. Un contraejemplo sencillo se obtiene en R?, considerando X = %
_ 34 ’
eY = e

Sin embargo, XY — Y'X si resultara un campo de vectores.

Proposicion 1.5.12. Sea M una variedady X,Y € X (M). Entonces [X,Y] € X' (M), donde
[XYI(p)(f) =X (p)Y ) =Y (p)XX /)
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1.5 Campos de vectores

para todo p € M, f € C(M).

Explicitamente, si ¢ : U — M es una parametrizacion, {%}' es el referencial local
i)

asociado y X |,y = 2., 4; 9 Y oy =25 b] 7 entonces la expresion en coordenadas locales
de [X,Y] es
da;\ I d
— = X(b)-Y —_— 1.9
ZZ< T 13x>9xj > (Xb)=Ya) 5| (19

Demostracion. Sean p € p(U), f € C*(M). Calculemos:

d d
:Z“i(l’) M (Yf)_ij(p) I
1 z ] I'p

(X/f)

_ d af d
—Z“i([’) 3_961 ) (Z b;g) —ij(]’) EM

da, Qf
2.0 ng >3xi<p>—ij<p> ) 2 P)
b
=ZWZ
34]- J
= (ZZ< b 3> ax]) (D))
%
=X <( ~Y(a,)) axk> (P)f)

Como X(b,),Y (a,) € C°(M) para todo k por el lema 1.5.8, entonces [X,Y] € Z'(M)
por la proposicion 1.5.3, cubriendo M por entornos coordenados. O

Observacion 1.5.13. En la demostracidn de la proposicidn anterior, pudimos cancelar dos

sumandos en virtud de la igualdad de las derivadas cruzadas. Esto requeriria un poco
2f

mas de formalidad. Queda como ejercicio para el lector formalizar la expresion - - para

f € C®(M), y probar la igualdad de las derivadas cruzadas en este contexto.

Definicion 1.5.14. El campo [X, Y] de la proposicion anterior se llama el corchete de Lie
del campo X con el campo Y.

Proposicion 1.5.15. El corchete de Lie [—,—] : Z'(M) x X' (M) — Z (M) satisface las si-
guientes propiedades:
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1.5 Campos de vectores

1. R-bilinealidad,
2. antisimetria: [X,Y ] =—[Y,X] para todo X,Y € X' (M),
3. identidad de Jacobi: para todo X,Y,Z € X (M), se cumple
[1x,v1.2] +[[v.21.x ] + [[2.X],v] =0
4. paratodo X,Y € (M), f,g € C®(M), se cumple
/X, gY]=/fg[X, Y]+ (fX)Y - (Y /)X
Demostracion. Ejercicio a cargo del lector. O
Observacion 1.5.16. Las propiedades 1, 2 y 3 de la proposicion anterior nos dicen que
X (M) es un algebra de Lie con este corchete de campos de vectores que hemos definido.
La siguiente proposicion es esencialmente una reformulacion del hecho que las deriva-
das cruzadas son iguales.

Proposicion 1.5.17. Sea M una variedad, ¢ : U — M una parametrizacion y {e,}, el referen-
cial local asociado. Entonces

[ei’ej]:O

Demostracion. Se deduce automaticamente de la formula (1.9) para el corchete de Lie
en coordenadas locales, observando que las funciones componentes de ¢, para ¢ son
constantes para todo k, y aplicando la observacion 1.5.7.2. O

Ejercicio 1.5.18. Sea M una variedad. Si w € Q'(M) y X € X' (M), definimos w(X) € Q1 (M)
como w(X)(p)(v) = (X (p))(v)-
1. Probar que si w € QM) y X,Y € X (M) entonces

deo(X,Y) =X (w(Y)) = Y((X)) - w([X,Y]) (1.10)

2. Sea {E.} un referencial local en M y {¢'} su co-referencial local asociado; esto es,
{€'(p)} € (T, M)" es la base dual de {E,(p)} C T,M paratodo p € M. Supongamos

ue b’ , ¢t son las funciones diferenciables que satisfacen que
q q q
k> ")k

i_ i Ak i
de' = E b].kf A€®, [E]-,E,e]_C].kEi
j<k
Entonces b!, = —c',.
Tk Tk
Esto nos dice que la derivada exterior es en algin sentido dual al corchete de Lie;
en particular, muestra que si conocemos los corchetes de Lie de los campos de un
referencial local, podemos calcular las derivadas exteriores de las 1-formas de su
co-referencial local asociado, y viceversa.
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1.5 Campos de vectores

La ecuacion (1.10) se generaliza a k-formas (ver proposicion 14.32 de [Leelb]). Su
expresion es considerablemente mas complicada, pero permite dar una definicion libre de
coordenadas de la derivada exterior (cf. la discusion al inicio de la pagina 372 de [Leelb]).
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Capitulo 2

Meétricas riemannianas

Una métrica riemanniana en una variedad M es una asignacion de un producto interno
acada T, M que varia diferenciablemente con el punto p € M. Observar que esta definicion
es formalmente similar tanto a la de campo de vectores (asignacion diferenciable de un
vector en T, M acada p € M) y a la de forma diferencial (asignacion diferenciable de una
forma multilineal alternada en 7, M a cada p € M). Como hiciéramos con campos (y
como podriamos haber hecho con las formas diferenciales), podemos formalizar esto de la
siguiente forma. Sea $2M el fibrado de las formas bilineales simétricas, i.e.

SM = | | SHT,M)={(p.g): peM,g € ST, M)}
pPEM

donde si V' es un espacio vectorial, entonces S?(V) es el espacio vectorial de las formas
bilineales simétricas en V.

A S$?M se le puede dar una estructura diferenciable tal que 7 : S?M — M, n(p,g):=p
sea diferenciable, como ya hicimos con el fibrado tangente. Entonces una métrica rieman-
niana se puede definir como seccion diferenciable g de este fibrado tal que g, € $*(T,M)
sea ademds definida positiva para todo p € M. Es decir, g : M — S?M es una funcién dife-
'renciable tal que o g =idy, y si g(p) =: (p, g,), entonces g, € SZ(TPM) es un producto
interno.

Esta definicion tiene la ventaja de ser muy compacta, pero como en realidad no la
utilizaremos, daremos directamente la definicién en coordenadas. Queda como ejercicio
para el lector interesado ver que son equivalentes.

Definicion 2.0.19. Sea M una variedad. Dada una parametrizacion ¢ : U — M, conside-
remos { %| } , la base de 7, M inducida por ¢. Llamémosle {dx;|,} a su base dual en
2 p l

(T,M)*, de manera que {dx;|, ®dx;|,} es una base de 7*(T,M"), el espacio vectorial de
las formas bilineales en 7, M.

ISiempre le llamaremos asi a la base dual de la base inducida por una parametrizacién dada en T,M,a
menos que indiquemos lo contrario.
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Una métrica riemanniana es una funcion g que asigna a cada punto p € M un producto
: S :
interno g, en 7,M tal que para toda parametrizacion ¢, si

gp:Zgij(p) dxi|p®dxj|p (2.1)
L]

para todo p € p(U) entonces g;; € C*(p(U)) para todo 7, ;.

Decimos que las funciones g;; de (2.1) son los coeficientes de la métrica en las coordena-
das de ¢.

Un par (M, g) donde M es una variedad y g es una métrica riemanniana, se llama una
variedad riemanniana. Si no hay riesgo de confusion, sobreentenderemos g y diremos que
M es una variedad riemanniana.

Escribiremos (v, ) , para designar a g,(v, w), o aun sencillamente (v, w).

Ejercicio 2.0.20. Probar que para determinar una métrica riemanniana en una variedad
basta ver que los coeficientes de la métrica son diferenciables para apenas un atlas de M.

Observacion 2.0.21. 1. Paratodo p € p(U), la matriz (g;,(p)); ; es definida positiva, i.e.
es simétrica y la funcién [v, w] == v(g;;)w define un producto interno en 7,, o
equivalentemente, es simétrica y todos sus valores propios son positivos.

2. gi(p)= < aixi )’ aixj p>. En efecto,
d d _i J J d d _
2% | * 9% —k _1g/es(p)( xk|p® xslp) E R =g;;(p)
“p Hpl p  Fs= “p Ip

Si V es un espacio vectorial y w € V*, escribiremos w? := w ® w € T*(V*).

Ejemplo 2.0.22. La métrica estandar en R”: en las coordenadas usuales de R”, definimos
g;(p)=3J;; paratodo 7,7 y todo p €R”. Entonces si v,w € R" =T,(R"), y v =3, v;e;,

'w:zj‘wje]-:

gp(‘?),‘ZU) = Z é\/es(dx/e|p ®dx5|p) Zviei’zwjej :kzv/ew/e = (7),’1?))
z ] =1

k,s=1

i.e. la métrica riemanniana definida por estos coeficientes define el producto interno usual
en R”.
n
J4 . _ 2
De esta forma, la métrica usual de R” es g = > (dx;)*.
=1
Ejemplo 2.0.23. Sea M C R’ una superficie regular. Entonces M es una variedad rieman-
niana restringiendo a cada 7,M C R’ el producto interno de R*. Los coeficientes de la
métrica en las coordenadas de una parametrizacion ¢ son los coeficientes de la primera
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forma fundamental. En efecto, si ¢ : U — M es una parametrizacion con ¢(#,v) = p,

= gp(u,v) a0
p I (#,2)

= (@, (#,2), 90, (#,0)) = E(u,0)

entonces

_ Ve, d
gu(p)= E

d
’dgp(u,v) %

Ix

’
r

Analogamente g,,(p) = F(#,v)y g,(p) = G(u,v), y por lo tanto

E F
(8ij°¢)i,j:<]; G>

Observacion 2.0.24. Toda variedad M admite una métrica Riemanniana. En efecto, pode-
mos cubrir M por entornos coordenados; en cada entorno coordenado podemos poner
una métrica riemanniana transfiriendo la de R” a través de la parametrizacion; ahora jun-
tamos todas estas en una métrica riemanniana para M usando una particion de la unidad
subordinada al cubrimiento. Ver [Leelb], proposicion 13.3 para mas detalles.

Otra manera menos elemental de probar este resultado es apelar al teorema de Whitney,
encajando M en algin R* y restringiendo el producto interno de R* a cada uno de los

T,M,peM.

Una métrica riemanniana en una variedad nos permite recuperar conceptos geomeétri-
cos que no tenemos en una variedad abstracta a secas.

Definicion 2.0.25. Sea (M, g) una variedad riemanniana.

» Siv €T, M, sunormaes|v|=4/(v,v).

Si v,w € T,M son dos vectores no nulos, su dngulo es el tnico ¢ € [0,7] que
v,w)

satisface cos @ = &2
[v]|w]

= Dos vectores v,w € T,M son ortogonales si (v, w) =0.

Sia:[a,b] — M esunacurvadiferenciable a trozos, su longitud es { (a) = fﬂb |&’(2)] dt.

Como en Calculo III, se prueba que la longitud es invariante por reparametrizaciones
de la curva.

Observacion 2.0.26. Se puede probar que si M es una variedad riemanniana conexa y
definimos d : M x M — R como

d(p,q)= inf{f(a) :@:[0,1] = M curva diferenciable a trozos ,a(0) = p,a(1) = q}

entonces (M,d) es un espacio métrico, y d define la misma topologia en M que la que
tiene como variedad. Ver teorema 13.29 de [Leelb].
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Introduzcamos los isomorfismos de variedades riemannianas.

Definicion 2.0.27. Sean M, N variedades riemannianas 'y f : M — N una funcién diferen-
ciable. Decimos que f es una isometria si es un difeomorfismo que cumple

(dfy(@)dfy (@)= (v),
paratodo p e M, v,w € TPM; es decir, si es un difeomorfismo y dfp : TPM — Tf(p)N es
una isometria lineal para todo p € M.
Decimos que f es una isometria local si es un difeomorfismo local tal que df, : T, M —
Ty,)N es una isometria lineal para todo p € M.

Observacion 2.0.28. Si f : M — N es una isometria entre variedades riemannianas conexas,
entonces es una isometria de espacios métricos, con la métrica de la observacion 2.0.26.

Observar que la maquinaria de las formas diferenciales funciona igual en variedades
abstractas. Si (M, g) es una n-variedad riemanniana orientada, existe una unica forma
dV € Q*(M), llamada forma de volumen, que vale 1 en toda base ortonormal positiva de
T,M paratodo p € M. La demostracion es la misma que la de Calculo III; remitimos al
lector a la proposicion 15.29 de [Leelb] si desea mas detalles.

Proposicion 2.0.29. Sea (M, o) una n-variedad riemanniana orientada, ¢ : U — M una

p g ¢

parametrizacion compatible con la orientacion y {%} el referencial local asociado. Entonces
i)

sidV e (p(U)) es la forma de volumen de o(U),

dV = y/det(g;); ;dx, A---Ndx,
donde dx, = aixi* e QY (p(U)).
Demostracion. Sea p € p(U). Como dV es una forma de grado maximo, entonces
dV =fdx A---Ndx,

para cierta f € C*(¢(U)). Sea (ey,...,e,) C T,M una base ortonormal positiva.

. 2| _ .
Escribamos Q_xi‘p =2.;a;;¢;. Observar que det((a;;)) > 0 al estar ambas bases orienta-

das positivamente. Ahora calculamos. Por un lado,

J 3 3
dv — .., = | = dx,AN---Nd — .., = | =
?) dx, dx, F X, %) dx, Ix, /()
? » » p
Por otro lado,
d d
dV(p) E IR =dV(p) Zaljej,...,Zanje]-
il ol j j

= det((«;;
det((a; ;

) dV(p)ey,....e,)
= ((“i])

)
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Conseguimos entonces que f(p) = det((4;;)) > 0. Seguimos calculando:

d
g(p)= <§ > = <Zdije]»,Zak,e,> :Zai]-ak]-
' » ] r j
que es el coeficiente (i, k) de la matriz A*A, donde A = (4, ;)- Por lo tanto

det((g;;(p))) = det(A'A) = (detAY = (£ (p))’

de donde se deduce la tesis tomando raiz cuadrada, ya que f(p) > 0. O

%

b
dx
, A

Ejemplo 2.0.30. Si M C R’ es una superficie regular orientada, la proposicién anterior
junto con el resultado del ejemplo 2.0.23 permite recuperar la siguiente formula para la

dA=VEG—FdxAdy

que ya conociamos de Calculo IIL

forma de area

Ejemplo 2.0.31. Sea H = {(x,y) € R? : y > 0} el semiplano superior estricto. La métrica
hiperbélica, o métrica de Poincaré en H es

_dx*+dy?

8xy) = %

De esta forma, en cada punto (x,7y) esta métrica es la usual modificada por un factor
escalar yiz

En el apéndice consideraremos este ejemplo con mas detalle.

Ejercicio 2.0.32. Sea M una variedad riemanniana con una accion por difeomorfismos de
un grupo G, que es propiamente discontinua y tal que M /G es una variedad (cf. ejercicio
1.1.18).

1. Decimos que la accion de G en M es por isometrias si para todo g € G el mapa
M — M, x — g -x es una isometria.
Probar que si G acta por isometrias en M entonces M /G admite una métrica

riemanniana de modo que 7w : M — M /G es una isometria local.

2. Dotar al toro abstracto 7”7 =R”/Z" de una métrica localmente isométrica a R”. El
toro con esta métrica se denomina toro plano.
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Capitulo 3

Conexiones

Queremos definir el concepto de “geodésica” en una variedad riemanniana. Las geodé-
sicas serian curvas que localmente minimizarian la distancia, generalizando entonces las
rectas en el plano.

En R”, una curva es una recta si y solo si puede ser reparametrizada a una curva con
aceleracion cero. Queremos definir una geodésica en una variedad M como una curvaen M
tal que su aceleracion “vista desde M” es cero. Por ejemplo, st M C R” es una subvariedad
de R”, podemos definir una geodésica en M como una curva y : [0,1] — M tal que la
proyeccién ortogonal de (¢) €R” a T, M. Pero esta “aceleracion tangencial” no tiene
sentido en una variedad riemanniana abstracta.

El problema es que ¥(z,) tal y como lo conocemos es lim w, lo cual no tiene

—0

sentido en abstracto, pues y(t,) € T, \M y y(t,+h) € T, ;)M, y no sabemos restar
vectores de dos espacios tangentes diferentes.

Nos hace falta una conexion en la variedad: una pieza adicional que permite derivar cam-
pos de vectores a lo largo de curvas, y por lo tanto derivar y a lo largo de y, “conectando”
los puntos de y.

Definiremos una conexion en una variedad abstracta, y luego veremos que en toda
variedad riemanniana podemos definir una conexion de manera candnica.

Definicion 3.0.33. Una conexion afin (o simplemente conexion) en una variedad M es una
funcion

V:Z(M)x X(M)— XM, (X,Y)—V,Y
tal que:

1. es R-bilineal,

2. es C*(M)-lineal en la primera variable, i.e. VY = f VY paratodo f € C*(M),
X,Y e X (M),

3. satisface la regla de Leibniz en la segunda variable: V (fY) = (X f)Y + f VY para
todo f € C*(M), X,Y € X (M).
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Podemos pensar que VY es como una derivada de Y a lo largo de X.

Veamos ahora cémo luce la conexion en coordenadas locales.

Definicion 3.0.34. Sea M una variedad con una conexion V. Sea ¢ : U — M una parame-
trizacion, y sea {e.}. el referencial local asociado. Definimos los simbolos de Christoffel de
V asociados a la parametrizacion ¢ como las funciones Tf]. € C®(p(U)) que satistacen

Ve :ZFfjek (3.1)
k

Proposicion 3.0.35. Sea M una variedad con una conexion V. Sea ¢ : U — M una parame-
trizacion, y sea {e;}. el referencial local asociado. Sean X,Y € X' (M).

Escribamos X |,y =20 a;¢;, Y | iy = 25, bje; con a;, b, € C(p(U)). Entonces
(VXY)|¢(U):Z X(b/e)‘*‘zrf/“ibj C (3.2)
k L]

Por lo tanto, para determinar una conexion en ¢(U) basta determinar los simbolos de Chris-

toffel.

Demostracion. Calculamos, usando las propiedades de la conexion:

ViY =V, Y=> aVeY=> aVe | D be,
i j j
:Zainei(b]e])
—Za Z( DEIANS
zzzaiei(bj)ej+Z;aibj;rgek

:Z <Z“iei(bj)> € +ZZaiijFfjek
A : o %
_ZX e -I—ZZ(,; erjek
%

—ZX (by) ek-l—z fo]alb] e
:; X(bk)+erjaibj e, O
L)
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Ejemplo 3.0.36. Sea M C R’ una superficie regular y sean X, Y € 2 (M). Entonces
VL Y(p) = Py (Y, (X(p))

define una conexion en M, donde PTp y iR — T,M es la proyeccién ortogonal sobre
T,M. En efecto, la R-bilinealidad y C*°()-linealidad en la primera variable se verifican
facilmente, pues tanto el diferencial como la proyeccion son R-lineales. Verifiquemos la
regla de Leibniz, que se deduce de la regla de Leibniz para los diferenciales:

Vx(fY)(p)=Pr s(d(fY),(X(p)) =Py u(df,(X ()Y (p)+ f(p)dY,(X(p))
=df,(X(P)Pr u(Y () +/ (2)Pr u(dY (X (p)))
=XP)Y(p)+f(p)VxY(p)

yaque Y(p)eT M.
Observacion 3.0.37. 1. El valor VY (p) s6lo usa de X su valor en el punto p.

Es decir, si X,X,Y € Z(M), p € M son tales que X(p) = X(p), entonces se tiene
que Vy Y (p)=VxY(p).
En efecto, si ¢ : U — M es una parametrizacion en torno de p y {e;}; es el referencial
local asociado, escribamos X| ;) = 2. 4;¢;, X1, = 2, a;¢;. St X(p) = X(p),
entonces a,(p) =@ (p), y

X(b)(p)=X(p)(b) =X (p)b) =X (b)(p)
y por lo tanto VY (p) = VY (p), por la expresion (3.2).

2. Elvalor VY (p) sélo usa de Y su valor en un entorno de p.

Es decir, si X,Y,Y € Z' (M) son tales que existe U C M abierto tal que Y|, = Y]y,
entonces (VY| =(VyY)|y-
En efecto: sea Z = X — Y. Por R-linealidad de la conexién en la segunda variable,

basta ver que (VyZ)|, =0.

Sea p € U y sea B C M un entorno abierto de p tal que B C U. Sea p: M — [0,1]
una funcion chichén tal que p|;; =0, p|p = 1. Observar que pZ =0, y por lo
tanto Vy(0Z)=0. Usando la regla de Leibniz y las observaciones 1.5.7.1y 1.5.7.2,
conseguimos que

0=V (oZ)(p)=X(0)(p)+0(p) Vi Z(p) = V1 Z(p)

y por lo tanto (V4 Z)|, =0.
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3.1 Compatibilidad con la métrica

3. Toda variedad admite una conexién. La demostracién directa es similar a la que
esbozamos en la observacion 2.0.24: ver [Lee2], proposicion 4.5 para mas detalles.
Otra manera de proceder es esta. En breve probaremos que toda variedad rieman-
niana admite una conexion (que ademas satisface ciertas propiedades). Como por
la observacién 2.0.24 toda variedad admite una métrica riemanniana, entonces en
particular toda variedad admite una conexion.

Definicién 3.0.38. Sea M una variedad, U C M un abierto, pe U,v € T,M e Y € X' (M)
Definimos VY (p) € T,M como VY (p), donde X € Z'(M) es tal que X(p) =v.

Esta definicidn es correcta: un tal X siempre existe por el lema 1.5.11, y V_Y(p) no
depende de la eleccion de X por la observacion 3.0.37.1.

3.1. Compatibilidad con la meétrica

Si X,Y € (M) entonces (X,Y) € C*(M), donde (X,Y)(p) == (X(p), Y (p)). En
particular, esto nos permite hacer las siguiente

Definicion 3.1.1. Sea M una variedad riemanniana con una conexion V. Decimos que V
es compatible con la métrica de M si satisface la siguiente regla de Leibniz:

Z(X,Y) = (V,X,Y)+(X,V,Y)
paratodo X,Y,Z € Z'(M).

Ejemplo 3.1.2. Sea M C R’ una superficie regular con la conexién del ejemplo 3.0.36.
Veamos que es compatible con la métrica de M heredada de R?. Sean X,Y,Z € Z'(M). Sea
a:(—¢,€)— M una curva con a(0) = p,a(0) = Z(p). Sea f € C°(M) la funcidn definida
como f(p)=(X(p),Y(p)). Calculemos: si p € M,

ZX,Y)(p)=(2f Xp)=Z(p)f) = a(O)/) = df,(a(0))
r.c. d d
f(a(t)) (X(a(2)), Y (a(2)))

B a t=0 B a t=0
=(dX,(Z(p), Y (p)) + (X (p),dY (Z(p)))
= (Pr s (dX,(Z(p))), Y (p)) + (X (p), Pr (Y ,(Z(p))))

(
=(VzX(),Y(p))+ X(p), V.Y (p))

donde en = usamos que Y (p),X(p) € T,M.
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3.2 Simetria

3.2. Simetria

Resulta que la compatibilidad con la métrica, una condicion que parece muy razonable,
no es suficiente para determinar una Unica conexion en una variedad riemanniana. Hace
falta otro requisito (mas misterioso).

Definicidn 3.2.1. Una conexion V en una variedad M es simétrica si
V.Y - V,X=[X,Y]
paratodo X,Y € X'(M).

Observacion 3.2.2. A veces a una conexion simétrica se le dice libre de torsion, pues su
torsion, T: X (M)X X (M) — X (M), t(X,Y):=VY -V, X —[X,Y] es idénticamente
nula.

Remitimos al lector a la pregunta “What is torsion in differential geometry intuitively?”
en MathOverflow (ver [Wet]).

Lema 3.2.3. Una conexion V en una variedad M es simétrica si y solo si Ffj = Ffl. para todo

i,],k y toda parametrizacion.

Demostracion. Dados una parametrizacion ¢ : U — M y campos X,Y € X' (M), escriba-
mos X |,y = 25;4;¢;, Y|,y = 25, bye; donde {e;}; es el referencial local asociado a ¢.
Usando Ias expresiones (3. 1) (3 2) y (1.9) para los simbolos de Christoffel y la conexion y
el corchete en coordenadas locales, obtenemos

V essimétrica <= VY -V, X =[X,Y]
<~ Zk: X(bk)—i_zrfjdib]’ € +Zk: Y(“k)"‘lzjrfjbz’“j €,
—Z( ﬂk))%
<:>Z<X(b —¥Aa, ek+ZZFfjaibjek
:M+erffb‘df

= Db =35I bae,
ki Eooiy

k

= Fij = Tfl. paratodo 7,7,k
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3.3 Conexién de Levi-Civita

Ejemplo 3.2.4. Sea M C R’ una superficie regular, con la conexién del ejemplo 3.0.36.
Veamos que es simétrica. Para ello, basta verificar que los simbolos de Christoffel de una
parametrizacion coinciden con los de Calculo III, que cumplen la propiedad del lema 3.2.3.

Sea ¢ : U — M una parametrizacioén con ¢(0) = p y sea {e;}, su referencial local
asociado. Designemos por F/;]. a los simbolos de Christoffel de Calculo I y por ffj. alos
definidos por la ecuacion (3.1). Lo que queremos verificar es que el siguiente diagrama
conmuta.

N3

M—L

s

2 idg

—

S

U——
T*.
1]

Lo verificaremos para i = j = k = 1, para los demas la demostracion es aniloga.
Tenemos entonces

?.,(Q)=T7,(0)¢,(0) +T7,(0)¢, (0) +e(0)N(0)
Veep) =T}, (pe(p) +T7,(P)eap) = Py iy (d(ey) (e(p)))
Por lo tanto como {¢,(0),¢,(0)} = {e,(p),e)(p)} es base de T, M, basta verificar que
d(e)e(P) = 9,,0)
Sea {z,7,k} C R? la base canénica. Entonces:

A

d(€1)p(€1(17)) = d(31)¢(o)(d§po(z)) = d(e; o <P)o(z) = d(,)o(t) = ¢,,(0)

donde en = usamos que ¢,(¢(q)) = dgoq(iA) = ¢,(g) para todo g € U, y por lo tanto
€oP=9,.

3.3. Conexion de Levi-Civita

Teorema 3.3.1 (de Levi-Civita). Sea M una variedad riemanniana. Existe una s#inica cone-

xidn en M simétrica y compatible con la métrica de M, que llamamos conexion de Levi-Civita
de M.

Demostracion. Unicidad: supongamos que V es una tal conexion en M. Entonces, si
X,Y,Z € Z (M), la condicién de compatibilidad con la métrica nos da que

X(Y,Z)=(V,Y,Z)+(Y,V,Z)
Y(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,V,X)
Z(X,Y)=(V,X,Y)+(X,V,Y)

127



3.3 Conexién de Levi-Civita

Usando la simetria en el Gltimo término de cada linea, obtenemos:

X(Y,Z) =(VyY,Z) + (Y, X+ (V,[X, Z])
Y(Z,X) = {V3&X) +(Z,VxY) +(Z,[V,X])
Z(X,Y) = (V57 )+ (X5V2) + (X, [Z,Y])

Ahora sumamos los dos primeros términos y restamos el Gltimo: los términos marcados
se cancelan, obteniendo

X(Y,Z)+ Y{(Z,X) = Z(X,Y) =2V, Y, Z) + (Y, [X,Z]) + (Z,[Y, X]) — (X, [Z,Y])

Despejando el tnico término en el que aparece la conexion, obtenemos
1
(VyY,Z) = 5(X(Y,Z) +Y(Z,X) = Z(X,Y)
— (X Z] = (LXK [Z,Y])  (3)

Como el lado derecho no depende de la conexion, entonces si V' es otra conexion simétrica
y compatible con la métrica, se tiene que

(VxY,Z)=(V.Y,Z) = (VyY-V.Y,Z)=0

paratodo X,Y,Z € X' (M). Por el lema 1.5.11, en cada punto p € M puedo encontrar un
Z € (M) tal que Z(p) = v dado cualquier v € T, M, asi que por la no-degeneracion del
producto interno concluimos que VY (p) =V Y (p) para todo X,Y € Z'(M), p € M,
Le. V=V,

Existencia Basta probar que existe una conexion simétrica y compatible en cada en-
torno coordenado de un atlas para M, pues luego la unicidad nos asegura que las conexiones
de diferentes entornos coordenados coinciden donde se intersectan, pudiendo entonces
definir una conexién en todo M.

Sea ¢ : U — M una parametrizacion con referencial local asociado {e;},. Queremos
que se cumpla la igualdad (3.3), que si se la aplicamos a X =¢;, Y =e¢;, Z = ¢, obtenemos

1
(Veepner) = §<ei<ef’ek> +eilene) —e (ei’€f>)

ya que el corchete de Lie de los campos del referencial local son nulos (proposicion 1.5.17).
Recordemos que g;; = (e;,¢;) y que V,e; =3, I, ast que la ecuacion anterior

queda ast:
1

ZF;]'grk = E(eigj/e +e€ 8 — ekgij)

Observar que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es el coeficiente (7,k) de una

multiplicacion de matrices. Ya observamos que la matriz (g;;(p)); ; es definida positiva

1,]
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3.3 Conexién de Levi-Civita

para todo p € ¢(U), asi que en particular es invertible. Llamémosle (g"”(p)),,, a la

r,m

matriz inversa de la matriz (g, (p)), ,,; multiplicando por esta matriz, obtenemos que

1
r;?:§§<eigj/e+ejgi/e_ekgij)gkm (3.4)
Queremos que los simbolos de Christoffel de V en la parametrizacién ¢ cumplan la
ecuacion (3.4), asi que definimos la conexién mediante esos simbolos de Christoffel como
en la proposicion 3.0.35.
Resta verificar que V asi definida es una conexion en ¢(U) y que es compatible con la
métrica; esto son verificaciones a cargo del lector. Es claro de la formula (3.4) que TZ’. = I‘;’;

para todo 7,7, m, asi que V es simétrica por el lema 3.2.3. O

Observacion 3.3.2. La formula (3.3) se llama férmula de Koszul para la conexion de Levi-
Civita, y la férmula (3.4) se llama segunda identidad de Christoffel para la conexion de
Levi-Civita.

Ejemplo 3.3.3. Ya verificamos que la conexidn en una superficie regular M C R’ del ejemplo
3.0.36 es compatible con la métrica (ejemplo 3.1.2) y es simétrica (ejemplo 3.2.4), asi que
es la conexion de Levi-Civita de M.

Ahora que ya sabemos que la conexion que definimos en una superficie regular es la
conexion de Levi-Civita, sabemos que vale la segunda identidad de Christoffel, que expresa
los simbolos de Christoffel en términos de E, F, G y sus derivadas primeras. En Calculo
IIT ya habiamos conseguido tales expresiones: observar que conseguimos las mismas. Esto
es coherente, pues ya sabemos que los simbolos de Christoffel nuevos coinciden con los
de Calculo III (ejemplo 3.2.4).
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Capitulo 4

Derivada covariante

Definicion 4.0.4. Sea M una variedad y @ : I — M una curva en M. Un campo de vectores
a lo largo de a es una funcidn diferenciable V : I — TM tal que el siguiente diagrama
conmuta:

1Y TM

N

M

S1 V(&)= (a(t),v(¢)), abusaremos la notacién e identificaremos V() con v(¢) € T, M.
Denotaremos por Z'(«) al conjunto de los campos de vectores a lo largo de a.

Observacion 4.0.5. 1. Sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que a(I) C ¢(U), y
sea {%}‘ su referencial local asociado. Como hiciéramos en la proposicion 1.5.3
para calm]:)os de vectores, es facil probar que V : I — TM es un campo de vec-
tores a lo largo de @ si y solo si V(¢) € T, ;)M para todo t € I y si escribiendo

V(t)=>a,(t) %L(t) se tiene que a; € C*™(/) para todo :.

2. Z'(a) es un R-espacio vectorial y un C*°(I)-modulo, con las operaciones punto a
punto.

Ejemplo 4.0.6. 1. Con la notacion de la observacion anterior, sea e, : I — T'M definida

como ¢;(t) = % o Entonces e; € Z'(a), y todo V € X' (a) se puede escribir como
tla(t

V=>a,e; cona; € C®(I) paratodo z.

2. Seax:I— U, x=(x...,x,) tal que ¢(x(¢)) = a(t). Entonces

a= E X, €;
i
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Figura 4.1: No hay manera de extender a R? el campo de vectores a lo largo de esta curva:
el problema esta en el punto de autointerseccion.

Es una consecuencia directa de la regla de la cadena: en efecto, si t €1,
a(t)=de,(1)=d(pox),(1) = dg,(dx,(1))
= d%(r)( d% <Z X; >
= %,(t) e(t)

En particular, obtenemos que & € X' ().

Observacion 4.0.7. Un campo de vectores a lo largo de una curva puede no poder extenderse
a un campo de vectores en M (ver figura 4.1).

Definicion 4.0.8. Sea M una variedad y @ : [ — M una curva. Una derivada covariante a
lo largo de a es un mapa 2 : Z'(a) — X () tal que:

1. es R-lineal,

2. satisface la regla de Leibniz: % =f'V + fE paratodo V € X (), f € C=(I).

Veamos ahora que una conexion nos permite determinar una derivada covariante, es
decir, una manera de derivar campos de vectores a lo largo de curvas.

Proposicion 4.0.9. Sea M una variedad con una conexion V, y sea a : I — M una curva.
Existe una vinica derivada covariante 2 a lo largo de a que satisface que si V € X (a) se
puede extender aY € X' (M), v.e. si existe Y € X' (M) tal gue V(t) =Y (a(t)) para todo t € I,
entonces

—— (1) =V, Y (a(t))
para todo t € 1.

Demostracion. Unicidad: veamos que hay unicidad para una tal derivada covariante a lo
largo de a restringida a cada entorno coordenado. Cubriendo la variedad con entornos
coordenados, esto prueba la unicidad de una tal derivada covariante a lo largo de a.
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Sea ¢ : U — M una parametrizacion tal que (U)Na(l) #0, y sea { J } su referen-
cial local asociado. Restrinjamonos a los ¢ tales que a(t) € ¢(U). Sea 2 7 una derivada
covariante a lo largo de @ como en el enunciado, en este entorno coordenado.

Seae,(t)= 8%,- o Escribamos a(t) = ¢(x,(¢),...,x,(t)) y V =, a;¢;. Por las pro-

piedades de una derivada covariante, se tiene que

DV D

De;
PR <Zalei> :Z <a e, +a, o > (4.1)

1

pero ¢; € Z'(a) es un campo de vectores a lo largo de @ que se puede extender a ¢(U)

¥l /
como ox |’ asi que

d

i]. dx.

1

(a(2))

=250V
8

=350 e 7
—Zx (1) ZI‘ (t))e,(t)

Por lo tanto, siguiendo la cuenta de (4.1), conseguimos que

= al()e () + D a()%() DT (@(e)ey(e)
i i k

a(t)

En definitiva,

DV

— ()= Z( (0 2 (50T <>>)ek<t> (+2)

k

y por lo tanto un tal operador es tnico en cada entorno coordenado.

Existencia: si ¢ : U — M es una parametrizacion con ¢(U)Na(l) # 0, definimos I?T‘t/
en ¢(U)Na(l) mediante la expresion (4.2). Se debe verificar que esto define efectivamente
una derivada covariante: son cuentas que quedan a cargo del lector.

Si ) : V — M es una parametrizacién tal que (U)N¢(V)Na(I) #0, definimos 2~ en
$(V)Na(l) de la misma forma. Por unicidad en o(U)N ¢ (V)N a(), la expresion para la
derivada covariante determinada por ¢ o por ¢ coinciden. Cubriendo a(I) por entornos

coordenados, podemos definir £ a lo largo de toda la curva. O

132



A partir de ahora, si M es una variedad riemanniana con una conexion Vy a: 1 — M
es una curva, entenderemos que 2 es la derivada covariante a lo largo de @ determinada
por la proposicion anterior.

Observacion 4.0.10. La ecuacion (4.2) nos da la expresion en coordenadas locales para la
derivada covariante que define una conexion.

Ejemplo 4.0.11. Sea M C R’ una superficie regular. Sea « : I — M una curva. Si V € Z'(a),

definimos
DV _ dVv
W(t)—PTw)M E(I)

donde P E R? — T,M es la proyeccion ortogonal sobre T, M.

Esta es la derivada covariante que resulta de la conexion definida en el ejemplo 3.0.36
(que verificamos que es compatible con la métrica en el ejemplo 3.1.2).

En efecto, 2 satisface la definicién de derivada covariante (verificacién a cargo del
lector), y si V(t) =Y (a(t)) entonces se cumple %(t) =V Y(a(t)):

Vo V(@) =Pr (47, (6(2)

e d(Yoa
=P%W<(dt%w>

dv
=Pr, u E(Z)

_ DV
= I(t)

Proposicion 4.0.12. Sea M una variedad riemanniana con una conexion NV compatible con
la métrica. Sea a : I — M una curva. Para todo V, W € X (a) se cumple

d (V,W) bv W)+(V bW (4.3)
de' 7\ de’ *dt '
Demostracion. Sea ¢ : U — M una parametrizacion y {%} su referencial local asociado.

Como podemos cubrir la curva por entornos coordenados, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que a(1) C ¢(U).

Sean e, € X' (a), e,(t) :== % o Verifiquemos primero que para todo 7, 7 se cumple
tla(t

d Dei De]'
a(eneﬂ: dt’ej + eia? (4.4)

Seaty €1, p:=a(ty), v:=a(ty) Sea f € C=(p(V)), f = g;; = <%, %>. Entonces

d
dt

_d
Cdt

(e;(£),e;(1))

fle(t) = df,(v) = v(f)

t=t, r=ty
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Por el lema 1.5.11, existe X € X' (¢(U)) tal que X(p) = v. Entonces siguiendo el calculo
(4.4) y utilizando la compatibilidad de V con la métrica,

d

| @O =X =X )p)

_x Jd d
= 5’_xl’5’_x] (?)

B V&’ d 8V3
= Xa_aci’a_acj+a_pci’xa_acj (?)

Dei De]-
= < T (to)aej(to)> + <ei(to)’ﬁ(to)>

Como t, €I es arbitrario, esto prueba la ecuacion (4.4).
Por linealidad, basta ahora probar la ecuacién (4.3) para V = ge; y W =¢;, donde
g € C®(p(U)). Sea t, € I. Calculemos:

d _d
§ (0= sl
d
=8 (to)e(to). (o)) +8(t0) 7| (e(t)re(1))
o tl_)toei De]'
=& (to)<€i(t0)’€j(to)) + g(to) <<E(to),€j(to)> + <€i(to)>ﬁ(to)>>
D(ge;) De;
= < a1 (to),e]-(to)> + <(g€i)(to)’ﬁ(to)>
Como t, €[ es arbitrario, esto termina la demostracion. O

Transporte paralelo

Los resultados de esta seccion quedan como ejercicio para el lector interesado, que
puede consultarlos por ejemplo en el capitulo 2 de [dC].

Definicion 4.0.13. Sea M una variedad y V una conexion en M. Si @ : [ — M es una curva
y V € Z (), decimos que V' es paralelo si 2 =0.

Ejemplo 4.0.14. Si M = R? con la conexi6n usual, entonces un campo paralelo a lo largo
de una curva es un campo constante sobre la curva (ver figura 4.2).

El siguiente resultado abarca a la proposicion 4.0.12.

Proposicion 4.0.15. Sea M una variedad riemanniana con una conexion N. Son equivalen-
tes:
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Figura 4.2

1. ¥V es compatible con la métrica,

2. paratodacwrvaa:1—MyV,W e X (a)secumple

dVW—DVW VDW
VW= W)+ (Vgr

3. para toda curva o : 1 — M y P, P’ € X (a) paralelos se cumple que la funcion (P, P’) es
constante.

Observacion 4.0.16. En particular, si P,P’ € &' (a) son paralelos entonces |P|,|P’| y el
angulo entre P y P’ son constantes.

Una aplicacion del teorema de Picard nos da el siguiente teorema.
Teorema 4.0.17. Sea M una variedad con una conexion V. Sea a : I — M una curva, t, € I

y Vo €T, M. Existe un tinico V € X (a) paralelo tal que V (t,) = Vi, llamado transporte
paralelo de V; a lo largo de a.

Sta:l - M, t,t,€l,seal, : T, \M— T, M definido como P, (v) = V(¢,)
donde V es el transporte paralelo de v a lo largo de a.

Proposicion 4.0.18. Elmapa P, , = T, \M — T, \M es una isometria lineal, y en particular
preserva normas 'y dngulos.

Proposicion 4.0.19. La derivada covariante se recupera a partir del transporte paralelo, de la
siguiente manera:

D_V(t) y (P, )" (V(8) = V(1)
dr VT t—t,

Observar que conseguimos “conectar” 7, \M con T, ,\M: es lo que dijimos al comien-
zo del capitulo 3 que queriamos lograr.

Si @ es una curva cerrada en R?, si se transporta paralelamente un vector a lo largo de
toda la curva, se vuelve al mismo lugar (ver figura 4.3).

No ocurre lo mismo en §2, como se puede apreciar en la figura 4.4. Si transportamos
paralelamente un vector por el camino A — N — B — A, no obtenemos el mismo vector,
obtenemos un vector que forma un angulo « con el original.
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Figura 4.3: El grupo de holonomia de R? es trivial

Figura 4.4: El grupo de holonomia de §? es no trivial
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Si p € M, consideremos todas las isometrias de transporte paralelo P : T M — T, M
que resultan de todas las curvas cerradas basadas en p. Se obtiene un subgrupo del grupo
de isometrias de 7, M, llamado grupo de holonomia en p.

Es geométricamente claro que el grupo de holonomia de cualquier punto en R? es
trivial, mientras que el grupo de holonomia de cualquier punto en §% es SO(2), el grupo

de rotaciones del plano.
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Capitulo 5

Geodésicas

Definicion 5.0.20. Sea M una variedad con una conexién, y : I — M una curva'y % la
derivada covariante a lo largo de y. Decimos que y es una geodésica si y € X (y) es paralelo,
1.e. sl
Dy
dt
Decimos que y es una geodésica maximal si es una geodésica que no puede definirse en un
intervalo mayor.

0

ercicio 5.0.21. 1 1a local entre variedades con sendas conexiones
Ejercicio 5.0.21. Probar que una isometr
preserva geodésicas.

Ejercicio 5.0.22. Probar que en R” con la conexion usual las geodésicas son las rectas
g
parametrizadas con velocidad constante.

Proposicion 5.0.23. Sea M una variedad con una conexion. Toda geodésica en M tiene rapidez
constante, 1.e., si y : I — M es una geodésica, entonces |y | es una funcion constante.

Demostracion. Veamos que |y|* es constante. Para ver esto, veamos que su derivada es nula.
Usando la proposicion 4.0.12, obtenemos que

d . _, Dy _o
dt(w)— 7 )=

Lol Dy _
pues al ser y una geodésica, es -~ =0. O

Observacion 5.0.24. Sea S C R’ una superficie regular con la conexién usual. Del ejem-
plo 4.0.11 deducimos que una curva a en § parametrizada con rapidez constante es una
geodesica si y solo si su aceleracion a”(s) es normal al plano tangente 7, S, para todo s.

Utilizando la unicidad de las geodésicas deducimos que en $? las geodésicas son los
arcos de circulo maximo parametrizados con velocidad constante.
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5.1 Mapa exponencial

Veamos como queda la ecuacion de la geodésica en coordenadas locales. Sea ¢ : U — M
una parametrizacion con @(U)Ny(I) £ 0, y sea { 2 } su referencial local asociado. Sea
(x15...,x,)(¢) € U de manera que y(t) = ¢(x,(t),...,x,(¢)) alli donde la expresion tiene
sentido. De esta forma, y(t) =3, %,(¢) e,(¢), donde e,(¢) = < |

x; ny
Utilizando la expresion (4.2) de la derivada covariante en coor(d)enadas locales, se obtie-
ne
Dy ) v ek
0= 37(0= 32 | 40+ THOHT (e | a0
i

Hagamos un abuso de notacion y denotemos por F/fj(t) a F/fj(}/(t)). Restrinjamos y a los
tiempos ¢ tales que y(2) € p(U): sea A =a'(a(I)N¢(U)). Entonces y|, es geodésica si y
solo si

9&}€+ZFfj>éi95j:O paratodo k=1,...,n (5.1)
LJ

Esta es la ecuacion de las geodésicas. Es un sistema homogeéneo de ecuaciones diferenciales
de segundo orden.

Observar que 7/ es una geodesica si y solo si existe un atlas .o/ tal que, si ¢ € .&/ es
tal que p(U)Ny(I) # 0 y escribimos y(t) = ¢(x,(¢),...,x,(t)), entonces se satisface el
sistema (5.1).

Proposicién 5.0.25. Sea M una variedad con una conexion. Para todo p € M, v € T, M existe
un intervalo abierto I C R con O € I 'y una geodésica y : I — M tal que y(0) = p,y(0) =
Dos tales geodésicas coinciden alli donde estin ambas definidas. En particular, existe una sinica

geodésica maximal y, en M tal que y,(0) = p, y,(0) =

Demostracion. Sean p €M, v €T, M.Sea ¢ : U— M una parametrizacion con ¢(0) = p.
Una curva y en ¢(U), y(¢) = ¢(x,(¢),...,x,(t)) es una geodésica si y solo si

X +ZF1] X, =0 paratodok=1,...,n
Por el teorema de Picard, existe un intervalo / y una curva (x,,...,x,) : I — U que satisface
el sistema anterior y tiene condiciones iniciales y(0) = p,y(0) = v. Definimos y : I — M
como y =g o(x,...,x,). Entonces y es la geodésica buscada.

El resultado de unicidad y de existencia de una tnica geodésica maximal se deduce de
la unicidad en el teorema de Picard y de la unicidad de una solucion maximal. O

5.1. Mapa exponencial

El siguiente lema es muy razonable: si recorremos la geodésica mas rapido por un
factor a, obtenemos una geodésica con dominio achicado proporcionalmente en el mismo
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5.1 Mapa exponencial

factor. Reciprocamente, recorriendo la geodésica mas lento podemos conseguir que esté
definida en un intervalo mayor.

Lema 5.1.1 (homogeneidad de las geodésicas). Sea M una variedad con una conexion. Sean
pEM, veT,M. Sieldominiodey, es(—3,¢) entonces para todo a € R el dominio de y,,

€

es (—g —>, y se cumple

>a

S €
y(at)=y,, (t) paratodot e <——, _>

a a

Demostracion. Definimos 5 : <—§, %) — M como h(t) = y,(at). Veamos que / es una

geodésica maximal tal que h(0) = p y h(0) = av, y por lo tanto debe ser h =y, termi-
nando la demostracion.

Claramente »(0) = p. Sea ¢ : U — M una parametrizacion. Escribamos entonces
v, (8) = o(x,(t),...,x,(¢)) para todo ¢ tal que y,(¢) € p(U). Sea X;(¢) := x;(at) alli donde
la expresion de la derecha tiene sentido.

Supongamos primero que ¢(0) = p. Entonces

h(t)=ry,(at)=g(x,(at),...,x,(at)) = @(%(¢),..., %,(t))
Ahora bien, Z(t) = %xi(at) = ax;(at), y en particular h(0) = av, como muestra el
siguiente calculo:

d

h(0)= -

@(%,(1)s---, %, (1)) = dg, <Z ’Z(o) €i>

=adg, <Z %;(0) €i> =ay,(0)=av

Verifiquemos ahora que 5 es una geodésica. Supongamos entonces que ¢ : U — M es una
parametrizacion tal que ¢(U) Ny, (I) # 0 arbitraria (i.e. no neceasariamente alrededor de
p). Verifiquemos que se satisface el sistema (5.1):

ﬁaanfj(t)Z(t)@(t) :aZx}e(at)—l—Zl—‘/;j(t) ax,(at) ax(at)

k
=4 (x}e(at)+foj(t)yéi(at)x](at))
=0

al ser y, una geodésica.
Por lo tanto A es una geodésica maximal (pues y, lo es) que satisface que y,(0)=p y
¥,(0) =, de maneraque h=7y,,. O
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5.1 Mapa exponencial

Proposicion 5.1.2. Sea M una variedad con una conexion. Existe un abierto U C T M que
contiene a todos los vectores nulos (q,0) sobre el que la aplicacion exp : % — M definida como
exp(q,w) =7, (1), es diferenciable.

El mapa exp : % — M se llama mapa exponencial de M.

Demostracion. Sea ¢ : U — M una parametrizacion. Escribamos y () = ¢(x,(t),...,x,(t)).
El teorema de Picard y la diferenciabilidad respecto de las condiciones iniciales implican
que existe una funcién diferenciable

x:(—8,€)x B(0,¢,) x B(0,¢,) > R”, B(0,¢,) C U,B(0,¢,) CR”

tal que ¢ — x(t,xy,7,) es la solucién maximal del sistema (5.1) con condiciones iniciales
(x,79) € B(0,€,) X B(0, ¢,).

Observar que x(0,0,0) = 0 luego reduciendo el dominio de x podemos suponer que
su imagen cae dentro de U. Por el lema de homogeneidad de las geodésicas, achicando «,
podemos ademas suponer que

x:(—2,2)x B(0,¢,) x B(0,¢,) = U

Definamos € : B(0,¢,) x B(0,¢€,) = U como & (xy, v,) = x(1, x4, 7). De esta forma, el
mapa (—1,1) = U, t — & (x,, tv,) es la Gnica solucién maximal de (5.1) con condiciones
iniciales (x,, v,), por la ltima cuenta en la prueba del lema de homogeneidad.

Ahora transportamos esta funcion al fibrado tangente.

Sea ¢ la parametrizacion de TM inducida por ¢, i.e.

¢:UXR"=TM, ¢(x,0)=(p(x),do.(v))
Sea % = p(B(0,¢,) x B(0,¢,)) C TM.
Definimos exp : % — M mediante el siguiente diagrama conmutativo:

exp

U M

d Js

B(O,Gl) XB(O’GZ)T> U

De esta forma, exp es diferenciable. Observar que si (¢, w) € % entonces (q,tw) € U
paratodo t € [—1,1].

Verifiquemos que exp(q,tw) = y,,(¢) para todo ¢t € [—1,1]. Dado (g,w) € % sea
@ €R” tal que d -1, (@) = w. Entonces:

exp(q, tw) = (£ (7' (q), D)) = p(x(L, 97 (), D)) = p(x(t, 97 (), D))

Por lo tanto ¢ — exp(q, t w) es una geodésica maximal que pasa por ¢(x(0, 0~ (q), @)) = ¢,

y tal que %L:o exp(g, tw) = d ¢ ,-1(,)(W) = w. Debe ser entonces exp(q, tw) = y,,(¢).
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5.1 Mapa exponencial

En particular, la definicién de exp es independiente de ¢, luego podemos repetir la
construccion en cada entorno coordenado, y por unicidad de las geodésicas conseguimos

un mapa exp definido en un abierto % C TM que contiene a todos los puntos de la forma
(p,0)eTM. O

Definicion 5.1.3. Sea M una variedad con una conexion, y sea p € M. Sea % L, =UNT,M,
donde % es el de la proposicion 5.1.2. Definimos el mapa exponencial en p que denotamos

exXp

exp,, como la composicion U, —— U —— M .
Explicitamente, exp ,(v) = 1,(1).

Definicion 5.1.4. Sea M una variedad con una conexién, y sea % C TM como en la
proposicion 5.1.2. Definimos el flujo geodésico como el mapa ¢ : (=8,¢) X % — M,

Pt p,0) =7,(2)-

Observacién 5.1.5. 1. El mapa exp,, es diferenciable por ser composicion de mapas
diferenciables.

2. Si M es una variedad riemanniana con la conexién de Levi-Civita, tomaremos como
%, a una bola B(0,¢) C T, M, donde la bola es respecto de la métrica en 7,M
inducida por el producto interno de la métrica riemanniana.

3. Ellema de homogeneidad de las geodésicas nos da que exp ,(tv) = y,(¢).

4. Ellema de homogeneidad de las geodésicas expresado en términos del flujo geodésico
nos dice que ¢(¢, p,av) = P(at, p,v).

Geométricamente, exp ,(v) es el punto de M obtenido al desplazarse por una unidad de
tiempo a partir de p a lo largo de la geodésica que pasa por p con velocidad v, de manera
que exp ,(v) esta definido para valores de v suficientemente chicos.

Podemos interpretar exp ,(v) de otra manera similar.

Observar que &(1,4,v) = ¢ <|fv|,q,|Z—|>; ademas, la curva y : t — ¢ <t,q,ﬁ> esta
parametrizada por longitud de arco, pues por la proposicion 5.0.23, se tiene que

De esta forma, exp ,(v) es desplazarse desde p una longitud igual a |v| por una geodésica

que pasa por p con velocidad ok

Ejercicio 5.1.6. Probar que el mapa exponencial exp,, : T,(R") = R” — R" es la identidad.

Proposicion 5.1.7. Sea M una variedad con una conexion y sea p € M. Entonces
d(exp,)y=idy
y en particular exp,, es un difeomorfismo local en 0.
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5.1 Mapa exponencial

Demostracion.

d

T Yo(t) =2

t=0

r.c. d
d(exp, (o) O

t=

exp,(tv) = —
i de

paratodo v € T,M, de donde d(exp,, ), = idTP u- Por el teorema de la funcién inversa, exp,,

es un difeomorfismo local en 0. O

En la figura (6.3) se puede apreciar el mapa exponencial de la esfera $2. Observar que
no es un difeomorfismo global, por ejemplo, tomando p = N el polo norte: tras recorrer
un tiempo 7 todas las geodésicas que empiezan en N estan en el polo sur.

Definicion 5.1.8. Sea M una variedad riemanniana con la conexién de Levi-Civita, y sea
p € M. Una bola normal en p es un entorno abierto de p en M de la forma exp ,(B(0, 7)),

donde B(0,7) C T,M es tal que B(0,7) esta incluida en un abierto donde exp, es un
difeomorfismo sobre su imagen.

Proposicion 5.1.9. Sea M una variedad riemanniana con la conexion de Levi-Civita, y sea
p €M. Si B =exp,(B(0,7)) es una bola normal en p y q € B, entonces existe una vinica
geodésica [0,1] — B que une p con q dentro de B.

Demostracién. Como q € B =-exp ,(B(0,7)) y exp,, es un difeomorfismo en B(0, r), existe
entonces v € B(0, ) tal que ¢ = exp ,(v). Por lo tanto la curva

y:[01] =M, y(t)=y,(t)=exp,(tv)

es una geodésica que cumple que y([0,1]) CBy y(0)=p,y(1)=gq.
Supongamos ahora que 7 : [0,1] — B es una geodésica con 7(0) = p,7(1) = g. Sea
w = 7(0). Las geodésicas T y t — exp ,(tw) tienen velocidad inicial w, luego son iguales.
Observar que tw € B(0, 7) paratodo ¢ € [0, 1], puesexp (tw) = 1(t) € B =exp ,(B(0, 7))
y exp, es un difeomorfismo en B(0, 7). En particular, w € B(0, r). Pero

exp,(w) = 1(1) =g =exp,(v)

y al ser exp, inyectiva en B(0,7), debe ser v = w. Por lo tanto 7 y y son geodésicas
definidas en [0, 1] con igual velocidad inicial, asi que son iguales. O

Observacion 5.1.10. Una variedad riemanniana con la conexion de Levi-Civita es completa
st las geodésicas estan definidas en toda la recta real. Por ejemplo, toda variedad compacta
es completa.

El teorema de Hopf-Rinow afirma que si M es una variedad completa y p,q € M,
entonces existe una geodésica entre p y ¢, y esta geodésica realiza la distancia d(p, q) (ver
[dC], teorema 2.8).
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Capitulo 6

Minimizacion local

Nuestro objetivo ahora es probar que las geodésicas “minimizan localmente las distan-
cias entre los puntos”. Observar que decimos “localmente”: por ejemplo en §? si tomamos
dos puntos p,q no diametralmente opuestos, solo yendo por un circulo maximo por un
lado se minimizara la distancia. En la figura 6.1 vemos una geodésica entre p y g que
no minimiza la distancia entre p y g. Si los puntos p y ¢ son diametralmente opuestos,
entonces hay infinitas geodésicas que unen p con ¢, y todas minimizan la distancia d(p, q).

Considerando como variedad al abierto R?\ {(0,0)} C R?, observamos que entre los
puntos (—1,0) y (1,0) no hay geodésicas que minimicen la distancia (y de hecho, no hay
ninguna curva que realice la distancia).

Definicion 6.0.11. Sea M una variedad. Una superficie parametrizada en M es un mapa
diferenciable a : J; x J, = M, donde J,], C R son intervalos.

Si(spt0) €]y X [y sean o, : [, > M, t = a(sy,t)y @, 1], = M,s — als, 1), las curvas
coordenadas.
Definimos

Figura 6.1: La geodésica marcada no minimiza la distancia entre p y ¢
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Figura 6.2: Superficie parametrizada

da

[ — / —
E = aso(to) (& Ta’(so,to)M = da(

(S9:%0)

a(s0,to)

So-ta) E

(s0t0)
Dado (sy, t,) €], X J,, consideremos los siguientes campos de vectores a lo largo de las
curvas coordenadas (ver figura 6.2):

da
€EX(a,), s =

3, € (a,)

(5:t0)

Lema 6.0.12 (de simetria). Sea a : ], X |, = M una superficie parametrizada, donde M es
. 13 . 7, . D D Y

una fv.arzedad con una conexion simetrica. .Sea (Sorto) €J1 X Js y sean &y = las derivadas

covariantes a lo largo de a, y de a, respectivamente. Entonces

D [ da
dt \ Js

D [ Ja

()= E E (S0)

(S0t (s520)

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe ¢ : U — M una

parametrizacion tal que a(J; x J,) C ¢(U). Sea {%} el referencial local asociado.

Escribamos a(s,t) = @(a,(s,t),...,a,(s,t)). Sea (s, ty) € J; X J,. Derivando, obtene-
mos

da
ds

re. x 9%
s

(s051) :

d

(6.1)

C
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Aplicamos % y evaluamos en ¢,:

D [ da ()
— | = t
dt \ Js 0
(s051)
Z d [ de; (t) o N da; D d ()
= - by) 35— — | 5 ty
G AN R L N
I d da. d
# P 1
= + V s e L
2\ 22| 7= Js < %k%,fwax.)(“(“o o)
g (s0st0) Ela(sgsto) (S0sto :
. d%’a 0 da. Qaj d
il g + ! — V ;, — ,t 6.2
273 7 27 £ 75 Glok))  (62)
g (s0st0) la(sgsto) Ly (s0st0) (s0st0) :

En £ usamos que gi € X (a, ) se extiende a %‘ e Z(p(U), luego

K
i la(so,t) 0

1

D ( d

’ g—xl (t)=V

= (5 t5) =V & a
‘Zso(to) gxl ( 0 O) 3_?|(So,[o) axl

(a(s0, 20))

a(spst)

* . . .
En = usamos la ecuacion analoga a (6.1) pero habiendo derivado respecto de ¢.
Esto concluye la demostracion, pues la expresion (6.2) es simétrica en las variables s

2 — k _J_ 16n simétri k — Tk
y t, ya que V % = > Iy al ser la conexion simétrica, es I}, =17, para todo

i,7,k. 0

Lema 6.0.13 (de Gauss). Sea M una variedad riemanniana con la conexion de Levi-Civita.
Sea p € M. Sea v € T, M tal que exp ,(v) estd definido. St w € T, M, entonces

(d(exp,),(v),d(exp,),(w)) = (v, w)

Observar que exp,, : B(0,¢) C T,M — M, entonces d(exp,), : T,(T,M) — TCXPP(,U)M.
Pero al ser T, M un espacio vectorial, sencillamente 7(7, M)~ T M, asi que considerando
v,w € T,(T,M), la expresién del lema de Gauss tiene sentido.

El lema nos dice en particular que la imagen de una esfera suficientemente chica en
torno de O en T, M es enviada por el mapa exponencial a una curva (llamada esfera geodésica)
perpendicular a todas las geodésicas originadas en p (llamadas geodésicas radiales), i.e. v L w

implica d(exp ), (v) L d(exp,),(w) (ver figura 6.3).

Demostracion. Descomponemos T,(1,M) como la suma directa del subespacio generado
por v y su subespacio perpendicular. Por la linealidad del producto interno en la segunda
variable y de d(exp,),, basta probar el lema para w = v y para w L v.
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Figura 6.3: El mapa exponencial de §?

Supongamos primero que w = v. Usando la proposicion 5.0.23, obtenemos que

e d 2 1y 2
e, O 2|5 e, :‘a )
2
. ‘% (0] =l OP = O
lp

probando el lema en este caso.

Supongamos ahora que w L v. Como exp,(v) estd definido, existe ¢ > 0 tal que
exp,(tv(s)) esta definido, para 0 <t <1, —e <5 <'¢, donde v : (—¢,¢) > T, M es una
curva con v(0) = v,72'(0) = w y tal que s — |v(s)| es una funcidn constante (ver figura
6.4).

Definimos una superficie parametrizada

a:(—6e)x[-L1] =M, afs,t)=exp,(tv(s))
Observar que ¢ — a(sy, ¢) es la geodésica £ — y,,, \(¢) para todo s, pues

a(t’ SO) = expp(tv(so)) = }/t'v(so)(l) = Yv(so)(t)

Entonces
30{ 8 r.c.
3, » =3 . t)eXPp(f‘U(S)) = d(exp,, ) (((5)) (6.3)
ga 8 r.c. /
3| =5, S B ) (64
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M

Figura 6.4

Tomando (s,¢) = (0, 1), obtenemos que

da
at

da
—dew) @) S

0.1)

=d(exp,),(w)

©1)

> —0 (6.5)
1)

da

Lo que queremos probar entonces es que
b
Js

<5’a
dt o

> =0.
(0,2)

da

' s

., d /da
Afirmacion: —
(0.1)

de \ 9t
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Demostracion: Sea t, € [—1,1].

d <5’a da >
de t=t, dt ©,¢) ds ©,¢)
_<D da (t)ga >+<c9a D Jda (t)> (6.6)
— - o) A~ N y 7 T~ 0 .
dt Jdt o) Js o) dt o) dt Js o)
*< D Jda ( )>
= — — t,
dt 00 dt Js o)
<3 D da (0)> I lema de simetrd
= o y—/— — pore ema de simetria
It | 95 9t
L d <‘9“ Ja > ibilidad con la métrica  (6.7)
= - — _ y T/ POI' Compatl 1l1dad con la metrica .
2 ds o dt ) dt 50

En = usamos que el primer sumando de (6.6) es nulo, pues al ser ¢ — (0, t) una geodésica,

D Jda _
se tiene que at‘( )(to)_O.

Seguimos calculando: al ser ¢ — a(s,t) la geodésica t — y,(t), conseguimos gracias a

la proposicién 5.0.23 que

da _ , _
ER = 17205 (8)I" = 10 Ol = [v(s)| = [2(O) = ||
(s5t0)
Por lo tanto la expresion de (6.7) es nula, lo cual prueba la afirmacion. |
Hemos probado entonces que la funcién ¢ — < dal gz > es constante. En
Bt (O,t) 85 (O,t)

particular, usando las expresiones (6.3) y (6.4) y la proposicion 5.1.7 conseguimos que

< da da > B < da da >
dt o ds o dt ©0) ds ©0)
= (d(exp,)o(v),d(exp,, )o(w))
(v, )
=0
probando la igualdad (6.5) y terminando la demostracion. O

Ahora podemos probar que las geodésicas minimizan localmente las distancias.
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Figura 6.5

Teorema 6.0.14. Sea M una variedad riemanniana con la conexion de Levi-Civita. Sea

p €M ysea B C M una bola normal en p. Sea y : [0,1] — B una geodésica dentro de B, y sea

q = y(1). Entonces {(c) > {(y) para toda curva c : [0,1] — M tal gue c(0)= p,c(0)=¢q."
Ademas, si £(c) = {(y), entonces ¢ es una reparametrizacion de y.

Demostracidn. Escribamos B = exp ,(B(0, 7)), de manera que exp,, sea un difeomorfismo

en un abierto que contiene a B(0, r).

e Supongamos primero que ¢([0,1]) C B. Podemos suponer que c(¢) # p para todo
t € (0,1], pues si c(t,) = p para cierto t, € (0,1] con c(t) # p para todo t € (ty,1],
entonces £(c) > £(c|;, 17)s ¥ ¢lp;, 17 es una curva que vale p solo en ¢, (ver figura 6.5).

Utilicemos coordenadas polares. Como ¢(¢) € B para todo ¢ y ¢(t) # p para todo
t #0, podemos escribir ¢(t) = exp,(r(t)v(t)) para todo t €(0,1], donde 7 : (0,1] = R,
v:(0,1] = T, M con |v(t)| = 1 para todo t. Definimos r(0) = 0.

Definimos

a:(0,1] x(0,1] =B, a(r,t)=exp,(rov(t))

de modo que ¢(t) = a(r(t),t). Entonces por la regla de la cadena,

C/(t) = @ T/(t )+ ﬁ
hon Tl
Ahora bien,
da B o .
Ir (r(£)) or (r(t),t)eXP” (ro(2)) = d(exp,), (1o (v(2))
aa 8 r.c. ,
ED e =3 (r(t))t)eXPp(Y‘U(t)) = d(exp,), (oo (7(£)7'(2)) (6.8)

'La conclusién se puede resumir como £(y) = d(p,q) con la distancia introducida en la observacién
2.0.26.
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Usando el lema de Gauss, conseguimos que

< da|  2a > (XD, ), e (PN AP, ), (@)
- , — =7 CXP, ) ()o()\? s A\EXP 4 ) (1)o()\V
A (RS e e

= r(t){v(t),2'(2))

=0

Asi que por el teorema de Pitagoras,

2

2
|7 () + = (6.9)

(r(£):) (r(£):t)

Como 7 — a(r,t) = exp (r0(£)) = 7,4 (1) = ¥y (7) s una geodésica, entonces tiene
rapidez constante igual a |v(¢)| =1, y por lo tanto

da

Ep = yu(r(E)=lo(t)| =1

(r(e)t)
De la ecuacion (6.9) deducimos que para todo ¢, se tiene

2

(O = | (0)F +| 5= > |r'(2)l? (6.10)
dt
(r(e):t)
Integrando,
1 1 1
:J |c(2)| dt ZJ |7'(¢)| dt > J r'(t)dt| =|r(1)—r(0)| = r(1) (6.11)
0 0 0
y por lo tanto
l(c)>r(1) (6.12)
Sea v = y(0), de manera que y(t) = y;(t) para todo t. Entonces v = r(1)v(1), pues
exp,(v) = y5(1) = g = exp,,(r(1)v(1)). Por lo tanto

th |dt-j 70 de =[7] = (1)

De la desigualdad (6.12) deducimos que £(c) > £(y).
Probemos ahora la segunda parte del teorema. Supongamos que £(c) =4(y).
Afirmacion: |c'(¢)| =|r'(t)| para todo .
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Figura 6.6

Demostracion: como £(c) ={(y) = r(1), entonces la desigualdad (6.11) es una igualdad,
asi que fol |c’(¢)| dt = fol |7'(¢)| dt. La desigualdad (6.10) nos da que |¢'(¢)| > |7'(¢)| > 0
para todo ¢, asi que en conclusion |¢’(¢)| = |7/(¢)| para todo ¢. [ ]

Por lo tanto la desigualdad (6.10) es una igualdad, ast que utilizando la expresion (6.8)
conseguimos que

da

0= ER = d(expp)r(t)v(t)(r(t)v/(t))

(r(£):1)
.Como (expp)|€(o’r) es un difeomorfismo y 7(¢)v(t) € B(0, r), entonces d(exp, ), () (,) €s un
isomorfismo lineal, y por lo tanto debe ser r(z)v’(z) = 0 para todo ¢, de donde v'(r) =0
paratodo t y v es una funcion constante.

Entonces v(t) =v(1) = %, de donde

c(t) = exp, ((£)o(t)) = exp <r<t>i> —exp <ﬁ—> =y—<@>
! P P\r)”) )

Como y(t) = y(t) para todo ¢, deducimos que ¢ es una reparametrizacion de y.

e Supongamos ahora que ¢([0,1]) ¢ B. En este caso podemos escribir ¢ como la
concatenacion ¢;c,, siendo ¢; una curva que une p con a € dB, el primer punto donde
¢ corta a dB (ver figura 6.6). Como tenemos el teorema probado para el caso en que la
imagen de la curva estd en B, entonces ¢(c,) > {(y,), siendo y, una geodésica que une p
con a dentro de B (proposicidn 5.1.9). Por lo tanto

€(c)>Lcy) 2 L(y) > L(y)

al ser a € dB y q € B, probando que ¢(c) > £(y). En particular {(c) > ¢(y) y ademés no
puede darse en este caso que £(c) =£(y). O
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Corolario 6.0.15. Si g € B, entonces d(p,q) = {(y), siendo y la tinica geodésica que une p
con q dentro de B y d la funcion distancia de la observacion 2.0.26.
En particular, B C M es la bola abierta de centro p vy radio r con esta distancia.

Demostracion. Para la segunda afirmacidn, basta observar que

B=exp,(B(0,7))={r,(1):|o| <r}={r,(1): £(y,) <7} -

Ahora queremos ver el reciproco, i.e. si una curva es minimizante entonces es una
geodesica. Para ello precisamos la siguiente

Proposicion 6.0.16. Sea M una variedad riemanniana con la conexién de Levi-Civita. Para
todo p € M existe W C M un entorno abierto de p y un & > 0 tal que exp (B(0,8)) > W
paratodo g € W y exp,(B(0,3)) es una bola normal de q.

Decimos que W es un entorno totalmente normal de p (es un “entorno normal” de
todos sus puntos, con un radio que no depende del punto).

Demostracion. Sea p € M. Sea % C TM como en la proposicion 5.1.2. Definimos
F:U% — MxM como F(q,v) = (q,exp, (v)). Entonces gracias a la proposicion 5.1.7,

I *

Por el teorema de la funcion inversa, existe %’ C %/ entorno abierto de (p,0) tal que
F(U') C M x M es un entorno abierto de F(p,0) = (p,p)y Floy: %' — F(U') es un
difeomorfismo.

tenemos que

Como %/ es abierto y por la definicién de %, podemos suponer que %’ = V'xB(0, 8)
para cierto V' C M entorno abierto de p, y & >0 tal que B(0,8) C T, M.

Sea W C M un entorno abierto de p de tal forma que W x W C F(%’). De esta forma,
siqg € W entonces g x W C F(gxB(0,8)) por como son %'y F en la primera coordenada.
Por lo tanto, por definicion de F en la segunda coordenada se tiene que W C exp, (B(0, )
paratodo g e W.

Ademas F|,, es un difeomorfismo, y por lo tanto exp, (B(0, 8')) es una bola normal en
q. ]

Observacion 6.0.17. Esta proposicion junto con el teorema 6.0.14 prueban la siguiente
version mas fuerte de la proposicion 5.1.9: para todo p € M existe W C M un entorno
abierto de p y un & > 0 tal que para todo ¢,,q, € W existe una tnica geodésica de longitud
< & que minimiza la distancia entre g, y ¢,.

Se puede probar algo mas fuerte: para todo p € M y todo € > 0 suficientemente chico,
la bola normal de radio € centrada en p es convexa. Un subconjunto S C M se dice convexo
si para todo p,q € § existe una unica geodésica de longitud d(p,q) contenida en S. Ver
[dC], capitulo 3, seccidn 4.
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Corolario 6.0.18. Sea M una variedad riemanniana con la conexion de Levi-Civita. Si
y : [0,1] — M es una curva que une p con q tal que {(y) = d(p,q), entonces y se puede
reparametrizar a una geodésica.

Demostracion. Sea t € [0,1] y W C M un entorno totalmente normal de y(z). Sea
I C [0,1] un intervalo cerrado tal que t € I y y(I) C W. Entonces y|; : I — W une
dos puntos de una bola normal, por como es W.

Por la hipdtesis sobre y y por el teorema 6.0.14, se tiene que £(y|;) es la longitud de
una geodésica que une estos dos puntos en W. Por el teorema 6.0.14, y|, es una reparame-
trizacion de esta geodésica.

Este argumento vale para todo ¢, asi que y es una reparametrizacion de una geodésica.

]
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Apéndice A
Plano hiperbolico

Estudiemos con mayor profundidad al plano hiperbélico, introducido en el ejemplo
2.0.31.

Sea H = {(x,y) € R? : y > 0} el semiplano superior estricto. Es una variedad de
dimensién 2, al ser un abierto de R?.
La métrica hiperbolica, o métrica de Poincaré en H es

dx*+dy?
8(xy) = yz

De esta forma, en cada punto (x,7y) esta métrica es la usual modificada por un factor
escalar yiz

Coeficientes de la métrica Consideremos id : H — H como parametrizacion. Calcule-
mos los coeficientes de la métrica:

E(x,y)  ={((1,0,(1,0)),) =13
F(x,y)  =({(1,0),(0, 1))y

0
G(x’y) = ((O, 1)’(0’ 1))(x,y) i2

L0
(gij(x’y))i,j = <yo Lz)

Y

<

y por lo tanto

Simbolos de Christoffel Para calcular los simbolos de Christoffel usamos la segunda
identidad de Christoffel (3.4): por ejemplo, para I'!

11’

1
1 _ _ _ J—
r“_—z(EG_FZ)(GEx F(2F,—E,))=0
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Analogamente, calculamos los demas simbolos, consiguiendo:

1 12 11 —
r11_r12_r22_o
2 1

17y
1 12 —_1
1ﬁlz_rzz_ y

Curvatura La curvatura de una superficie abstracta con una métrica riemanniana se
define a través de la siguiente formula de Calculo III, que expresa la curvatura en términos
de los coeficientes de la primera forma fundamental y de los simbolos de Christoffel (es
una de las ecuaciones de Gauss):

1

— 2 2 112 2 12 112 2 \2
K= E <(r11)9’ - (rlz)x + I111I112 + F11F22 - Iﬂ12r11 - (rlz) >

Deducimos inmediatamente que la curvatura del plano hiperbdlico es —1.

Geodésicas ! Para encontrar las geodésicas del plano hiperbélico, resolveremos la ecua-
cion de las geodésicas. En este caso, toda geodésica y () = (x(¢), y(¢)) satisafece el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales:

TN Al
452 =y%) =0 (A1)

e Supongamos primero que x es constante. Entonces y satisface

j =1y =0

Esta es una ecuacion diferencial auténoma de segundo orden no lineal. El truco para
resolverlas es introducir una variable v = y. De esta forma, por la regla de la cadena,

.. dvdy dv
S TN
de donde la ecuacién diferencial queda ast:
dv v
dy

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden separable. Integrando, obtenemos que
v =y, asi que y = ¢;y. En conclusidn, las geodésicas con x constante satisfacen

Cyt

y(t)=ce

'En esta seccién encontramos directamente las geodésicas. Se ofrece un camino alternativo en el paragrafo
Minimizantes, que utiliza los resultados del paragrafo Isometrias de H?.
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y en particular estan definidas en todo R.

e Supongamos ahora que x no es constante, de manera que x # 0. Por la regla de la

dyds _dy dy _ 7y : )
cadena, tenemos que - = —=, asi que - = =. Derivemos respecto de x:

dy d <y> o JE—JE 1

dx?  dx \x x? X

an 1 1 (2 ..
= .—3<x—(y2—x2)—y<—xy>>
X y y

Nos queda entonces la ecuacion diferencial
d? dy\’
dx dx

que utilizando la regla del producto, se simplifica a

d dy_l
dx ydx B

d ) . . .
Integrando, obtenemos y7> = —x 4 %, que es una ecuacioén diferencial de variables se-
: 2 2
parables. Separando e integrando nuevamente, obtenemos que 5 = —% + %x + %; en
definitiva,

a\?2 a’
2 2 _ b ival __ 2_p_— —
x“+y°=ax+b, oequivalentemente, (x 5 +y = 7

Por lo tanto las geodésicas con x no constante describen semicircunferencias centradas en
el eje Ox.

Ejercicio A.0.19. Probar que si parametrizamos una semicircunferencia como
t — y(t) = A+ Btanh(t)+isech(t)e H* c C
entonces y es una geodésica de H?. Deducir que las geodésicas de H? estan definidas en

todo R. 2

e Como dos puntos de H? estin o sobre una recta vertical o sobre una semicircunfe-
rencia centrada sobre el eje Ox, deducimos que dos puntos cualesquiera de H? se pueden
unir mediante una Unica geodésica parametrizada por longitud de arco.

2Se aplica entonces el teorema de Hopf-Rinow (observacién 5.1.10) que concluye que las geodésicas son
las curvas minimizantes de H?. Cuando estudiemos las isometrias de H? podremos dar otra demostracién
de este hecho, sin usar el teorema de Hopf-Rinow (ver paragrafo Minimizantes).
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Figura A.1: Por el punto P pasan infinitas rectas paralelas a y

La geometria hiperbélica Si definimos como “recta” en H? a una geodésica, entonces
se satisfacen todos los axiomas de la geometria euclidea, salvo el postulado quinto. Bajo la
formulacion de Playfair (1795), este dice que

Por un punto exterior a una recta, se puede trazar a lo sumo una parvalela a la recta

dada.

’ La figura (A.1) muestra que este enunciado falla en la geometria hiperbdlica. Se resolvi6
ast en el siglo XVIII (Gauss, Lobachevski, Bolyai) una problematica planteada por Euclides:
¢es el quinto postulado independiente de los otros?

[La imposibilidad de demostrar el postulado de las paralelas] es el escindalo de la
geometria 'y la desesperacion de los gedmetras.

Jean le Rond d’Alembert

Isometrias de H? Nuestro objetivo ahora es probar que todas las isometrias de H? C C
que preservan la orientacion estandar son transformaciones de Mobius 7° de la forma

az+b
cz+d’

T(z)= a,b,c,d eR, ad —bc=1 (A.2)

Sabemos de anilisis complejo que la composicion de transformaciones de Mébius se co-
rresponde con la multiplicacién de matrices, de manera que el grupo de isometrias de H?
que preservan la orientacidn sera isomorfo al grupo especial lineal proyectivo

SL,(R
PSLKR)::%:{&; Z> ca,b,c,d eR, ad—bc:l}

Ejercicio A.0.20. Verificar que una 7 : C — C como en (A.2) satisface 7'(H) C H.

Ademas, una T como en (A.2) es un difeomorfismo de H, con inversa dada por

T~ (w)=22=L v preserva la orientacién estindar de R?, al ser holomorfa.
—cw+ta

3Del resto de la axiomatica se deduce que siempre existe una.
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e Verifiquemos ahora que una 7' como en (A.2) es una isometria. Usemos la identifica-
cién de C con R%. Si z = x + 1y, entonces

1
(x*+9y)+2cdx +d?

T(x,y)= <ac(x2 + 9+ (ad + bc)x + bd,(ad — bc)y> (A.3)

de manera que el diferencial de 7' en p = (x,y) € H? es

IT - ad —bc <(cx+d)2—02y2 2(cx+d)cy >

PP+ D) + 2cdx +d*)?
Sean V =(v,,v,), W =(w,, w,) € TPIHI2 =TR?. Entonces si T(p) = (#,v),

—2(cx+d)cy  (cx+d)?—c*y?

1 1
(@T,(V),dT, (W) = —(dT,(V),dT, (W) = —V'dT/dT,W (A4)

Calculemos dT; dT,. Observar que dT,, es de la forma d T, = <_a/6 ’f >, de manera que
dT;dTp = <a2+/32 az-i,ﬁz ) Este coeficiente a* + 3 es

0

2_|_/52_ (ad —bc)? (cx +d P — 2y +4(cx + d)Pcty?
? (AP 9D+ 2cdx + dP) cx ©) Cx <)
(ad — bc)?
(A(x* +9?) 4+ 2cdx +d*)
Por lo tanto
(ad—bc)? 0
A(x?+y?)+2cd x+d?)?
dT,dT,=| ™ )gz o (ad—bc)?
(AP +yH)+2cdx+d?)?

Comparar con el segundo término de (A.3); de esta forma, si seguimos la cuenta que
comenzamos en (A.4),

(ad—bc)?
1 22V 2cd vrd? ) 0
AT (V)T (W) = vt | TE0Tid® | w

v (x> +y?)+2cdx+d?)?
1 1 0

==V w
y? <O 1>

:<V, W)HZ

y entonces 7 es una isometria.

e Todas las isometrias de H? que preservan orientacién son de la forma (A.2).

Recordamos el siguiente resultado de analisis complejo: toda funcion holomorfa
H? — H? biyectiva y conforme (con la métrica plana) es de la forma (A.2) (capitulo
8, teorema 2.4 de [SS]).
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Como en la métrica hiperbdlica tenemos que E = G y F =0, entonces esta métrica es
conforme a la euclidea (es un ejercicio de Calculo III), por lo tanto los angulos hiperbdlicos
. ’ , . . , . 71 2
son los mismos que los angulos euclideos. Deducimos que una isometria hiperbolica de H
es en particular una aplicacién conforme respecto de la métrica euclidea. Esta observacion
y el teorema recién citado concluyen lo deseado.

Minimizantes Sea 0 <a < b y sea y : [4,b] — H? tal que y(¢) = (0,¢) para todo ¢.
Probemos que y realiza la distancia entre sus extremos, i.e. d(y(a),y(b)) ={(y).

Para ver esto, consideramos una curva cualquiera a:[a,b] — H? tal que a(a) = y(a),
a(b)=vy(b). Escribamos a(t) = (x(¢) ). Entonces

J|a |dt_f 1/ y;y d>Jb|yi
Lﬁd _f ——logb/a

bd
()= = =logb/a)

a

Por otro lado,

entonces {(a) > {(y). Como « es arbitraria, esto prueba que y realiza la distancia entre
sus extremos, y de hecho la distancia vale log(4 /a): a medida que el extremo inferior de y
se acerca al eje Ox, la longitud aumenta exponencialmente.

Probemos ahora que las semicircunferencias centradas en el eje Ox son minimizantes
de H2. Sea C una circunferencia centrada en el eje Ox que lo corta en dos puntos 4 y &. Por
anélisis complejo, existe una transformacién de Mébius del plano extendido, 7': C — C
tal que 7(C) es una recta vertical que corta al eje Ox en un punto p,con T'(a)=p y
T(b) = oo (ver figura A.2).

Sea B el eje Ox. Como T es de Mobius y B es una recta, 7(B) es una recta o una
circunferencia. Como b € By T(b) = oo, entonces oo € T(B) y por lo tanto T(B) debe
ser una recta.

Toda transformacion de Mobius es un mapa conforme, ast que debe preservar el angulo
recto que hay entre By T(C): esto es, T(B) debe ser una recta perpendicular a 7(C), que
pasa por p yaque a € By entonces p = T'(a) € B. Por lo tanto T'(B) = B.

Como T es holomorfa, entonces T preserva orientacién; como ademas 7 (B) = B, en-
tonces necesariamente 7' (H?) C H?. Por el resultado de anélisis complejo que recordamos
al final paragrafo anterior, los coeficientes de T son reales, y por lo tanto T es de la forma
(A.2): es entonces una isometria del plano hiperbdlico.

En particular, 77! : H* — H? lleva geodésicas en geodésicas (ejercicio 5.0.21). Lla-
mémosle ahora C a C NH?. Observar que 7-(7T(C)) = C: como T(C) es una recta
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vertical, la podemos parametrizar a una geodésica, y por lo tanto podemos parametrizar
C auna geodésica. Como para cualquier par (p,v) € TH? existe una recta vertical o una
semicircunferencia centrada en el origen que pasa por p con velocidad v, por unicidad
de las geodésicas deducimos que estas son todas las geodésicas de H?. Esto da una manera
diferente de hallar las geodésicas a la del paragrafo Geodésicas.

Pero hemos probado algo mas. Como 7! es una isometria, entonces preserva distan-
cias. En particular, preserva la propiedad de minimizacién: como ya probamos que 7(C)
es minimizante (al ser una recta vertical), entonces 77'(7(C)) = C es minimizante.

En conclusidn, las curvas minimizantes de H? son las rectas verticales y las semicircun-
ferencias centradas en el eje Ox.

Ejercicio A.0.21. Sean P,Q € H?. Probar que
<AP /BP >
log | ———
AQ/BQ

donde A, B son los puntos indicados en la figura (A.3) y AP,BP,AQ,BQ son distancias
euclideas. (Sugerencia: utilizar la parametrizacion ¢ — (x,+ 7 cost, r sent)).

d(P,Q)=
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