Jak zdefiniowa¢ homomorfizm, konkretnie?

Wstep Wiemy, co to znaczy ze funkcja f : G — H miedzy grupami jest homomorfizmem, ale
jak zdefiniowa¢ homomorfizm w konkretnym przypadku? OczywiScie, moglibySmy najpierw
zdefiniowac¢ funkgje, i potem sprawdzi¢ warunek homomorfizmu na wszystkich produktach. Ale
jak rzad G roénie, to liczba takich produktéw rosnie do kwadratu, wiec to sie szybko robi ciezko.

W przestrzeniach liniowych mamy takie rzeczy jak bazy, ktére w tym pomagaja. Jesli chce
zdefiniowa¢ przeksztalcenie liniowe f : V. — W, to nie musze go zdefiniowac na kazdym elemen-
cie: przyporzadkowanie kazdemu wektorowi z pewnej bazy V jakiego$ wektora w W rozszerza
sie do doktadnie jednego homomorfizmu z catego V. Dlaczego? Dlatego, ze kazdy wektor w V
pisze sie jednoznacznie jako kombinacja liniowa elementéw z bazy.

Czy mozemy co$ podobnego zrobi¢ w grupach? Mogliby$my pomysle¢, ze jesli mam generatory
grupy G, to zeby zdefiniowa¢ homomorfizm G — H to wystarczy przyporzadkowa¢ kazdemu
generatorowi jakis element w H. Ot6z to nie dziala. Dlaczego? Poniewaz teraz to ogodlnie nie jest
prawda, ze kazdy element z G pisze sie jednoznacznie jako produkt generatoréw i ich odwrotnosci!
Wiec juz nie wiadomo, jak rozszerza¢ taka funkcje na generatorach do homomorfizmu jednoz-
nacznie... fatwy przyktad: G = Dg. Chcemy zdefiniowa¢ homomorfizm G — Z. Jakby$Smy mogli
to zdefiniowa¢ na generatorach, to wystarczyloby powiedzie¢ na przyktad: niech r — 21is — 0.
Wtedy skoro f jest homomorfizmem, mamy rs — f(r) + f(s) = 2, oraz sr®> — f(s) +3f(r) = 6,
ale rs = sr! Jest problem: jeden element ma dwa obrazy... To nie jest dobrze zdefiniowana funkdja.

Grupy cykliczne Zdefiniowanie na generatorach ogdlnie nie dziata, ale moze co$ innego zadzi-
ata? Zacznijmy od prostych przyktadéw, czyli od grup cyklicznych.

Jesli G = (a) i a ma nieskoniczony rzad (wiec G = Z) to tatwo sprawdzi¢, ze aby zdefiniowa¢
f : G — H wystarczy wyznaczy¢ f(a) := b. Wtedy f(a") = b" dla wszystkichn € Z. W tym
bardzo prostym przypadku, wystarczy zadaé f na generatorze a!

Jesli G = (a) ia marzad n < oo (wiec G = Z,), to homomorfizmy G — H sa w bijekgji z
elementami w H rzedu dzielnik n: to sa nasze mozliwe obrazy a. Rzeczywiscie, z pierwszego
twierdzenia o izomorfizmie wiemy, ze homomorfizmy Z, — H to to samo co homomorfizmy
f : Z — H takie, ze ker(f) = nZ. Ale f(n) = f(1)" = 0 co znaczy, ze rzad f(1) dzieli n, i
juz wiemy, ze f(1) wyznacza f. UdowodniliSmy, ze Hom(Z,, H) = H[n] gdzie H[n| oznacza
elementy w H rzedu dzielacego n.

W poprzednim przypadku widzimy, ze wystarczy sie upewni¢, ze przyporzadkowaliSmy gen-
eratorowi 1 € Z, jaki$ element ktory nie famie zasady ze rzad f(1) musi dzieli¢ rzad 1, czyli
n. Czy ogoélnie to wystarczy? Czyli, jesli mam generatory G i chce zdefiniowaé homomorfizm
f : G — H, czy wystarczy wyznaczy¢ dla kazdego generatora ¢ € G jaki$ element w H taki, ze
jego rzad dzieli rzad g?

Ot6z tez nie. Na przyktad S3 = ((1 2),(1 2 3)). Sprobujmy zdefiniowa¢ homomorfizm
f + S3 — S3 tak jak powyzej, wiec niech f przesyla wszystkie 3-cykle na zero, i niech przesyla
2-cykle na same siebie. Wtedy rzad f(c) dzieli rzad ¢ dla wszystkich o € S, ale czy to wyznacza
homomorfizm? Nie, poniewaz dlac = (12)i7 = (123) mamy f(c7) = f((23)) = (23), ale
f(0)f(x) = (123).

Zeby zdefiniowa¢ homomorfizm, czesto tatwiej jest to zrobi¢ inaczej, na przyktad za pomoca
pierwszego twierdzenia o izomorfizmie: homomorfizmy G — H sa w bijekcji z homomorfizmami



G/ ker(f) — H, i te bijekcje rozumiemy. Wiec jesli G/ ker(f) jest tatwiejszy, na przykiad cyk-
liczny, to mozemy z niego zdefiniowaé morfizm recznie bez bledu. Zrébmy przykiad.

Zadanie. Opisa¢ wszystkie homomorfizmy f : Ay — Zy5.

Pierwsze rozwiazanie Taki homomorfizm ma jadro, ktére jest podgrupa normalna A4. Wiemy,
jak wygladaja podgrupy normalne Ajy: to zrobiliSmy na ¢wiczeniach. To sa id, A4 i

H = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Przypominam jak to zrobiliSmy: wystarczy opisa¢ klasy sprzezonosci w A4 (klasa identycznosci,
klasa permutagji typu (2,2) i dwie klasy mocy 4 sktadajace sie z 3-cyklow), bo podgrupa jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest suma klas sprzezonosci.

Teraz, jedli jadro jest wszystkim, to dostajemy tylko homomorfizm zerowy. Jadro nie moze by¢
{id}, bo wtedy f bylby izomorfizmem, co jest nie mozliwe bo jedna grupa jest abelowa a druga
nie. Zostaje badac co, jesli jadro to H.

Alternatywny dowdd tego, Ze jesli f jest nietrywialny to ker(f) = H. Permutacje typu (2,2) prze-
chodza na elementy rzedu dzielacego 2, czyli na 0 lub na 6 w Z;,. Udowadniamy, ze nie moga
przejsc na 6. Zatézmy niewprost, ze f((a c¢)(b d)) = 6. Wiemy, ze 3-cykle musza przej$¢ na ele-
menty rzedu dzielacego 3, czyli 0,4, 8. A teraz zauwazmy, ze (ac)(bd) = (abc)(abd). Aplikujac
f iliczac rzedy dostajemy rozktad 6 jako sumy dwoéch z 0, 4, 8, co jest niemozliwe.

Wtedy pierwsze twierdzenie o izomorfizmie méwi, ze wystarczy zdefiniowa¢ homomorfizm f :
Ay/H — Z1p. Ale A4/ H ma trzy elementy, wiec jest cykliczna: mozemy fatwo z niej zdefiniowac
homomorfizm. Mozemy konkretnie opisaé warstwy tak: warstwa H, warstwa o H i warstwa 0?H
dla dowolnego 3-cyklu ¢ (¢H # 0?H, bo inaczej mieliby§émy o € H). Wezmy dla ustalenia uwagi
c=(123).

Elementy rzedu dzielacego 3 w Zj, to 0,4,8. Wiec w sumie mamy 3 homomorfizmy f, w
czym 2 nietrywialne, wyznaczone poprzez f(cH) = 4 lub f(¢H) = 8. W pierwszym przy-
padku f(c?H) = 8 a w drugim f(0c?H) = 4. Wezmy pierwszy dla ustalenia uwagi, i opiszmy
odpowiedny homomorfizm f : Ay — Z».

Tojest f = f o, gdzie 7 : Ay — A4/ H przesyta permutacje na swoja warstwe. Wiec wystarczy
powiedzie¢ do ktérej warstwy nalezy kazda permutacja, innymi stowy, opisa¢ warstwy. To jest
prosty rachunek: 4 mnozenia nam daja

oH = {(123),(134), (142), (243)},
i wtedy 02H = (1 3 2)H sie sklada z reszty 3-cyklow, czyli:
o?H = {(132),(143),(124),(234)}.

Wiec nasze zadane f wyglada tak: elementy w H przechodza na 0, elementy w cH przechodza
na 4, i elementy w c*H przechodza na 8. Ten drugi homomorfizm niezerowy po prostu przesyta
elementy w oH na 8 i elementy w ¢?H na 4.

Drugie rozwiazanie Skoro Zi, jest abelowa, to zeby zdefiniowa¢ homomorfizm Ay — Zi»
wystarczy zdefiniowa¢ homomorfizm A} — Zjp, gdzie A) to abelianizacja A4. Trzeba wiec

policzy¢ komutant Ay.
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Niech H bedzie ta sama podgrupa co w pierwszym rozwiazaniu. Wiemy, ze Ay/H = Zj jest
abelowa, wiec [A4, A4] < H. Wiemy tez, ze [A4, A4] # {id}, poniewaz A4 nie jest abelowa. Za-
wsze komutant jest podgrupa normalna: [A4, As] < As, z czego wynika, ze [Ag, As] = H. Albo
dlatego, ze znamy podgrupy normalne A4 (jak w pierwszym rozwiazaniu), albo na palcach: jakby
[A4, A4] byta podgrupa rzedu 2, to bytaby generowana przez jakas (a b)(c d), ale to nie jest pod-
grupa normalna, poniewaz (abc)(ab)(cd)(acb) = (ad)(b c). Teraz postepujemy tak samo jak
W pierwszym rozwiazaniu.

Trzecie rozwiazanie Zatézmy, ze f : Ay — Zj; jest homomorfizmem nietrywialnym. Wtedy:

f majadro H: jak w pierwszym rozwiazaniu.

f przesyta (12 3) na 4 lub 8 z powodu rzedu. Zatézmy, ze f((123)) = 4. Mamy, ze (12 3)c
jest typu (2,2) dlaoc € {(124),(143),(234)}, wiec aplikujac f widzimy, ze one wszystkie
przechodza na 8. Mamy tez (12 3)(132) = id, wiec f((132)) = 8 takze.

Réwniez widzimy, ze (1 3 2)7 jest typu (2,2) dlat € {(134),(142),(243)}, wiec skoro
f((132)) =8, one wszystkie przechodza na 4.

Co udowodnilisémy? Ze jesli f jest homomorfizmem i f((123) = 4, to f(H) = 0 oraz
f({(132),(124),(143),234)}) = {8}i f({(134), (142),243)}) = {4}.

To nie wystarczy. ZnalezliSmy jakiego$ kandydata na homomorfizm, ale to, Zze nasze rozumowa-
nia nas do tego doprowadzily, nie znaczy ze nie ma jakiej$ sprzecznosci gdzies. Na przyklad,
mogtoby a priori by¢ tak, ze zaden homomorfizm nie przeprowadza (1 2 3) na 4. To nie jest
sprzeczne z naszym rozumowaniem: jego hipoteza (ze f jest homomorfizmem i f((123)) = 4)
wtedy nigdy nie jest spelniona, wiec z niej wszystko wynika!

Jak z tego wyjs¢? ZdefiniowaliSmy funkcje f : Ay — Z1; i teraz trzeba sprawdzi¢, ze f(oT) =
f(o)f(7) dla wszystkich 0,7 € A4. To 144 rachunki, albo 121 usuwajac te z identycznoscia.
Wykonalne, ale niewygodne. Lepiej uzy¢ troche technologii jak w rozwiazaniach pierwszym i
drugim.

Inne podejscie wykraczajace poza przedmiot Pytanie filozoficzne: dlaczego homomorfizmy
Z = (a) — G sa zdeterminowane przez to co robia z generatorem a ? Poniewaz w grupie
cyklicznej nieskoriczonej ten generator nie spetnia zadnej relacji, to jest, wszystkie potegi a”" sa
rézne.

Dlaczego homomorfizmy Z, = (a) — G sa zdeterminowane przez to co robia z generatorem
a, jesli tylko przedlimy go na jakié element rzedu dzielnik n? Poniewaz w grupie cyklicznej
skoficzonej ten generator a spelnia relacje a" = e, i wszystkie inne relacje z tego wynikaja, na
7 = e. Wiec zeby funkcja f byta

homomorfizmem wystarczy, aby ja wyznaczy¢ w generatorze i sie upewni¢, ze relacja a" = e jest

przyklad jesli n = 7 to a> = a° ale to wynika z tego, ze a

zachowana przez f, to jest, ze f(a)" = ¢, i.e. f(a) ma rzad dzielnik n.

Co jesli mamy wiecej niz jeden generator? To tez jest prawda! Tylko, ze nie mamy technologii
ktéra pozwala nam powiedzie¢ co to znaczy, ze wyznaczamy grupe poprzez generatory i relacje
(z ktérych wszystkie inne relacje w grupie wynikaja)... Ale mozemy da¢ prosty przyktad ktéry

nie powinien zaskoczy¢: D, = (r,s), to wiemy, i wiemy, ze 1" =e, s2 = e, ale to nie wszystko, bo
z tych dwéch relacji nie wynika, ze rsr = s, a jednak to jest prawda w grupie dihedralnej! A moze

te trzy relacje starcza? Tak, to jest prawda. Notacja jest taka:

2

D, = (r,s|r" =e,s" =e¢,rsr =s).
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Mozecie sprobowac sie przekonag, ze rzeczywiscie inne relacje w D, wynikaja z tych, ale zeby to
udowodnié formalnie, trzeba by zdefiniowa¢ pojecie prezentacji grupy, i to sie pojawi dopiero w
Algebrze II, niestety...

Jak to pomaga w zdefiniowaniu homomorfizméw? Ot6z jesli G jest dana generatorami g; i
relacjami, to zeby zdefiniowa¢ f : G — H wystarczy wyznaczy¢ f(g;) i sie upewni¢, ze zachodza
te same relacje, np. jesli §15 = 293, to f(91)f(g2)® = f(g2)f(g1)*. To nie jest trudne twierdze-
nie jesli juz mamy definicje formalna. (Oczywiscie w druga strone tez dziata, czyli jesli f jest
homomorfizmem, to zachowuje relacje.)

A wiec jakby$my mieli prezentacje A4, to moglibySmy z tego skorzystaé, na przyktad zeby
dokoriczy¢ trzecie rozwiazanie, nie robiac 121 rachunkéw! Jest prawda, ale nie oczywista, Ze:

Ay=(xyl* =y’ = (xy)* =)
oraz
Ay = (a,b,cla* =b* =3 =e,cac™! = ab = ba,cbc™! = a)
Jak widzicie, prezentacje moga by¢ bardzo rézne, i jest to bardzo trudny problem ustali¢ ogdlnie,
czy dwie grupy dane r6znymi prezentacjami sa izomorficznie czy nie.

W pierwszej prezentacji mozemy wzia¢ x = (12)(34) orazy = (12 3). W rozwiazaniu trzecim,
jak juz mamy kandydata na homomorfizm, wystarczy sprawdzi¢ wiec, czy 2f(x) = 0,3f(y) =0,
oraz 3f(x)f(y) = 0. Tamten f to spelnia, wiec jest homomorfizmem!

Widzimy tez, ze przyporzadkowanie s — 0,7 — 2 we wstepie nie definiuje homomorfizmu

Dg — Z dlatego, ze nie zachowuije relacji s = sr°.



