GAL II - Katy (nie)zorientowane

Jesli (V,(—,—)) jest przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym, to mamy pojecie kata

miedzy wektorami. Mianowicie: jesli u,v € V, mozna udowodni¢, ze ”fj""ﬁ)z” € [-1,1], wiec

skoro cos : [0, 7] — [—1,1] jest bijekgja, istnieje jedyny 6 € [0, 7] taki, ze

(0.1) cosf =

Nazywamy 6 katem miedzy u a v. Zauwazmy, ze te katy sa dodatnie, i ze kat miedzy u a v to tez
kat miedzy v a u. Nazywamy wiec ten kat katem niezorientowanym.

Dla ustalenia uwagi wyobrazmy sobie, ze jestesmy w R2. Mamy wektory u i v. Powyzsza
definicja kata bierze jako kat ten mniejszy, ale réwnie dobrze moglibySmy bra¢ ten wiek-
szy, czyli 2t — 6, albo przeciwny, czyli —6. Innymy stowy, wtedy wybraliby$my bijekcje
cos : [mr,27t] — [—1,1] w definigji kata, albo bijekcje cos : [—m,0] — [—1,1].

Zamiast wykona¢ taki przypadkowy wybér (najmniejszy 6 w [0, 27t] zamiast najwiekszy;
dodatni zamiast ujemny) mozemy zrobi¢ co$ innego. Jeéli mamy orientacje, np. w R? standard-
owa, ktéra méwi, ze baza {u, v} jest dodatnia jesli mamy najpierw u a potem v idac przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara, wtedy nie musimy wykonywac takiego wyboru. Bo mozemy
robi¢ taka definicje:

Jesli u, v € R? sa liniowo niezalezne i baza {u, v} jest dodatnia,

zorientowany kat (1, v) := niezorientowany kat miedzy u a v.
Jesli baza {u, v} jest uyjemna,
zorientowany kat (1#,v) := — niezorientowany kat miedzy u a v.

Jesliv = Au, to
0 jesliA € Rxp

zorientowany kat(u,v) := .
7 jesliA € Reg

Zorientowany kat (1, v) to wiec nie to samo, co zorientowany kat (v, u). One sa przeciwne
(chyba, ze v = Au, A < 0: wtedy oba réwna sie 7). Zauwazmy tez, ze katy niezorientowane
naleza do [0, ] a katy zorientowane do [—7t, 7T|.

Taka definicja jest przydatna np. kiedy chcemy méwié o obrotach, bo wtedy interesuje nas
w ktéra strone idziemy. Nie chcemy, zeby obrét o 6 byloby to samo, co obrét o —6. Wiec w
definicji obrotu musimy mysle¢, ze 0 jest zorientowanym katem.

W praktyce to wyglada tak: obrét w R2? o kat 6 € R to przeksztalcenie liniowe takie, ze w
bazie ortonormalnej dodatniej macierz przeksztalcenia wyglada jak

cosf —sinf
sinf cos6 |
Jesli nie ustalamy, ze baza ma by¢ dodatnia, to wtedy nie mozemy odréznié¢ obrotu o 8 zgodnie z

ruchem wskazéwek zegara od obrotu o 6 przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, i tego bysmy
nie chcieli. Na przyklad, jesli 6 = 7, to w bazie standardowej {e1,e2}, ktora jest dodatnia,



macierz obrotu o +7 wyglada tak:

0 -1
1 0

a w bazie ujemnej {ez, e; } macierz obrotu o — 7 wyglada tak samo...




