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Resumen

Esta monografia empieza con un estudio de los conceptos basicos de la teoria de catego-
rias: categorias, functores, transformaciones naturales y limites. Luego definimos adjuncién:
exploramos sus diferentes caracterizaciones, sus propiedades y su relaciéon con las equiva-
lencias de categorias. Damos ejemplos de adjunciones en el contexto del algebra, de la
topologia, de la combinatoria y de la propia teoria de categorias. Finalmente demostramos
los teoremas de adjuncién de Freyd que nos garantizan que bajo ciertas hipotesis generales
un functor admite un adjunto. Aplicamos estos teoremas para construir e.g. los objetos

libres, el producto libre de grupos y la compactificacién de Stone-Cech.
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Introduccion

En esta monografia desarrollamos algunos aspectos centrales de la teoria de categorias,

especialmente el concepto de adjuncion.

Los objetos fundamentales en esta teoria son las categorias, los functores y las transfor-
maciones naturales. Estos conceptos fueron introducidos por primera vez en el afio 1945
en el articulo de Eilenberg y Mac Lane [8]. Los autores buscaban esclarecer el concepto de

naturalidad entre construcciones:

As Eilenberg-Mac Lane first observed, “category” has been defined in
order to define “functor”, and “functor” has been defined in order to

define “natural transformation’.
[15, p. 18]

Es interesante senalar que la idea de categoria surge de los trabajos de Eilenberg y Mac

Lane en topologia algebraica:

The initial discovery of categories came directly from a problem of

calculation in topology.
[16, p. 333]

Dedicamos el primer capitulo al estudio general de categorias, functores, transfor-
maciones naturales, limites y colimites. Damos los ejemplos mas prominentes de limites:
productos, pullbacks e igualadores, y de sus conceptos duales: coproductos, pushouts y
coigualadores. Estudiamos en detalle la relacién entre las nociones de preservacion, reflexiéon

y creacion de limites.

Originalmente, las categorias constituyeron meramente un lenguaje adecuado para
formular ciertos conceptos, incluso para sus propios creadores. Luego de algunos afos se
descubrié una nocién central que permitié impulsar el estudio sistematico de las categorias

como teoria con interés propio:



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

[We thought] that it provided a handy language to be used by topo-
logists and others, and that it also offered a conceptual view of parts
of mathematics. [...] We did not then regard it as a field for further
research efforts, but just as a language and an orientation - a limitation
which we followed for a dozen years or so, till the advent of adjoint

functors.

[16, pp. 334-335]

De esta manera, es el concepto de functor adjunto el que impulsé el estudio de la teoria
de categorias. Su descubrimiento es debido a Kan, quien lo publicé por primera vez en el
articulo [13] de 1958.

For category theory, the next decisive notion is that of an adjoint functor,
introduced by Daniel Kan (1958) as a necessary part of his study of the
topological realization of simplicial sets.

[17, p. 132]

Dedicamos el segundo capitulo al estudio de los functores adjuntos. Damos diferentes
caracterizaciones: a través de biyecciones naturales entre hom-sets, a través de las identida-
des triangulares y a través de propiedades universales. Estudiamos las propiedades basicas
de las adjunciones. Vemos también que toda equivalencia de categorias da lugar a una
adjuncién, y observamos cuando un functor adjunto es una equivalencia de categorias.

Presentamos una variedad de ejemplos de adjunciones de diferente tipo; es nuestra

intencion ilustrar con esta seleccion amplia y diversa de ejemplos el eslogan de Mac Lane:

The slogan is: “Adjoint functors arise everywhere’.

[15, p. V]

Introducimos luego las categorias cartesianas cerradas, que ademas de darnos otra
familia de ejemplos de adjunciones, nos proveen del lenguaje necesario para probar que en
las categorias de functores los limites se calculan puntualmente. Cerramos el capitulo con

una breve discusion sobre categorias monoidales cerradas.

Apenas dos afios luego de la publicacién del articulo [13] de Kan, Freyd demuestra
los teoremas del functor adjunto en su tesis doctoral. Demostrando estos teoremas con

contenido nuevo y no trivial, la teoria de categorias no es ya meramente un lenguaje.
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Another important step came when Peter Freyd, in his 1960 Princeton
thesis, showed that there could be substantial theorems about categories
by proving his Adjoint functor theorems, which gives [sic] conditions for

the existence of adjoint functors.

[16, pp. 345-346]

En el tercer capitulo demostramos los teoremas del functor adjunto de Freyd, llama-
dos general y especial. Estos teoremas dan condiciones suficientes para que un functor
G : D — C sea un adjunto a derecha, a saber: que la categoria D sea completa, que
el functor G preserve limites, y una condicién adicional. Para el teorema general, es la
condicién del conjunto solucién; para el teorema especial, es la existencia de un conjunto
cogenerador en la categoria D.

Damos ejemplos de aplicaciones de los teoremas del functor adjunto. Usando el teorema
general, demostramos la existencia de: objetos libres en categorias de algebras (lo hacemos
en la categoria de grupos, pero se puede probar en general); el producto libre de grupos; la
hausdorffificacion de un espacio topoldgico. Usando el teorema especial, demostramos la
existencia de la compactificacién de Stone-Cech de un espacio topolégico, y los teoremas

de Eilenberg-Watts que caracterizan los functores hom y tensor en categorias de médulos.



Capitulo 1

Preliminares categoricos

1.1. Categorias

1.1.1. Definiciones basicas

It seems that no book on category theory is considered complete wit-
hout some remarks on its set-theoretic foundations. The well-known
set theorist Andreas Blass gave a talk [...] on the interaction between
category theory and set theory in which, among other things, he of-
fered three set-theoretic foundations for category theory. One was the
universes of Grothendieck [...] and another was systematic use of the
reflection principle, which probably does provide a complete solution to
the problem; but his first suggestion, and one that he clearly thought
at least reasonable, was: None. This is the point of view we shall adopt.

[3, p. viii]

Trabajaremos sobre la teoria de conjuntos ZFC (Zermelo-Fraenkel con el axioma de
eleccién). Usaremos, sin embargo, la nocién de clase, que en realidad sélo podemos tratar
de manera formal. Una clase viene determinada por una férmula ¢(x) cualquiera. Informal-
mente, pensamos que ¢(x) determina {x : ¢(x)}, que no es generalmente un conjunto
(ver paradoja de Russell). Una clase propia es una clase que no es un conjunto. Asi como
se define una relacién o una funcién entre conjuntos, se define una clase relacional o una
clase funcional entre clases.

Para una descripciéon mas precisa de una plataforma fundacional de la teoria de catego-
rias, ver [11, Exposé |, §0 y apéndice| o [4, §6.4].
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Definicion 1.1.1. Una categoria C consta de:
1. una clase Ob(C) de objetos,
2. para cada par (A, B) de objetos, un conjunto Hom¢(A, B) de flechas o morfismos,*
3. para cada terna (A, B, C) de objetos, una funcién
o : Hom¢(A, B) x Home(B, C) — Home(A, C)
llamada composicién.

Escribiremos A — B para un elemento arbitrario de Hom¢(A,B), y f : A — B o aun
AL B sife Hom¢ (A, B). Designaremos por g o f o aun por gf a o(f, g). Se deben

cumplir las siguientes propiedades:

1. si A, A, B, B’ son objetos tales que Hom¢(A, B)NHom¢(A', B') # () entonces A = A’
y B = B’; esto es, cada flecha f : A — B tiene un (nico dominio A y un (nico

codominio B,

2. para cada objeto A existe una flecha idy : A — A llamada identidad de A. Estas

flechas cumplen que si f : B — C, entonces f oidg = f = idc o f,

3. la composicién es asociativa: si A f.B-2.C—",D son flechas, entonces
h(gf) = (hg)f. Esto nos permite designar esta flecha por hgf.?

La notacién A € C significara A € Ob(C).
Los conjuntos Hom¢(A, B) para A, B € C son los hom-sets de C.

La clase de flechas de C es Arr(C) = |J Hom¢(A, B).
ABeC

Definicion 1.1.2. Sea C una categoria. Si Ob(C) es un conjunto, la categoria C se dice

pequena.

Definicion 1.1.3. Una flecha f : A — B en una categoria es un isomorfismo si existe
g: B — Atalque gf =iday fg = idg. Si existe un isomorfismo A — B decimos que A
es isomorfo a B y escribimos A ~ B.

Observacion 1.1.4. 1. La composicién de isomorfismos es un isomorfismo.

1 Se puede definir “categoria” sin exigir que Hom¢(A, B) sea un conjunto para todo A, B € Ob(C),
y en ese caso una categoria que cumple que Hom¢(A, B) es un conjunto para todo A, B € Ob(C) se
dice localmente pequefia. En nuestro desarrollo consideraremos, pues, que toda categoria es localmente
pequefia. 2 También podemos escribir sin ambigiiedades una composicién de mas de tres flechas sin usar
paréntesis. Ver [12, §1.4] para una demostracién de que en un monoide vale la asociatividad generalizada.
La misma prueba se adapta a este contexto, mutatis mutandis.



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

2. “Ser isomorfo a" establece una clase relacional de equivalencia en los objetos de una
categoria.

3.Sif: A— Besunisomorfismoy g,g' : B— A cumplen que gf =idy = g'fy
fg =idg = fg’, entonces g’ = g. En efecto,

g =gidg=g'fg=idag=¢

Decimos entonces que g es la inversa de f y escribimos g = 1.

4. Si C es una categoria pequeiia, entonces su clase de flechas es un conjunto, pues es
una unién de conjuntos indexada sobre un conjunto.

Ejemplo 1.1.5. 1. Una categoria es discreta si sus unicas flechas son identidades.
2. La categoria discreta 0, que no consta de ninglin objeto y de ninguna flecha.

La categoria discreta 1, que consta de un tnico objeto * con su identidad.

La categoria 2, que consta de dos objetos -, x, y de una lnica flecha - — x ademas

de las dos identidades.

Sean C y D categorias. La categoria producto C x D tiene como objetos a los pares
(C,D) donde C € C,D € D, y sus flechas (C,D) — (C’,D’) son pares (f,g)
donde f: C — C'y g : D — D' son flechas. La composicién se define coordenada
a coordenada. Considerando idcxp = (idc,idp) es inmediato que C X D es una

categoria.

. Sea C una categoria. La categoria opuesta C°P consta de los mismos objetos, pero

cumple Homee (A, B) = Hom¢(B, A), y la composicion se define como foq,g = gof
para todo A —" yB—£C enC. Considerando las mismas identidades en C°P que

en C, es inmediato que C°P es una categoria.

Observar que (C°P)° = C.

Observacién 1.1.6. Dada una proposicién X en el lenguaje de la teoria de categorias, uno

puede formar la proposicién dual X* que se obtiene a partir de X intercambiando dominio

y codominio de las flechas e invirtiendo el orden de las composiciones. No es dificil verificar

(por induccién en la longitud de la férmula) que si X se cumple en una categoria C, entonces

2 * se cumple en la categoria opuesta C°P.

Si X se cumple en todas las categorias, entonces X* también se cumple en todas las

categorias, y su demostracién es dual. En efecto, si C es una categoria, entonces X se

cumple en C°P, de donde X* se cumple en (C°P)°P = C.

10
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Esto nos permite dar una Unica demostracién para dos teoremas que son duales.
Remitimos al lector a [15, pp. 31-32] y a [2, pp. 47-49] para mas detalles sobre la

dualidad categoérica.

Definicion 1.1.7. Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:
1. Ob(S) C Ob(C),
2. Homg(A, B) C Hom¢(A, B) para todo A, B € Ob(S),

3. Si f € Homg(A B) y g € Homg(B, C), entonces g oc f € Homg(A, C) y cumple
8 ©¢ f= 8 Os f.

4. Si A € Ob(S), entonces id§ € Homg(A, A) y cumple id§ = id5.

Si S es una subcategoria de C, escribiremos S C C.
Una subcategoria S C C es plena si para todo par de objetos A, B € S se tiene que
Homgs(A, B) = Hom¢(A, B). Observar que para definir una categoria como subcategoria

plena de una categoria dada, basta con especificar su clase de objetos.

Definicion 1.1.8. Sea C una categoria. Un objeto A € C es inicial (resp. final) si para
todo X € C existe una unica flecha A — X (resp. X — A). Un objeto cero es un objeto
inicial y final.

Observacion 1.1.9. Un objeto inicial en C es un objeto final en C°P, i.e. la nocién dual de
objeto inicial es la de objeto final. En particular un objeto cero en C es también un objeto

cero en C°P.

Proposicion 1.1.10. Sea C una categoria. Si existe un objeto inicial (o final) en C entonces
es tnico a menos de un tnico isomorfismo. En particular si existe un objeto cero entonces

es Unico a menos de un Udnico isomorfismo.

Demostracion. Sean A, A" € C objetos iniciales en C.

Como A es inicial, existe un Gnico morfismo A—F o A Basta ver que f es un isomor-
fismo.

Como A’ es inicial, existe un Gnico morfismo A’ —5 - A .

Por lo tanto gf € Hom¢(A, A) > ida: al ser A inicial debe ser entonces gf = ida.
Anélogamente se prueba fg = ida, y por lo tanto f es un isomorfismo.

Esto prueba la unicidad a menos de un Gnico isomorfismo del objeto inicial en cualquier

categoria. La unicidad del objeto final se deduce de la unicidad del objeto inicial en C°P. []

11
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1.1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.1.11. Categorias de estructuras: los siguientes ejemplos son categorias cuyos

objetos son conjuntos con estructura adicional, y cuyas flechas son funciones que respetan

esta estructura.

1.

Set, la categoria cuyos objetos son los conjuntos y cuyas flechas son las funciones. Hay
un Gnico objeto inicial que es el conjunto vacio (). Los objetos finales son exactamente

los conjuntos unitarios {x}. En particular, no hay objeto cero en Set.

Mon, Grp, Ab: las categorias de monoides, grupos y grupos abelianos con morfismos
de monoides®, grupos y grupos abelianos respectivamente. Observar que tenemos una
cadena de subcategorias plenas Ab C Grp C Mon. En Mon, los objetos iniciales y
finales (y por lo tanto cero) son los monoides triviales {e}. Por lo tanto también en
Grp y en Ab.

Rng, la categoria de anillos (no necesariamente con unidad) y morfismos de anillos.
Los objetos iniciales y finales (y por lo tanto cero) son los anillos triviales {0}.

Ring, la categoria de anillos con unidad y morfismos de anillos que respetan la unidad.
Observar que Ring C Rng es una subcategoria no plena. Los objetos finales son los
anillos triviales {0}, donde 1 = 0. No son objetos iniciales pues el cero debe ir al

cero y el uno al uno. El anillo Z es un objeto inicial.

CRing, la categoria de anillos conmutativos con unidad y morfismos de anillos que

respetan la unidad. Es una subcategoria plena de Ring.

Fld, la categoria de cuerpos y morfismos de cuerpos. Es una subcategoria plena de
CRing. No hay objetos iniciales ni finales. En efecto, no hay morfismos entre cuerpos

de diferente caracteristica.

R-Mod (resp. Mod-R), la categoria de médulos unitarios a izquierda (resp. derecha)
sobre un anillo R con unidad y morfismos de R-médulos.* Si A, B € R-Mod (o en
Mod-R), designaremos por Homg(A, B) a Homg-mod(A, B).

Los objetos iniciales, finales y cero son los médulos nulos.
Si K es un cuerpo, la categoria Vectyk es la categoria K-Mod de K-espacios vecto-

riales con las transformaciones lineales. Escribiremos Vecty s, para la subcategoria

plena de Vectyk cuyos objetos son los K-espacios vectoriales de dimensién finita.

3 Un monoide es un conjunto con una operacién binaria asociativa que admite un neutro; un morfismo de
monoides es una funcién entre monoides que respeta la operacién y el neutro. * A partir de ahora, un

anillo sera un anillo con unidad, y un médulo serd un médulo unitario.

12
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9.

10.

11.

Sean R, S anillos. Recordemos que un (R, S)-bimddulo es un grupo abeliano M con
una accién de R por izquierda y una acciéon de S por derecha, de tal forma que
M es un R-médulo a izquierda y de S-médulo a derecha, y ademas se satisface la

condicién de compatibilidad r - (m-s) = (r-m)-s, paratodo me M,r € R,s € S.

Si M, N son (R, S)-bimédulos, entonces una funcién f : M — N es un morfismo
de (R, S)-bimédulos si es un morfismo de R-médulos a izquierda y un morfismo de

S-médulos a derecha.

De esta manera, los (R, S)-bimédulos con los morfismos de bimédulos forman
una categoria, que llamaremos R-Mod-S. Si A, B € R-Mod-S, designaremos por
Hom (g s)(A, B) a Homg-mod-s(A, B)

Si R es un anillo conmutativo, entonces todo R-mddulo a izquierda o a derecha es

automaticamente un (R, R)-bimédulo.

Si M € R-Mod (resp. M € Mod-R), entonces M es un (R, Z)-bimédulo (resp.
(Z, R)-bimédulo).

Si R, S son anillos, entonces R ®7 S° es también un anillo (5° es el anillo opuesto,
con misma suma que S y multiplicacién dada por x -, y = y - x). No es dificil
probar que todo (R, S)-bimédulo define un R ®7 S°P-méddulo y reciprocamente. En

particular, se recuperan los teoremas de R-Mod en R-Mod-S.

Si K es un anillo conmutativo, la categoria K-Alg tiene como objetos a las K-algebras
(asociativas con unidad), y como flechas a los morfismos de K-algebras. Recordemos
que una K-algebra (asociativa con unidad) es un grupo abeliano A con un producto
que lo convierte en un anillo y una accién de K que lo convierte en un K-mddulo,
y ademés se cumple A - (xy) = (A-x)y = x(A - y) para todo x,y € A, A € K. Es

conmutativa si lo es como anillo.

Un morfismo de K-algebras A; — A, es una funcién que es un morfismo de

K-médulos y un morfismo de anillos.

No es dificil probar que si A es un anillo, entonces dotarlo de una estructura de
K-algebra es lo mismo que determinar un morfismo de anillos f : K — A tal que
la imagen de f esté contenida en el centro de A. De esta manera, si A es un anillo
conmutativo, dotarlo de una estructura de K-algebra (conmutativa) es lo mismo que

determinar un morfismo de anillos K — A.

Un preorden es un conjunto con una relacién binaria < que es reflexiva y transitiva.

Si (A, <a) y (B, <g) son predrdenes, una funcién f : A — B es mondétona si
a<ad = f(a)<pf(d)

13
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para todo a, 8’ € A. Definimos entonces Preord, la categoria cuyos objetos son los

predrdenes y cuyas flechas son las funciones monétonas.
12. Top, la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas.

13. En los casos anteriores, resulta mas o menos evidente qué morfismos nos interesa
considerar si tenemos una clase que queremos que sea la clase de objetos de una
categoria. Por ejemplo, si consideramos la clase de los grupos, para considerar una
categoria cuyos objetos son los grupos, la opcion mas natural es considerar los

morfismos de grupos como sus flechas.

Sin embargo, en algunos casos no hay una (nica opcién natural. Consideremos los

espacios métricos. Como morfismos, podemos considerar:

= las contracciones débiles: una contraccién débil f : (X,d) — (Y, d’") entre dos
espacios métricos es una funcién f : X — Y tal que d’'(f(a), f(b)) < d(a, b)
para todo a, b € X, dando lugar a la categoria Met,

= |as funciones uniformemente continuas, dando lugar a la categoria Met,,

= |as funciones continuas, dando lugar a la categoria Met,,

obteniendo tres categorias diferentes Met C Met, C Met. con la misma clase de

objetos.

Este ejemplo de ciertas categorias con misma clase de objetos pero diferentes morfis-
mos es un caso particular del ejemplo dado por una subcategoria .A C B no plena.
Sin embargo también hay ejemplos de categorias con misma clase de objetos pero
de tal manera que ninguna es una subcategoria de la otra: por ejemplo, Top y la
categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos y cuyas flechas son las funciones
abiertas. Como hay funciones continuas no abiertas y funciones abiertas no continuas,

no es ninguna una subcategoria de la otra.

Podemos observar el mismo fenémeno pero partiendo de un cierto tipo de flechas. Si
consideramos las funciones continuas, podemos determinar al menos dos categorias
diferentes cuyas flechas son tales funciones: Top y Met,. Este ejemplo es un caso
particular del ejemplo dado por una subcategoria plena A C B. De nuevo, también
hay ejemplos de categorias cuyas flechas son del mismo tipo pero tal que ninguna es
una subcategoria de la otra: por ejemplo, Grp y la categoria cuyos objetos son los

monoides conmutativos y cuyas flechas son los morfismos de monoides.

Ejemplo 1.1.12. Categorias como estructuras: los siguientes ejemplos son de categorias que
son estructuras.
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1. Sea (X, <) un preorden. Le asociamos una categoria Cx tal que Ob(Cx) = X, y tal
que para todo x, y € X, se tiene que Home, (x, y) es vacio si x £ y y tiene cardinal

uno si x < y. La reflexividad y transitividad de < aseguran que Cx es una categoria.

Reciprocamente, una categoria cuyos hom-sets tienen cardinal cero o uno define un

preorden. ldentificaremos (X, <) con Cx.

2. Sea M un monoide. Entonces M define una categoria Cp; con un solo objeto *, tal
que Home,, (%, x) = M y la composicién de flechas es el producto de M. La identidad

es el neutro de M.

Reciprocamente, una categoria C con un solo objeto define un monoide M. cuyos
elementos son las flechas de C y cuya multiplicacién es la composicion de flechas. El

neutro es la identidad del unico objeto de C. Identificaremos M con Cy.

En conclusién, especificar un monoide es lo mismo que especificar una categoria con
un solo objeto. En particular, especificar un grupo es lo mismo que especificar una

categoria con un solo objeto donde todas las flechas son isomorfismos.

3. En una categoria arbitraria C, para cada objeto C € C se tiene un monoide Hom¢(C, C).
De esta manera, una categoria en la que todo par A, B € C cumple que si A # B
entonces Hom¢(A, B) = () define una clase de monoides {Hom¢(C, C)}cec indexada
por los objetos de C. Reciprocamente, cualquier clase de monoides {M,};c, define

. M sii=j .
una categoria C tal que Ob(C) =/, y Home(/,j) = para todo /,j € I.
0 sii#j
Por lo tanto, podemos considerar que una categoria es una generalizaciéon de una
clase de monoides (y en particular de un monoide), donde permitimos que haya
flechas A — B incluso cuando A # B.

Otra manera de ver una categoria C como una generalizaciéon de un monoide resulta de
observar que podemos dotar a Arr(C) de una clase funcional parcial®, la composicién,

que satisface los mismos axiomas que los del producto de un monoide.

El lector comparara estos tres ejemplos con las categorias Mon, Grp y Preord.

1.1.3. Monomorfismos y epimorfismos

Definicién 1.1.13. Sea C una categoria. Una flecha m : A — B de C es un monomorfismo

siparatodo X € Cy f,g: X — A flechas de C se tiene que mf =mg = f = g.

5 Una funcién parcial f : A — B se define analogamente a una funcién, permitiendo sin embargo que
apenas un subconjunto de elementos de A tenga imagen por f.
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f
X—A-"3B
g

Dualmente, una flecha e : A — B es un epimorfismo siparatodo Y € Cyf,g: B —Y
flechas de C se tiene que fe=ge=f =g

f
A—-B—Y
g
Observacion 1.1.14. Las siguientes propiedades se verifican facilmente:

= La composiciéon de monomorfismos (resp. epimorfismos) es un monomorfismo (resp.

epimorfismo).
= Si fg es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

= Si fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

Ejemplo 1.1.15. 1. Los monomorfismos en Set son las funciones inyectivas.

En efecto: sea m: X — Y un monomorfismo en Set. Sea x;, x» € X, x; # x,. Sea
{a} un conjunto unitario, y definamos f; : {a} — X como f;(a) = x; para i = 1,2,
Entonces f; # f,, y por lo tanto mfi # mf,, lo cual implica que m(x;) # m(x),
luego m es inyectiva.

Reciprocamente, si m : X — Y es inyectivay f,g : A — X son tales que f # g,
entonces f(a) # g(a) para cierto a € A. Por lo tanto mf(a) # mg(a), de donde

mf # mg.

Los epimorfismos en Set son las funciones sobreyectivas.

En efecto: sea e : X — Y un epimorfismo en Set. Supongamos que existe
o € Y \ e(X). Definimos f,g : Y — {0,1} como f(y) = g(y) = 0 para to-
doy # yo.y f(y) =0, g(yo) = 1. Entonces fe = ge pero f # g, llegando a una
contradiccién. Por lo tanto e es sobreyectiva.

Reciprocamente, sea e : X — Y sobreyectivaysean f,g: Y — Z tales que fe = ge.
Siy € Y, entonces y = e(x) para cierto x € X, y por lo tanto

de donde f = g y e es un epimorfismo. °

® Todos los ejemplos que siguen (a menos del (iltimo) son en categorfas concretas (ver definicién 1.2.5).
Remitimos al lector a la proposicién 1.2.6, donde se prueba que en categorias concretas todo “morfismo
inyectivo” (resp. sobreyectivo) es un monomorfismo (resp. epimorfismo).
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. En Top los monomorfismos son las funciones continuas inyectivas y los epimorfismos
son las funciones continuas sobreyectivas. Esto se prueba de manera analoga al caso
de Set, donde en {a} la topologia es discreta y en {0, 1} la topologia es indiscreta.

. En R-Mod los monomorfismos son los morfismos inyectivos y los epimorfismos son

los morfismos sobreyectivos.

El argumento es similar al de Set. Para probar que un monomorfismo es un morfismo
inyectivo, tomamos R con la accién regular en vez de {a}. Para probar que un
epimorfismo e : M — N es un morfismo sobreyectivo, en vez de {0,1} tomamos el
cociente N/e(M) junto con el mapa cociente y el mapa nulo.

. En Grp los monomorfismos son los morfismos de grupos inyectivos. Esto se prueba
con un argumento analogo al de R-Mod, remplazando R por Z.

También es cierto que los epimorfismos de grupos son los morfismos de grupos

sobreyectivos, pero la demostracién de este hecho no es trivial (ver [15, ejercicio 5,
p. 21]).

. En Ring los monomorfismos son los morfismos inyectivos de anillos. El argumento

es analogo al de Grp.

Los epimorfismos pueden no ser sobreyectivos: la inclusién i : Z — Q es un epi-
morfismo de anillos. En efecto, si f, g : Q — R son morfismos de anillos tales que
flz = glz. entonces f(2) = f(a)f(b) " = g(a)g(b)~' = g(%) para todo ¢ € Q, de
donde f = g.

. Sea Haus la subcategoria plena de Top cuyos objetos son los espacios topoldgicos
Hausdorff. Si X es un espacio topolégico Hausdorff y D C X es un subespacio denso,
entonces la inclusiéon D — X es un epimorfismo en Haus, pues si Y es un espacio
topolégico Hausdorff y f,g : X — Y son funciones continuas tales que f|p = g|p
entonces f = g. En general no es sobreyectiva, como muestra por ejemplo la inclusién

de Q en R con la topologia usual.

. Sea Div la subcategoria plena de Ab cuyos objetos son los grupos abelianos divisibles’.

El mapa cociente 7 : Q — Q/Z no es una funcién inyectiva, y es un monomorfismo.

En efecto, 7t es un monomorfismo siy sélosimg =0= g=0paratodog: G — Q
donde G es un grupo abeliano divisible. Sea entonces g : G — QQ tal que tg = 0. Esto
significa que g(x) € Z para todo x € G. Sea x € G, y supongamos sin pérdida de
generalidad que g(x) > 0. Como G es divisible, existe y € G tal que x = (g(x)+1)y,

" Un grupo abeliano A es divisible si para cada a€ Ay n € Z\ {0} existe b € A tal que a = nb.
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y por lo tanto g(x) = (g(x) + 1)g(y). Por lo tanto 0 < g(gx()xll = g(y) < 1. Pero

g(y) € Z, luego g(y) = 0y por lo tanto g(x) = 0. Esto prueba que g = 0.

8. Si C es un preorden, entonces toda flecha x < y es un monomorfismo y un epimor-
fismo. Observar que no tiene por qué ser un isomorfismo (i.e. no tiene por qué ser
y < x).
Observacion 1.1.16. Si i : A — B es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo y un
epimorfismo. En efecto, si j : B — Aessu inversa, entonces if = ig = jif = jig = f = g.
Por lo tanto i es un monomorfismo, y anadlogamente es un epimorfismo.

El ejemplo 1.1.15.8 muestra que el reciproco es en general falso.

Definicion 1.1.17. Sea C una categoriay f : A — B una flechade C. Siexiste g : B — A
tal que gf = ida, decimos que f es un monomorfismo split. Si existe g : B — A tal que
fg = idg, decimos que f es un epimorfismo split.

Observar que f es un monomorfismo split en C si y sélo si f es un epimorfismo split en
CeP.

Observacion 1.1.18. Veamos que en la condicién de monomorfismo y epimorfismo split
podemos remplazar la identidad por una flecha arbitraria:

Si f: A— B es una flecha de C, entonces f es un monomorfismo split si y sélo si para
todo Y € Cyflechag: A— Y existe g: B — Y tal que gf = q.

En efecto, sea f un monomorfismo split. Sea h: B — A tal que hf = ids. Entonces si
g = qh, se tiene gf = ghf = qidy = q.

Reciprocamente, tomando Y = Ay g = ids se deduce que f es un monomorfismo
split.

Dualmente, f es un epimorfismo split si y sélo si para todo X € C y flechag: X — B
existe g : X — A tal que fg = q.

Proposicion 1.1.19. Si f : A — B es un monomorfismo split, entonces es un monomor-

fismo. Dualmente, si es un epimorfismo split, entonces es un epimorfismo.

Demostracion. Sea f : A — B un monomorfismo split. Existe entonces g : B — A tal que
gf =ida. Si hy, hy : X — A son tales que fh; = fh,, entonces hy = gfhy = gfh, =hy y

por lo tanto f es un monomorfismo. O]

Ejemplo 1.1.20. = En Set, los monomorfismos split (resp. epimorfismos split) son las
funciones con inversa por izquierda (resp. derecha). Por lo tanto, en Set los mono-
morfismos split (resp. epimorfismos split) coinciden con los monomorfismos (resp.

epimorfismos).®

8 El enunciado “todo epimorfismo en Set es un epimorfismo split” es equivalente al axioma de eleccién.
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= En R-Mod, no todo monomorfismo es un monomorfismo split, como evidencia
la inclusién 27 — 7. Tampoco todo epimorfismo es un epimorfismo split, como
evidencia el mapa cociente Z — Z/27.

Proposicion 1.1.21. Sea f : A — B. Si f es un epimorfismo split y un monomorfismo,
entonces es un isomorfismo. Dualmente, si f es un monomorfismo split y un epimorfismo
entonces es un isomorfismo.

Demostracion. Sea f un monomorfismo, y sea g : B — A tal que fg = idg. Se tiene
fgf = f,y como f es un monomorfismo se deduce que gf = ids. Por lo tanto f es un

isomorfismo cuya inversa es g. O
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1.2. Functores

Definicion 1.2.1. Sean C,D categorias. Un functor (o functor covariante) de C en
D consta de una clase funcional F, : Ob(C) — Ob(D), y para cada par de objetos
A, B € Ob(C) una funcién Fa g : Hom¢(A, B) — Homp(F,(A), Fo(B)). Designaremos a
Foy a Fapg por F. Debe cumplirse:

1. si A€ Ob(C) entonces F(ida) = idr(ay,

2. si A~ B—5 C son flechas en C, entonces F(gf) = F(g)F(f).

Omitiremos a menudo los paréntesis: escribiremos FA en vez de F(A), y Ff en vez de F(f).

Un functor contravariante F : C — D es un functor C°® — D (o equivalentemente, un
functor C — D°P).

Explicitamente, un functor contravariante £ : C — D consta de una clase fun-
cional F : Ob(C) — Ob(D), y para cada par de objetos A, B € Ob(C) una funcién
F : Hom¢(A, B) — Homp(F B, FA). Se debe cumplir F(ida) = idea para cada A € Ob(C),
ysi A—+B—% C son flechas en C, entonces F(gf) = F(f)F(g).

Remitimos al lector al ejemplo 1.2.14 para una interpretacién diagramatica de la segun-

da condicién de la definicién de functor (tanto del caso covariante como del contravariante).

Sean F: A — By G : B — C functores. Se define su composicién GF : A — C, de la
siguiente manera. Si A € A, entonces (GF)(A) .= G(F(A)).Si f : A— A’ es una flecha
de A, entonces (GF)(f) : GF(A) — GF(A’) se define como (GF)(f) = G(F(f)). Se

verifica inmediatamente que GF : A — C es un functor.

Definicion 1.2.2. Un functor F : C — D es fiel (resp. pleno) si para todo A, B € Ob(C),
la funcién Fa g : Home(A, B) — Homp(F(A), F(B)) es inyectiva (resp. sobreyectiva).

Proposicion 1.2.3. 1. Todo functor preserva isomorfismos. Esto es, si F : C — D es

un functor y f : C — C' es un isomorfismo en C, entonces Ff es un isomorfismo en
D. Ademds, (Ff)™' = F(f™1)

2. Si F : C — D es un functor fiel, entonces refleja monomorfismos y epimorfismos.
Esto es, si f es una flecha de C tal que Ff es un monomorfismo (resp. epimorfismo),

entonces f es un monomorfismo (resp. epimorfismo).

3. Si F : C — D es un functor fiel y pleno, entonces refleja isomorfismos. Esto es, si f

es una flecha de C tal que Ff es un isomorfismo, entonces f es un isomorfismo.
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Demostracion. 1. Si existe g : €' — C tal que gf = id¢c y fg = id¢/, entonces
FgoFf = F(gf)= F(idc) = idec. Andlogamente se verifica que Ff o Fg = idgc:.
Por lo tanto Fg = F(f~1) es la inversa de Ff.

2. Sea f una flecha de C. Supongamos que fg = fh. Entonces Ff o Fg = Ff o Fh.
Como Ff es un monomorfismo, entonces Fg = Fh. Como F es fiel, se deduce que
g = h. Analogamente se prueba que si Ff es un epimorfismo entonces f también lo

€s.

3. Sea f: C — (' flecha de C tal que Ff: FC — FC’ es un isomorfismo. Como F es
pleno, existe g : C' — C tal que (Ff)~! = Fg. Entonces

F(idc) = idrc = Fgo Ff = F(gf)

Como F es fiel, se deduce que id¢ = gf. Andlogamente fg = id¢/, de donde f es

un isomorfismo. O

Ejemplo 1.2.4. 1. Toda categoria C define un functor id¢s : C — C, llamado functor
identidad, que a cada objeto A de C le asocia A, y a cada flecha f de C le asocia f.

2. Sea D € D. Un functor F : C — D es un functor constante D si FC = D para todo
C eC,y Ff =idp para toda flecha f de C.

3. Una subcategoria C C D define un functor i : C — D, el functor inclusién. Este
functor siempre es fiel. Es pleno si y sélo si C es una subcategoria plena de D.

Todo functor fiel F : C — D define una subcategoria S de D cuya clase de objetos

€s
Ob(S)={FCeD:Cec(}

y cuyos hom-sets son
Homs(FC, FC') = {Ff € Homp(FC, FC') : f € Hom¢(C, C')}

La fidelidad de F muestra que la composicién en S puede definirse mediante
Ff o Fg = F(fg). Definimos la identidad del objeto FC en la categoria S co-
mo la flecha idgc de D.

Por lo tanto S es una subcategoria de D.

De esta manera, se identifican las subcategorias de una categoria C con los functores

fieles hacia C.
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4. Si F: D — Aes un functor y C C D es una subcategoria, entonces la restriccion de
F aC es el functor F : C — A definido igual que F en los objetos y flechas de C.

El functor inclusién i : C — D es la restriccion del functor identidad idp : D — D a

la subcategoria C.

5. Sean F: A — By G :C — D functores. El functor producto es
FxG:AxC—BxD

definido como (F x G)(A, B) = (FA, GB) en los objetos, y en las flechas como
(F x G)(f,g) = (Ff, Gg). Se verifica inmediatamente que F x G es un functor.

6. Sean C, D preédrdenes. Un functor C — D define una funcién monétona C — D: si
x < y en C, entonces hay una flecha x — y y por lo tanto una flecha Fx — Fy
en D, es decir, Fx < Fy. Reciprocamente, una funcién monétona C — D es un
functor: las condiciones de la definicion de functor se verifican por la reflexividad y
la transitividad de los predrdenes.

7. Sean M, N monoides. Recordemos que podemos pensar un monoide como una cate-
goria con un solo objeto (ejemplo 1.1.12.2). De esta manera, especificar un functor

M — N es equivalente con especificar un morfismo de monoides M — N.

8. Cat es la categoria cuyos objetos son las categorias pequenas y cuyas flechas son los
functores. La pequeiiez de los objetos de Cat garantiza que Cat sea localmente pe-
quefia. Sus identidades son los functores identidad, y la composicién es la composicion

de functores.
Observar que Cat no es una categoria pequefia (por ejemplo, hay categorias discretas
de cardinal arbitrario), luego Cat ¢ Cat.’

9. Todo functor F : C — D tiene asociado un functor F°P : C°? — D°P, su functor
opuesto.
De esta manera, considerando categorias pequefias obtenemos un functor covariante

op : Cat — Cat.

10. Hay un functor Ob : Cat — Set, que a toda categoria pequefia le asocia su conjunto
de objetos, y a todo functor F : C — D entre categorias pequeiias le asocia la funcién

9 No existe la “categoria de todas las categorias”. Si existiera, llegariamos a una contradiccién similar a
la paradoja de Russell. En efecto, si CAT fuera la categoria de todas las categorias, entonces podriamos
considerar la subcategoria plena X C CAT cuyos objetos fueran las categorias C tales que Ob(C) & Ob(C).

Por lo tanto Ob(X') € Ob(X) si y sélo si Ob(X') ¢ Ob(X'), llegando a una contradiccién.
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Fo : Ob(C) — Ob(D). Este es el functor que “olvida” las flechas de una categoria

pequena.

Definicion 1.2.5. Una categoria concreta es un par (C, U) donde U : C — Set es un

functor fiel, llamado functor de olvido.

Una categoria concreta puede pensarse como una categoria de “conjuntos con estructura
adicional”. Todos los items del ejemplo 1.1.11 admiten functores de olvido que a cada objeto
(monoide, grupo, espacio topoldgico, etc.) le asocian su conjunto subyacente, y a cada
morfismo (de monoides, de grupos, de espacios topolégicos, etc.) le asocian su funcién
subyacente.

La siguiente proposicion dice que en una categoria concreta, los “morfismos inyectivos”
(i.e. tal que su imagen por el functor de olvido es una funcién inyectiva) son monomorfismos,
y analogamente para epimorfismos. El reciproco es falso, como se pudo apreciar en los

items 5, 6 y 7 del ejemplo 1.1.15.

Proposicion 1.2.6. Sea (C, U) una categoria concreta. Si f es una flecha de C tal que

Uf es inyectiva (resp. sobreyectiva), entonces f es un monomorfismo (resp. epimorfismo).

Demostracion. Basta aplicar la proposicién 1.2.3.2, y recordar que los monomorfismos
(resp. epimorfismos) en Set son las funciones inyectivas (resp. sobreyectivas), como indica
el ejemplo 1.1.15.1. O

Definicién 1.2.7. Un isomorfismo de categorias es un functor F : C — D tal que existe
un functor G : D — C de manera que GF = id¢c y FG = idp. Diremos que C y D son
isomorfas si existe un isomorfismo de categorias C — D

Observacion 1.2.8. Si C y D son categorias pequeiias, un isomorfismo de categorias C — D

es un isomorfismo entre los objetos C y D de la categoria Cat.

Ejemplo 1.2.9. Las categorias R-Mod-S y (R ®z 5°P)-Mod son isomorfas (ver ejemplo
1.1.11.9).

1.2.1. Diagramas

Definicion 1.2.10. Sea C una categoria y J una categoria pequena. Un diagrama de tipo
J en C es un functor D : J — C. La categoria J es la categoria de indices del diagrama.
Utilizaremos la notacién D; := D(i) para todo i € J.

Decimos que un diagrama D : J — C es conmutativo, o que conmuta, si para todo par
&, 3 de flechas en J con mismo dominio y codominio se tiene que Do = Df3.
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Observacion 1.2.11. Sea D : J — C un diagrama de tipo J en una categoria C, y sea
F : C — D un functor. Entonces FD : J — D es un diagrama de tipo J en D.

Si D es conmutativo, entonces FD también lo es. En efecto, si «, 3 son flechas de
J con mismo dominio y codominio, entonces D() = D() y por lo tanto se tiene que
FD(«) = F(Da) = F(D(B)) = FD(B).
Ejemplo 1.2.12. Consideremos el conjunto X = {1,2,3,4} con la relacién < definida por
1<2,2<4,1<4,1<3y3<4,detal manera que (X, <) es un preorden.

La categoria asociada (como en el ejemplo 1.1.12.1) se puede representar asi:

|

donde obviamos la flecha 1 — 4 por ser igual a las composiciones 1 — 2 —4y1 — 3 — 4.

—

_

Llamémosle J a esta categoria. Ahora, si C es una categoria arbitraria, un diagrama
de tipo J en C es un functor J — C. Un tal functor nos provee de cuatro objetos de
C con ciertas flechas, dispuestas como en (1.1), de tal manera que podemos representar

graficamente este diagrama de la siguiente manera:

G _fie G (1.2)

ﬂal lfm

G— G
f34

La conmutatividad del diagrama significa en este caso que f34f13 = fosf12. Informalmente,
podemos decir que la conmutatividad de un diagrama significa la independencia del camino

elegido entre dos objetos.

Observacion 1.2.13. Diremos que (1.2) es un diagrama en C, sin explicitar la categoria
J ni el functor J — C. Haremos esta identificacién entre el diagrama como functor y la
representacion del diagrama como en (1.2) en general, cuando J no sea necesariamente

esta categoria pequefia particular.

Ejemplo 1.2.14. Si F : C — D es un functor y A— B2, C son flechas en C,
entonces F(gf) = F(g)F(f). Esta condicién se puede expresar mediante la conmutatividad
del siguiente diagrama:

Fg

FA-LL FB 5. FC
F(ef)

Andlogamente, si F : C — D es un functor contravariante y A—LB—£,C son

flechas en C, entonces la condiciéon F(gf) = F(f)F(g) puede expresarse mediante la
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conmutatividad del siguiente diagrama:

FCLEFB-1 FA
F(ef)

Ejemplo 1.2.15. Si C es un preorden, entonces todo diagrama D : J — C es conmutativo.
En efecto, si «,  : i — j son flechas de J, entonces D«, D3 € Hom¢(D;, DJ-) que tiene

cardinal uno.

Observacion 1.2.16. Tendremos ocasion de utilizar “diagramas” donde los objetos son
categorias (no necesariamente pequefias) y las flechas son functores. Esto a priori no tiene
sentido, pues no existe la “categoria de todas las categorias” (ver nota al pie del ejemplo
1.2.4.8). Sin embargo, el sentido es claro si decimos por ejemplo que el diagrama (1.2)

conmuta, donde C; son categorias y f;; son functores.

1.2.2. Bifunctores

Definicion 1.2.17. Sean A, B,C categorias y sea F : A x B — C un functor. Un tal
functor desde una categoria producto se denomina bifunctor.

Observacion 1.2.18. Sea F : A x B — C un bifunctor. Todo objeto A € A define un
functor F(A, —) : B — C, mediante F(A, —)(B) := F(A, B) en los objetos, y definido en
las flechas como F(A, —)(g) := F(ida, g). Analogamente, todo objeto B € B define un
functor F(—,B) : A — C.

Lema 1.2.19. Sean A, B,C categorias. Sea F, : Ob(A) x Ob(B) — Ob(C) una clase
funcional, y sea Fiag) a,p) : Homaxs((A B), (A, B')) — Home(Fo(A, B), Fo(A', B'))
una funcién para cada (A, B), (A, B') € A x B.

Entonces F, y Fia ) a8y determinan un bifunctor F : A x B — C si y sélo si:

1. F es functorial en cada variable: F(A,—) : B — C y F(—,B) : A — C (definidos
como en la observacion previa) son functores para cada A€ A, B € B,

2. paracadaflechaf :A— A enAyg: B — B en B, el siguiente diagrama conmuta:

F(A B) 28 F(a B (1.3)
N
F(f,B) F(f,B")

F(A, B) rza F(A. B)
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Demostracion. Si F : A x B — C es un bifunctor, entonces claramente verifica ambos
items.

Supongamos que F verifica los dos items y veamos que es un bifunctor.

Si (A, B) € A x B entonces F(idag)) = F(ida,idg) = F(ida, B) = idr(as) pues
F(—, B) es un functor.

Sean (A B)—— o), (A, B) (A” B") flechas en A x B. El segundo item nos da
los siguientes dos diagramas conmutativos:

F(A, B) (1.4)
fB)J/ \

B) "8 F(a, B
l F(f/,B/)l W

// // // "

F(f',B)

F(Ag'g)

F(A B) F(A B") (1.5)
F(f’f,B)J LFes) lF(f’f,B”)

" " 1

La conmutatividad del diagrama (1.4) nos da:
F(A", g")o F(A",g)o F(f',B)o F(f,B) = F(f',g') o F(f,g)

El lado izquierdo de la ecuacién anterior es igual a F(A”, g'g)oF(f'f, B) pues F(A”, =)y
F(—, B) son functores. Ademas, F(A”, g'g)oF(f'f,B) = F(f'f, g'g) por la conmutatividad

de (1.5).
En conclusién, F(f'f,g'g) = F(f',g') o F(f',g) y F es un bifunctor. O

Ejemplo 1.2.20. Sea C una categoria. El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°® x C — Set, se

define como

A A Hom¢ (A, A')
Home(—,—)

fw gJ/ ’C—> lHomc(f,g)

B B Hom¢(B, B')

donde Hom¢(f,g)(q) = gqf para todo g € Hom¢(A, A'). Utilizaremos la notacién

[f*, g] = Hom¢(f, g).
Utilicemos el lema 1.2.19 para verificar que Hom¢(—, —) efectivamente es un bifunctor.
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Debemos verificar primero que Hom¢(—, —) es functorial en cada variable. Sea C € C.
Consideremos Hom¢(C, —) : C — Set, definido como

A Hom¢(C, A)
Jv HOmc(C,f)
fFl— lf*

B Hom¢(C, B)

para toda f : A — B en C, donde f, := Hom¢(C, f) = [id", f.]. Explicitamente, se tiene
que f.(g) = fg para toda g € Hom¢(C, A). Se verifica facilmente que Hom¢(C, —) es un
functor.

Consideremos ahora Hom¢(—, C) : C°? — Set definido como:

A Hom¢(A, C)
Home(—,C)

fl — Tf*

B Hom¢(B, C)

para toda f : A— B en C, donde f* := Hom¢(f, C) = [f*,id.]. Explicitamente, se tiene
que f*(g) = gf para toda g € Hom¢(B, C). Observar que Hom¢(—, C) = Homeer (C, —)
y por lo tanto es un functor.

Ahora debemos verificar que para todo par de flechas f : A —> A'y g: B — B’ de C
conmuta el diagrama (1.3), que en este caso es asi:

Home(A', B) —£— Hom¢ (A, B')

| e
f'* f*

Home(A, B) — — Home(A, B')

Si h € Hom¢(A', B) entonces f*g.(h) = ghf = g.f*(h) = [f*, g](h), i.e. el diagrama

conmuta.

Sea F : C — D un functor. Designaremos por Homp(F—, —) a la composicién
F°P xidp Homp(—,—)
C® xD D x D — Set

Anélogamente, si G : D — C es un functor, designaremos por Hom¢(—, G—) a la
composicion

id%pXG Homc(f,f)
_—

CPxD—C°PxC Set

Observacion 1.2.21. Una flecha f : A — B de una categoria C es un monomorfismo si y
sélo si f, : Hom¢(X, A) — Home(X, B) es una funcidn inyectiva para todo X € C, y es
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un epimorfismo si y sélo si f* : Homg(B, Y) — Hom¢(A, Y) es una funcién inyectiva para
todo Y € C.

La observacion 1.1.18 dice que f es un monomorfismo split si y sélo si para todo Y € C
se tiene que f* : Home(B, Y) — Hom¢(A, Y) es una funcién sobreyectiva, y que f es un
epimorfismo split si y sélo si para todo X € C se tiene que f, : Hom¢(X, A) — Hom¢(X, B)

es una funcién sobreyectiva.

Ejemplo 1.2.22. Sean R,S, T anillos. En este ejemplo, los hom-sets tienen estructura

adicional: se tienen bifunctores

1. Homg(—, =) : (R-Mod-S)°® x R-Mod-T — S-Mod-T, donde las acciones en

(
(
2. Homs(—, =) : (R-Mod-S)°® x T-Mod-S — T-Mod-R, donde las acciones en
(A, B) se definen como (t-f)(a) = tf(a)y (f-r)(a) = f(ra).

Si R es un anillo conmutativo, entonces se tiene un bifunctor
Homg(—, =) : (R-Mod)*® x R-Mod — R-Mod
Ejemplo 1.2.23. Sean R, S, T anillos. El producto tensorial
— ®s — : R-Mod-S x S-Mod-T — R-Mod-T

es un bifunctor.
Si R es un anillo conmutativo, entonces se tiene un bifunctor

— ®r — : R-Mod x R-Mod — R-Mod

1.2.3. Categorias coma
A continuacién damos otra construccién corriente en teoria de categorias:

Definicion 1.2.24. Sean A——C+«%— B functores. Definimos una categoria (F | G),

llamada categoria coma de F sobre G, tal que:

= sus objetos son ternas (A, B,f), donde Ac A, BeByf:FA— GB,

= sus flechas son pares (o, 3) : (A, B, f) — (A, B, f')donde x : A - Ayp:B—

B’, tales que Fox y Gf3 hacen conmutar el siguiente diagrama:

FA-L, FA (1.6)

fl lf,

28



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

Se define la composiciéon (A, B, f) —= (B, (A, B, f’) )(A” B”,f") mediante
(o, B') o (o, B) = ('ex, B'B)
La conmutatividad del siguiente diagrama

FA-Fos Fa F2 FpY

T

!/ "
6B GB —» GB

junto con la functorialidad de F y de G nos da la conmutatividad del siguiente diagrama

F(ox)

FAZSS Far

fl lw

GB—— GB"
C(B'B)

y por lo tanto (o, ') o («, 3) es efectivamente una flecha de (F | G).
Las identidades son id(a g ¢) = (ida, idg).

Veamos ahora algunos casos particulares.

Ejemplo 1.2.25. 1. Consideremos el siguiente caso particular: C —F D+« 1 donde
1 es la categoria descrita en el ejemplo 1.1.5.3. El functor G determina un objeto
D := G(x) € D. La categoria coma (F | G) se llama categoria de morfismos de F a
D, y se designa por (F | D).
Sus objetos son ternas (A, , f) donde f : FA — D. Podemos pensar entonces que
son pares (A,f) con f : FA — D, pues la presencia de x no aporta informacién
adicional.

Una flecha de (A, f) en (A, f’) consta de una flecha « : A — A’y de una flecha
* — *. La flecha x — x es necesariamente id, y por lo tanto no aporta informacion
adicional; podemos pensar entonces que una flecha de (A, f) en (A’, f') consta de

una flecha o : A — A’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

FA-% FA

fl lp

idp

que podemos resumir en el siguiente tridangulo conmutativo:

FA—F* L ra (1.7)

N
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En resumen, los objetos de la categoria (F | D) son flechas FA — D de D, y un
morfismo de una flecha f : FA — D a una flecha ' : FA' — D es una flecha
o A— A tal que Fx hace conmutar el diagrama (1.7).

En el caso particular en que C =Dy F = idp, la categoria coma (idp | D) se llama

categoria de objetos sobre Dy se designa por (D | D).

2. Consideremos el siguiente caso particular: 1 —F .c«% D .Elfunctor F determina
un objeto C := F(x) € C. La categoria coma (F | G) se llama categoria de morfismos
de C a G, y se designa por (C | G).

Dualmente a la categoria de morfismos de F a D, la categoria (C | G) consta
de flechas C — GA, y un morfismo de una flecha f : C — GA a una flecha
f' . C — GA consta de una flecha B : A — A’ tal que G3 hace conmutar el

A

GA—> GA

siguiente diagrama:

En el caso particular en que D =Cy G = idc, la categoria coma (C | id¢) se llama

categoria de objetos debajo de C y se designa por (C | C).

id , S :
3. En el caso particular C—>C<'—CC la categoria coma (idc,idc) tiene como

objetos a las flechas de C, y un morfismo de una flecha f : (; — (, a una flecha
g : ¢{ — Cj consta de flechas o : C; — C{ y B : G — C) que hacen conmutar el
siguiente diagrama:

CQT Cé

Esta categoria se llama categoria de flechas de C: |a designaremos por Arr(C).

Definimos functores S, T : Arr(C) — C, llamados source y target, como sigue:

G C —2 G —*
I
GG G — G

Observacién 1.2.26. Sean A—F—C«S— B functores. La categoria (F | G) es una

subcategoria de Arr(C) que en general no es plena. En efecto, en el diagrama (1.6) las
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flechas FA — FA"y GB — GB’ no son flechas arbitrarias como podrian serlo en Arr(C)

sino que son de la forma Focy G respectivamente, donde x : A > A'y 3 : B — B'.

Ejemplo 1.2.27. 1. Sea M un espacio métrico. Recordemos que una completacién de
M es un espacio métrico completo M tal que M C M es un subespacio denso.
La inclusién i : M — M cumple la siguiente propiedad universal, que caracteriza
la completacién a menos de isomorfismo: si N es un espacio métrico completo y
g : M — N es una funcién uniformemente continua, entonces existe una Unica

h: M — N uniformemente continua que hace conmutar el siguiente diagrama®®

M (1.8)
/N
Moo p— N
Interpretemos la completacion de M como un objeto en cierta categoria coma. Lla-
mémosle CompMet, a la categoria de espacios métricos completos cuyos morfismos

son funciones uniformemente continuas. Es una subcategoria plena de Met,; consi-

deremos el functor inclusion i : CompMet, — Met,.
Entonces una completacién de M es un objeto inicial en la categoria (M | /).

En efecto, un tal objeto es un par (M’, f) donde M’ es un espacio métrico completo y
f: M — iM es una funcién uniformemente continua, y satisface que para todo par
(N, g) con N un espacio métrico completo y g : M — iN uniformemente continua,
existe una tnica h: M’ — N uniformemente continua tal que el siguiente diagrama

/\

............... > IN

conmuta:
(1.9)

2. Sea R un anillo. Dado un conjunto X, se puede formar el R-mddulo libre de base
X que llamaremos Lg(X). Sea i : X — Lg(X) la inclusién. Se satisface la siguiente
propiedad universal, que caracteriza a Lg(X) a menos de isomorfismo. Si M € R-Mod
y f : X — M es una funcidén, entonces existe un tnico morfismo de R-médulos
f: Lr(X) — M (la extension lineal de f) que hace conmutar el siguiente diagrama:

X—F M

\(
o f

Lr(X)

10 Observar que hay un problema formal en el diagrama que sigue, pues M es un objeto de Met, y M,
N son objetos de CompMet,. La manera correcta de escribir el diagrama estd dada por (1.9), que es un

diagrama en la categoria Met,. Una observacién andloga vale para los dos items siguientes.
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Entonces si U : R-Mod — Set es el functor de olvido, se obtiene que el par (Lg(X), i)
es un objeto inicial de la categoria (X | U).

Anaélogas consideraciones valen para las categorias Mon, Grp, Ab, K-Alg ademas de
para R-Mod.

3. Sea R € CRing. Entonces un objeto de la categoria (R | CRing) de objetos debajo
de R es una R-algebra (asociativa, con unidad) conmutativa. En efecto, una tal
R-algebra es un anillo conmutativo A con una eleccién de un morfismo de anillos
f: R — A. Ademas, un morfismo de algebras g : (A, f) — (A, f') es exactamente
un morfismo de anillos g : A — A’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

R

/X
A— A

g

No es dificil ver que esto establece un isomorfismo de categorias entre (R | CRing)

y la categoria de R-algebras conmutativas.
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1.3. Transformaciones naturales

1.3.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 1.3.1. Sean F, G : C — D functores. Una transformacién natural T: F = G
asigna a cada objeto A € Ob(C) una flecha T4 : FA — GA, tal que para cada flecha

f : A— B en C el siguiente diagrama es conmutativo:

A FA— GA (1.10)

| |

F
Utilizaremos las notaciones T = (14 : FA — GA C D . Diremos que las
(Ta Jace y \g; q

flechas T4 son las componentes de la transformacién natural T.
Una transformacién natural entre functores contravariantes F, G : C — D se define

como una transformacién natural entre los respectivos functores C°® — D.

.
P

Sean F, G, H functores y T, transformaciones naturales dispuestos asi: C TD .
\V
H
Definimos la composicion de Ty n como Nt : F = H, de la siguiente manera: para cada

A € C, se define (NT)a :=1aTa. Es inmediato verificar que es una transformacién natural.

Sean C y D categorias, con C pequefia. La categoria de functores D¢ tiene como
objetos a los functores C — D (que hemos llamado también diagramas de tipo C en D), y
como morfismos a las transformaciones naturales entre estos functores.'! La composicién
es la recién descrita, y si F € DC, entonces la identidad idr : F = F se define como
(ide)a = idea para todo A € C.

Sean F, G : C — D functores. Una transformacién natural T: F = G es un isomorfis-
mo natural si existe una transformacién natural 1 : G = F tal que Nt = idr y T = id¢.2

Si existe un isomorfismo natural T: F = G, se dice que F y G son naturalmente isomorfos,

11 |a hipétesis de pequefiez de C garantiza que DC sea localmente pequefia. En efecto: sean F, G : C — D

functores. Una transformacién natural T: F = G es cierta funcién T : Ob(C) — |J Homp(FC, GC).
ceC
El dominio y el codominio son conjuntos pues C es pequeiia. Por lo tanto la clase de funciones

Ob(C) — |J Homp(FC, GC) es un conjunto; en particular la subclase de transformaciones natura-
ceC

les F = G es un subconjunto, y D¢ es localmente pequefia. 2 Observar que si la categoria C es

pequefia, T es un isomorfismo natural si y sélo si es un isomorfismo como flecha de la categoria D€.
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F
y escribimos F = G y C/@?D.
\Ej

Definimos también la composicién de una transformacién natural con un functor®3:

F HF
En la situacién A@B#C se define Hr, A@C mediante
H
(HT)a = H(Ta). Se verifica inmediatamente que HT es una transformacién natural.
G GF
En la situacién A%B@C se define TF, A@C mediante
H

(TF)a = TFa. Se verifica inmediatamente que TF es una transformacién natural.

Observacion 1.3.2. Tendremos ocasion de utilizar “diagramas” donde los objetos son fun-
ctores C — D (con C no necesariamente pequefia) y las flechas son transformaciones
naturales (comparar con la observacién 1.2.16). Esto no tiene sentido a priori, pues D¢ no
resulta localmente pequefia si C no es pequena.

Exploraremos brevemente la siguiente nocién mas adelante.

Definicion 1.3.3. Un functor F : C — Set es representable si es naturalmente isomorfo
a Hom¢(C, —) para algin C € C.

Un functor contravariante F : C — Set es representable si es naturalmente isomorfo a
Home(—, C) para algin C € C.

Observacion 1.3.4. 1. La composicién de isomorfismos naturales es un isomorfismo

natural.

2. Sean F, G : C — D functores y T : F = G una transformacién natural. Entonces
T es un isomorfismo natural si y sélo si T4 es un isomorfismo para todo A € Ob(C).

En este caso, se tiene T,;" = (Ta) %

3. Sean F,G : A x B — C bifunctores y T : F = G una transformacién natural.
Todo objeto A € A define una transformacién natural ta_ : F(A, —) = G(A, —),
definida mediante (Ta_)s = Tag. Andlogamente, todo objeto B € 3 define una
transformacién natural t_ g : F(—, B) = G(—, B).

Ejemplo 1.3.5. 1. La categoria de functores C?, donde 2 es la categoria del ejemplo

1.1.5.4, es isomorfa a la categoria de flechas de C descrita en el ejemplo 1.2.25.3.

13 Esta operacién es un caso particular de la composicién horizontal de transformaciones naturales, que no
definiremos (ver [15, pp. 42-43]). De esta manera, la categoria Cat no consta sélo de objetos (categorias
pequefias) y de flechas (functores), sino también de flechas entre flechas (transformaciones naturales) que
se pueden componer de dos maneras diferentes. Verificando ciertos axiomas adicionales, esto dice que Cat
es una 2-categoria.
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2. Consideremos el functor contravariante (—)* := Homg(—, K) : Vectx — Vectyg
(ver ejemplos 1.2.20 y 1.2.22). El K-espacio vectorial V* = Homg(V,K) se llama

espacio vectorial dual de V.

Podemos considerar (—)* como functor covariante Vectx — Vecty’ o como functor
covariante Vecty® — Vectg, de tal manera que lo podemos componer consigo mismo
para conseguir un functor covariante (—)** = (—)* o (—)* : Vectx — Vectk. Si V
es un espacio vectorial, el espacio vectorial V** es el doble dual de V.

Veamos como luce T**:si T : V — W, entonces T** : V** — W™** es tal que, si
©eV™*yfeWr

T(@)(F) = (T (@)() = (9 0 T")(F) = o(f o T)

idvecty
Definamos una transformacion natural Vecty /?VectK :

o
Para cada V € Vectg, definimos j, : V — V** como jy(v) = ev,, donde
ev, : V* — K es la transformacién lineal definida mediante ev,(f) = f(v). Es

claro que jy es una transformacién lineal.

Verifiquemos la naturalidad de j, i.e. la conmutatividad del siguiente diagrama para
toda 7T:V —> W:

% VI e

o ]

w W —— W
Jw

Sive Vyf e W* entonces, recorriendo el diagrama en sentido horario y evaluando,
se obtiene:

T*(v(v))(f) = T™(ev,)(f) =ev, (fo T) =f(T(v)) (1.11)

Recorriendo el diagrama en el otro sentido y evaluando, se obtiene:
Jw(T(V))(f) = evr)(f) = F(T(v)) (1.12)

Laigualdad de (1.11) con (1.12) para todo v € V nos dice que j es una transformacién

natural.

Es un ejercicio de algebra lineal probar que el mapa j,, siempre es inyectivo. Por lo

tanto, si V tiene dimensién finita, el mapa jiy es un isomorfismo.
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Si restringimos entonces j a la subcategoria de espacios vectoriales de dimensién

finita, conseguimos que es un isomorfismo natural:

idVectK’ﬁn
Vecty s,  ~{J Vecty fin

(7)**

Por otro lado, el algebra lineal nos garantiza que todo espacio vectorial de dimensién
finita es isomorfo a su espacio vectorial dual. Sin embargo, este isomorfismo no puede
ser natural. Es decir, si Ty : V — V* es una familia de isomorfismos para cada
V' € Vecty s, entonces T no puede conformar una transformacién natural. Por un
lado, esta el problema formal: ni siquiera estd definida una transformacién natural
entre un functor covariante (la identidad) y un functor contravariante (el dual). Pero
incluso ignorando el problema formal, pareceria razonable decir que la familia de
isomorfismos Ty es “natural” si para toda T : V — W, el siguiente diagrama es
conmutativo:
Vv v v

1 oA T

Esto tampoco puede ocurrir, porque significaria que Ty = T*t\ T para toda T: si
tomamos por ejemplo un espacio vectorial V # {0} y0=T :V — V, la igualdad

seria Ty = 0, lo cual es absurdo pues T\ es un isomorfismo.

3. Sea n un entero positivo. Sea GL, : CRing — Grp el functor que a un anillo
conmutativo le asocia su grupo de matrices invertibles, y a un morfismo de anillos
f: R — S le asocia el morfismo de grupos GL,(f) : GL,(R) — GL,(S) definido

como GL,(f)((ay;)) = (f(ay))-
Sea (—)* : CRing — Grp el functor que a un anillo conmutativo le asocia su grupo

multiplicativo de elementos invertibles, R*, y a un morfismo de anillos f : R — S
le asocia f* : R* — S definido como f*(r) = f(r) para todo r € R* (de hecho,

(—=)* = GL,).
Entonces el determinante es una transformacién natural entre estos dos functores:
GL,

CRing | det - Grp. En efecto, el determinante de una matriz invertible es un
\_X/

-)
elemento invertible del anillo, y ademas el siguiente diagrama es conmutativo para

36



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

todo morfismo de anillos f : R — §:

R GL,(R) —%5 R*

fJ/ GL,,(f)l lfx

S GL.(S)— S*

det
por ser det((a;;)) un polinomio en a;;.

4. Sea R un anillo conmutativo. A partir del ejemplo 1.2.22 y la observacién 1.2.18
conseguimos el functor Homg(R, —) : R-Mod — R-Mod, donde R es un R-médulo
con la accién regular. Veamos que este functor es naturalmente isomorfo al functor
idr-Mod : R-Mod — R-Mod:

HomR(R, —) = idR-Mod

Definimos T : Homg(R, —) = idr-mod- Sea Ty : Homg(R, M) — M definido como
Tvm(g) = g(1). Es facil ver que Ty es un morfismo de R-médulos. Su inversa es el
mapa M — Homg(R, M), m — (r — rm); se verifica facilmente que esta definido

y es un morfismo de R-mddulos.

Verifiquemos la naturalidad de T, i.e. la conmutatividad del siguiente diagrama para
todo f : M — N morfismo de R-médulos:

M Homg(R, M) —2s M

(|

N Homg(R, N) —— N

™

-

Se tiene
f(tm(g)) = f(g(1))

™w(f(g)) = wn(fg) = fg(l) = f(g(1))

para todo g € Homg(R, M), y por lo tanto T es natural.

5. Sea R un anillo conmutativo, y consideremos el functor R®r — : R-Mod — R-Mod
conseguido a partir del ejemplo 1.2.23 y la observacién 1.2.18, donde R es un
R-médulo con la accién regular. Veamos que este functor es naturalmente isomorfo
a idr-mod : R-Mod — R-Mod:

R ®r — = idr-Mod

37



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

Definimos T : R ®g — = idr-Moa cOMO Ty : R@r M — M, ty(r ® m) = rm.
Es facil ver que Ty, estd definido y es un morfismo de R-médulos. Su inversa es el
morfismo M - RRQr M, m— 1 Q m.

Verifiquemos la naturalidad de T, i.e. la conmutatividad del siguiente diagrama para
todo f : M — N morfismo de R-médulos:

M R®p M- M

| | &

Se tiene
f(tm(r® m)) = f(rm)

w((idg @ F)(r @ m)) = tn(r @ f(m)) = rf(m) = f(rm)

para todo r ® m € R ®r M, y por lo tanto T es natural.

6. Sean F, G : C — D functores entre predrdenes; es decir, funciones mondtonas.
Entonces la existencia de una transformacién natural F = G es equivalente con la
existencia para cada x € C de una flecha Fx — Gx: es decir, F < G. Observar que
los cuadrados de naturalidad (1.10) no aportan informacién adicional en virtud de la

observacién 1.2.15.

De la misma forma, se observa que la existencia de un isomorfismo natural F = G
es equivalente con F< Gy G < F.

A continuacién damos una caracterizacidon de las transformaciones naturales entre

bifunctores.

Lema 1.3.6. Sean F, G : A x B — C dos bifunctores. Sea Tt una funcién que a cada

par (A, B) € A x B le asocia una flecha de Hom¢(F(A, B), G(A, B)). Entonces T es una
F

transformacién natural A x B/ET\"C si y sélo si T es natural en cada variable, es
¥G/
decir, si y sélo si para cada A € Ay B € B se tiene que Ta_ : F(A,—) = G(A,—) y
T_p: F(—, B) = G(—, B) son transformaciones naturales.
En este caso, T es un isomorfismo natural si y sélo si To_ y T_ g son isomorfismos
naturales para cada A€ A, B € B.

Demostracion. La observacion 1.3.4.3 indica que si T es una transformacién natural, en-
tonces T4 y T_ g también lo son, para todo A€ A, B € B.
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Reciprocamente, supongamos que Ta — y T_ g son transformaciones naturales para todo
Ac A BeB.

Sean f : A— A'y g : B — B’ flechas de A y B respectivamente. La naturalidad
de T4 _ aplicada a g y la naturalidad de T_ g aplicada a f nos dan el siguiente diagrama
conmutativo:

F(A, B) BN (A, B)
F(A, g)l JG
F(A, B ) G(A B)

F(f,B/)l lc (f.B)

!/ !/ / /
Deducimos inmediatamente la conmutatividad del siguiente diagrama:

F(A B) —2£5 G(A, B)

F(f,g)l lG(f,g)

F(A,B)—— G(A, B

T !/ B!

En conclusién, T: F = G es una transformacién natural.
Es claro que T es un isomorfismo natural si y sélo si Ta_ y T_ g son isomorfismos
naturales para cada A€ A, B € B. O

1.3.2. Equivalencias de categorias

La nociéon de isomorfismo de categorias es a menudo demasiado restrictiva, pues exige
que una composiciéon de functores sea igual a la identidad, mientras que en teoria de
categorias en ocasiones importa caracterizar los objetos a menos de isomorfismo. Se obtiene

entonces la siguiente nocién:

Definicién 1.3.7. Un functor F : C — D es una equivalencia de categorias si existe un
functor G : D — C de tal manera que id¢ = GF y FG = idp.

Todo isomorfismo de categorias es una equivalencia de categorias, pero no reciproca-

mente, como muestra el siguiente par de ejemplos:

Ejemplo 1.3.8. 1. Sea (X, <) un preorden. Definimos una relacién de equivalencia ~ en
X porx~x < x<x'yx'<x. Seam:X — X/. el mapa cociente. En X/.
definimos una relacién de orden < por 7(x) < 7(x’) <= x < x’. Es facil verificar

que < define un orden parcial en X /. para el cual 7t resulta una funcién monétona.
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Pensando X y X/. como categorias y 71 como un functor, veamos que 7t es una
equivalencia de categorias.

Para cada y € X/, sea x, € X tal que 7i(x,) = y. Sea @ : X/. — X la funcién
definida como @(y) = x,. Esta funcién es monétona.

Existe un isomorfismo natural @7t = idx siy sélo si @ < idy e < id (ver ejemplo

1.3.5.6), y esto ultimo se verifica de manera inmediata.

Sin embargo, en general X y X /. no son categorias isomorfas. Supongamos que
X es finito y no es un orden parcial, de tal manera que existen a, b € X tales que
a<b, b<aya#b. Unisomorfismo entre X y X/. seria una funcién monétona
y biyectiva entre X y X /.. Pero el conjunto cociente X /. consta al menos de un

elemento menos que X, y por lo tanto no esta en biyecciéon con X que es finito.

Observar que cada vez que a < by b < a en X, se tiene que los objetos a y b son
isomorfos. Por lo tanto, tenemos exactamente un objeto en X/ por cada clase de
isomorfismo de objetos en X.

2. Sea K un cuerpo. Definimos una categoria C tal que Ob(C) = N, y tal que
Home(n, m) = Mpy,(K), el conjunto de matrices m x n con coeficientes en K.
La composicién estd dada por el producto de matrices, y las identidades son las
matrices identidad.

Entonces Vecty s, es equivalente con C.

En efecto, para cada V € Vectk ¢, fijemos una base By de V. Si T : V — W es

una transformacién lineal, definamos A+ como la matriz asociada a T en las bases

BV Yy Bw.

Sea F : Vectk i, — C el functor que a un K-espacio vectorial de dimensién finita le
asocia su dimension, y que a una transformacién lineal T le asocia Ar. No es dificil

verificar que F es una equivalencia de categorias.

De nuevo, no puede haber un isomorfismo de categorias entre Vectyk s, y C por

motivos de cardinalidad: la categoria Vectg i, no es pequefia mientras que C lo es.'*

Terminamos la seccién con una caracterizacién de las equivalencias de categorias:

Teorema 1.3.9. Un functor F : C — D es una equivalencia de categorias si y sélo si es

fiel, pleno, y esencialmente sobreyectivo, i.e. para cada objeto D € D existe C € C tal que
D~ FC.

14 En estos dos ejemplos vimos equivalencias de categorias con sus respectivos esqueletos. Un esqueleto
de una categoria C es una subcategoria plena S C C tal que cada objeto de C es isomorfo (en C) a un
dnico objeto de S. En general, toda categoria es equivalente con un esqueleto de ella (esto es equivalente
al axioma de elecci6n).
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idp

.l . /\ /N\,L . )
Demostracién. (=) Sea G : D — C un functory C \r/ \Uu/D isomor

ide
fismos naturales.

F es fiel: sean f, g : C — (' flechas de C tales que Ff = Fg. La naturalidad de T nos

da la conmutatividad de los siguientes cuadrados:

C GFC . C C GFC . C
fl GFfl lf gl GFgl lg
C/ GFCIT—C/>C/ C/ GFC/T—C/>C/

Como GFf = GFg, conseguimos que TE/l of oTc = TE/l ogoTc,dedonde f =gy F es

fiel. Por simetria conseguimos que G es fiel también.

F es pleno: sea h : FC — FC’ una flecha de D. Definimos f : C — C’ como la

composicion
-1

c<, GFC-S" GFC < ¢

La naturalidad de T nos da la conmutatividad del siguiente cuadrado:

C GFC . C

| |

' GFC'——C

Por lo tanto GFf = TE,I o f oT¢. La definicién de f y la conmutatividad del cuadrado an-
terior implican que GFf = Gh; como G es fiel, deducimos que Ff = h, de donde F es pleno.

F es esencialmente sobreyectivo: si D € D, entonces FGD ~ D a través del isomorfis-

mo p.

(«=) Como F es esencialmente sobreyectivo, para cada D € D existe Cp € C tal que
D ~ FCp. Sea up : D — FCp un isomorfismo.

Definimos un functor G : D — C. Si D € D, entonces GD = Cp. Si h: D — D’ es
una flecha de D, entonces como F es fiel y pleno, existe una Gnica f, : GD — GD’ tal que

Ff,=up oho uD , i.e. que hace conmutar el siguiente diagrama:

D5 FGD (1.13)
hl lFﬁ,

D/
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Definimos entonces Gh = f,. Se verifica facilmente que G es un functor, y la conmutativi-
dad de los diagramas (1.13) indica que p: idp = FG es una transformacién natural.
Basta ahora encontrar un isomorfismo natural T:idc = GF.
Consideremos wre : FC — FGFC. Como F es pleno, existe t¢ : C — GFC tal que
wrc = Ftc. Como Wee es un isomorfismo y F es fiel y pleno, entonces T¢ también es un
isomorfismo (proposicién 1.2.3.3). Se deduce de la naturalidad de 1 que T:idc = GF es

una transformacién natural. O
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1.4. Limites y colimites

1.4.1. Definiciones

Definicion 1.4.1. Sea D : J — C un diagrama. Un cono para el diagrama D es un par
(C,(Aj)jes), donde C € Cy A; : C — D; para todo j € J, tal que el siguiente diagrama

conmuta para cada flecha ej 2 — j de J:

Escribiremos un tal cono como (C, A;). Llamaremos al objeto C el vértice del cono
(C.A).

Sean (C,\;) y (C', ;) dos conos para el diagrama D. Un morfismo de conos
f:(C,u) — (C,Aj) es una flecha f : C" — C tal que el siguiente diagrama conmuta
para todo i € J:

C/T>C

De esta manera, los conos para un diagrama D conforman una categoria.

Un limite para el diagrama D es un objeto final en la categoria de conos sobre el diagrama
D. Explicitamente, un limite para el diagrama D es un cono (C, A;) (que llamaremos cono
limite) tal que para todo otro cono (C’, u;) existe una tnica flecha f : C" — C que hace

conmutar el siguiente diagrama para toda flecha ej i —j de J:

M D;
7
c-f.c De!
N
Wy D;

Gracias a la proposicién 1.1.10, si existe el limite de un diagrama entonces es Gnico a

menos de un dnico isomorfismo. Podemos escribir entonces el limite de D como (I@ D, A;)).
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Sea J una categoria pequefia. Decimos que una categoria C es J-completa si para todo
diagrama D : J — C existe el limite de D. Decimos que es completa si es J-completa para

toda categoria pequeia J.

Observacion 1.4.2. Sean (C,A;) y (C', u;) conos para un diagrama D : J — C. Es facil
ver que un isomorfismo (C’, ;) — (C,A;) en la categoria de conos sobre el diagrama D
consiste en un isomorfismo 0 : C’ — C que hace conmutar el siguiente diagrama para todo
i€ J:

C/T)C

Observacion 1.4.3. Describamos la categoria de conos de una manera a priori menos
explicita, pero mas concisa de un punto de vista tedrico. Esto tiene la ventaja de expresar
un concepto aparentemente nuevo en términos de construcciones ya conocidas.
Dadas categorias C y J con J pequefia, definimos el functor diagonal A : C — C”.
Si C € C, se define A(C) : J — C como el functor constante C. Dada f : C — ('
A(9)
en C, A(f) es una transformacién natural J@C definida mediante A(f); = f
A(C)
para todo / € J.
Dado D : J — C un diagrama en C, sea D : 1 — C” el functor tal que D(x) = D € C’.
Tenemos entonces functores

c-A.,c/cb 1

y determinar un cono para D no es sino determinar un objeto de la categoria coma (A | é)
A(C)
En efecto, un tal objeto es una terna (C,*,T) donde C € C vy J@C . La
D

naturalidad de T significa que el siguiente diagrama es conmutativo para toda flecha
i :
e i —jdeJ:

i C D

D
1

ide

<

y por lo tanto (C, T;) es un cono para D. Reciprocamente, un cono para D determina un
objeto de (A | D).

Obtenemos también que un cono para D no es sino un objeto C € C con una transfor-
macioén natural A(C) = D.
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Sin embargo, la interpretacién con categorias coma es especialmente satisfactoria, pues
nos permite interpretar también los morfismos de conos para el diagrama D, que no son
sino morfismos de la categoria (A | ﬁ) De esta manera, podemos describir la categoria
de conos sobre D como (A | D).

A continuacion definimos los colimites. En general, el prefijo “co-" en teoria de categorias
indica que consideramos la nocién dual. Podriamos definir entonces un colimite en C como
un limite en C°P: esto es muy sucinto pero también muy poco explicativo. Desarrollemos

lo que esto significa:

Definicion 1.4.4. Sea D : J — C un diagrama. Un cocono para el diagrama D es un par
(C,(Aj)jes) donde C € Cy A; : D; — C para todo j € J, tal que el siguiente diagrama

conmuta para cada flecha ej 2 — j de J:

Escribiremos un tal cocono como (C, A;). Llamaremos al objeto C el vértice del cocono
(C.A).

Sean (C,A;) y (C', ;) dos coconos para el diagrama D. Un morfismo de coconos
f:(C,A;) — (C' ) es una flecha f : C — C' tal que el siguiente diagrama conmuta
para todo i € J:

D; y

N

De esta manera, los coconos para un diagrama D conforman una categoria.

C—f>C,

Un colimite para el diagrama D es un objeto inicial en la categoria de coconos sobre
el diagrama D. Explicitamente, un colimite para el diagrama D es un cocono (C, A;) (que
llamaremos cono colimite) tal que para todo otro cocono (C’, ;) existe una tnica flecha

f . C — C' que hace conmutar el siguiente diagrama para toda flecha ej 2 — j de J:
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Gracias a la proposicion 1.1.10, si existe el colimite de un diagrama entonces es (inico
a menos de un Unico isomorfismo. Podemos escribir entonces el colimite de D como
(lim D, A;).

Observar que si D : J — C es un diagrama, entonces un cocono para D es lo mismo
que un cono para D°P : JP — C°P. De la misma forma, el colimite de D es el limite del
diagrama D°P, i.e. la nocion dual de “limite” es “colimite”, como anuncidramos antes de
la definicion.

Sea J una categoria pequefia. Decimos que una categoria C es J-cocompleta si para
todo diagrama D : J — C existe el colimite de D. Decimos que es cocompleta si es
J-cocompleta para toda categoria pequeia J.

Observacion 1.4.5. La categoria de coconos para un diagrama D : J — C se puede describir
como la categoria coma (D | A), de la misma manera que lo hicimos para la categoria de
conos en la observacién 1.4.3. Se obtiene también que determinar un cocono para D es lo

mismo que determinar un objeto C € C con una transformacién natural D = A(C).
Lema 1.4.6. Sean D,E : J — C diagramas, y supongamos que existen los limites
D
(limD, ¢;) y (imE, ;) de D y E respectivamente. Sea J/PC una transformacion
m D, £5) y (jm E. Sea 4
E
natural. Entonces existe una tnica flecha leT : @1 D — ILn E que hace conmutar el

siguiente diagrama:
T

Ei (1.14)
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Demostracién. Definimos |im T gracias a la propiedad definitoria de (lim E, £;):

D; E; (1.15)
e ~
De! |
j m’f ) /
fmD | S im E Ee]
DN N

Sea e : i — j flecha de J. Se tiene Ee/ o T; = T; 0 De] por naturalidad de T. Ademés, los
tridangulos de (1.15) conmutan pues los limites son conos, y por lo tanto

EeJ{OT,'O)\,':TjODG}OA,' :Tjo)\j
Existe entonces una Unica I'@’t ; I@ D — I@ E que hace conmutar el diagrama (1.14). O

Corolario 1.4.7. SiC es una categoria J-completa, entonces hay un functor I'@J C! =,
que a cada diagrama D le asocia su limite I|<_m D, y a una transformacién natural t: D = E
le asocia ILm*t:ILmD—HLmE

Demostracion. Es facil verificar que I@J : C? — C asi definido es un functor. O

A menudo designaremos al functor ImJ por I@ si no hay riesgo de ambigiliedades.

Observacion 1.4.8. El functor M del corolario anterior esta definido a menos de isomorfismo
natural. En efecto, para definirlo hay que elegir un cono limite (C, A;) para cada diagrama
D € C?. Como los conos limite son inicos a menos de un dnico isomorfismo, no es dificil
probar que elecciones diferentes de conos limite dan lugar a functores I@ naturalmente
isomorfos.

Definiciéon 1.4.9. Fijemos una categoria pequeiia J. Dada una categoria C, definimos
la categoria DK,(C) de J-diagramas y conos en C. Sus objetos son pares (D, k) donde
D € C’ es un diagrama y k es un cono para D.

Sean (D, k), (E, k") objetos de DK,(C). Si k = (A, \;) y k' = (B, p;), entonces una
flecha (D, k) — (E, k') es un par (t,f), donde T: D = E y f : A— B es tal que hace
conmutar el siguiente diagrama para todo / € J:

D;— 5 F (1.16)

e

Es facil verificar que DK/(C) es una categoria.

Tenemos dos functores “de olvido":
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» Ue: DK,(C) — C7, que consiste en “olvidar el cono”: Ug(D, k) = Dy Ue(t, f) = T,
» Vo : DK)(C) — C, que a (D, k) le asocia el vértice del cono k, y a (T, f) le asocia f.

Lema 1.4.10. Sean D, E : J — C diagramas tales que existen sus limites. Sea (T, f) :
(D, k) — (E, k') una flecha de la categoria DK,(C), donde k = (A,\;) y k' = (B, ;).
Sean 0 : A — I@ Dyd:B— I@ E los morfismos inducidos por la propiedad definitoria

de los limites. El siguiente diagrama conmuta:

A—T B

| ¢

MD—>#E

Demostracién. Sean (lim D, (;) y (lim E, £7) los limites de D'y E respectivamente. Como
T : D = E es una transformacién natural y k es un cono para D, el siguiente diagrama

conmuta para toda flecha ef 2 — j de J:

En particular, (A, T;A;) es un cono para el diagrama E. Por lo tanto, para probar que
I'@T 00 = ¢ of, por la propiedad definitoria del limite basta probar que ambas hacen

conmutar el siguiente diagrama:

TIAI EI
4
A :; lim E
Toe A
Se tiene:
éf-OMToezT,-OK,-oe por (1.14)

= T;0A; por def. de O

=u;of por (1.16)

=liodpof por def. de ¢
terminando la demostracion. O
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Corolario 1.4.11. Con la notacién del lema anterior, si C es J-completa, de tal manera
lim
que hay functores DK,(C) —~C =, entonces existe un functor
X :DKy(C) — (Ve ! L)

definido como sigue:

(D, k) ((D, k), D, 0)

(Tf)l x l((va)rT)

(E. k) ((E, k') E. d)
Demostracién. Es facil verificar que X : DK,(C) — (V¢ | I@) asi definido es un functor.
[l

Los dos lemas anteriores y sus corolarios se dualizan sin dificultades.

1.4.2. Ejemplos

Ejemplo 1.4.12. Un objeto final (resp. inicial) en C es el limite (resp. colimite) del dnico
diagrama 0 — C.

Ejemplo 1.4.13. Sea C un preorden y D : J — C. Entonces ILn D € C es el tnico objeto L
a menos de un Gnico isomorfismo que cumple que L < D; para todo i € J, y quesi X € C
es tal que X < D; para todo i € J entonces X < L (recordar el ejemplo 1.2.15 que nos
dice que todo diagrama en un preorden es conmutativo).

Por lo tanto, si C es un orden parcial, se tiene que I@ D= :25 D; si es que existe. Si C
no es un orden parcial, entonces el infimo no es necesariamente (nico, pero dos objetos que
cumplen la propiedad del infimo son uno menor o igual que el otro, i.e. son Unicos a menos
de un dnico isomorfismo, y por ello decimos igualmente que los limites en los preérdenes
son infimos.

Dualmente se observa que en un orden parcial I|_m> D= 5:25) D; si es que existe, y también

diremos que el colimite es un supremo en el caso de un preorden arbitrario.
Ejemplo 1.4.14. En ciertas areas de la matematica hay algunos tipos de limites y colimites
que se estudian especialmente. En particular, un limite (resp. colimite) sobre una categoria
de indices que es un orden parcial se llama limite proyectivo o limite inverso (resp. limite
inductivo o limite directo).

Cuando el conjunto parcialmente ordenado J es ademéas un conjunto dirigido (i.e. para
cada i,j € J existe k € J tal que i < k 'y j < k), los limites y colimites cumplen a veces
propiedades adicionales especialmente interesantes.

Ver [22, seccién 5.2] para mas detalles.
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Productos

Ejemplo 1.4.15. Un producto en C es el limite de un diagrama D : J — C, donde J es

discreta. Designaremos por [[ D; al objeto del limite, que llamaremos producto de la familia
j€d
{D;}jes. A sus morfismos m; : [[ D; — D; los llamaremos proyecciones.
jed

Explicitamente, el producto (H D;, 7'[,-) cumple: para todo otro objeto X con flechas
jeJ
{f; : X = D;}ic; existe una tnica 0 : X — [[ D; que hace conmutar el siguiente diagrama
jed

para todo i € J:

Xy 11 D;
jed
Diremos que una categoria C tiene productos si es J-completa para toda categoria
discreta J. Diremos que C tiene productos finitos (resp. binarios) si es J-completa para
toda categoria discreta J tal que Ob(J) es finito (resp. Ob(J) tiene cardinal dos).
En virtud del ejemplo 1.4.12, si una categoria tiene productos finitos entonces tiene un
objeto final.

= Set tiene productos: los productos cartesianos con las proyecciones.

= Top tiene productos: el producto es como en Set, donde en el objeto producto se

considera la topologia producto, de manera que las proyecciones son continuas.

= R-Mod tiene productos: se observa que el producto cartesiano de una familia de
R-médulos tiene también estructura de R-médulo, y que las proyecciones resultan
morfismos de R-mddulos.
= Sea C un preorden y {x;};c; un conjunto de elementos de C. Entonces [ x; = (m;x,-
icl e
si es que existe. Por lo tanto un preorden C tiene productos si y sélo si tiene infimos.

Un caso particular de producto es una potencia. Una potencia es el limite de un diagrama
constante D : J — C, donde J es discreta. Si A = D; para todo j € J, decimos que el
objeto limite es la J-potencia de A, que designamos por ] A.

jed
Diremos que una categoria C tiene potencias si todo diagrama constante D : J — C

tiene limite, donde J es discreta.

Observacion 1.4.16. Si {X;}jc; C Ob(C) es un conjunto de objetos de C, entonces hay

muchos diagramas diferentes D : J — C tales que los objetos de J tienen por imagen los

50



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

objetos {X;};c,, pero todos estos diagramas dan lugar a limites isomorfos: es esto lo que
nos permite escribir [ [ X; independientemente del diagrama considerado.
jed
Por ejemplo, si A, B € C y J es la categoria discreta con dos objetos {-, %}, entonces

tenemos diagramas D, E : J — C definidos como sigue:

J-2.c J-E.¢
— A — B
*—— B *x—— A

Sean (P,Ax,Ag) Yy (Q, 1g, 1ta) los limites de los diagramas D y E respectivamente:

Se verifica trivialmente que (P, Ag, Aa) es limite de E y que (Q, 1a, 1g) es limite de D.
Si llamamos P = A x By Q@ = B x A, esto prueba en particular que A x B ~ B x A,
y nos permite hablar sencillamente de “el producto de Ay B".
Observacion 1.4.17. Si J es la categoria discreta con dos objetos, entonces la categoria de
functores C’ es isomorfa a la categoria producto C x C. Supongamos que C tiene productos
binarios. En este caso, el functor IQJ :C?) ~ C x C — C es tal que a un par de objetos
A, B le asocia su producto A x B, y a un par de flechas f : A— A, g : B — B’ le asocia
una flechaf x g: Ax B — A x B'.

Coproductos

Ejemplo 1.4.18. Un coproducto en C es el colimite de un diagrama D : J — C, donde J es
discreta. Designaremos por [[ D; al objeto del colimite, que llamaremos coproducto de la

familia {D;}jc, y IIamaremJoesJL,- : D; — ][ D; a sus morfismos, las inyecciones.
jeJ
Explicitamente, el coproducto ( 11 D;, L;> cumple: para todo otro objeto Y con flechas
{gi : Di — Y}y, existe una L'mijceaj 0 : [I D; — Y que hace conmutar el siguiente
diagrama para todo i € J: <
D g
N
J]E[J Dj i Y
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Observar que el coproducto de una familia de objetos de C es el producto de la misma
familia de objetos pero en C°P.

Diremos que una categoria C tiene coproductos (resp. coproductos finitos, coproductos
binarios) si C°P tiene productos (resp. productos finitos, productos binarios).

En virtud del ejemplo 1.4.12, si una categoria tiene coproductos finitos entonces tiene
un objeto inicial.

» Set tiene coproductos: la unién disjunta con las inclusiones.

Recordemos que si {A;}ic; es una familia de conjuntos, entonces su unién disjunta

| | A; se define como
icJ
I—lA,' = UA, X {I}
ieJ ieJ
La inclusién de A; en | | A; es el mapa definido como la composicidn
icJ

A;éA,’ X {I}(—> |_| A,'
ied

= Top tiene coproductos: el coproducto es como en Set, donde en la unién disjunta

se considera la topologia final respecto de las inclusiones.
= R-Mod tiene coproductos: la suma directa con las inyecciones candnicas.

= Sea C un preorden y {x;}ic; un conjunto de elementos de C. Entonces [] x; = sup x;
icl iel
si es que existe. Por lo tanto C tiene coproductos si y sélo si tiene supremos.

Un caso particular de coproducto es una copotencia. Una copotencia es el colimite
de un diagrama constante D : J — C, donde J es discreta. Si A = D; para todo j € J,
decimos que el objeto colimite es la J-copotencia de A, que designamos por [ A. Observar
jeJ
que la J-copotencia de A es la J-potencia de A en C°P.

Diremos que una categoria C tiene copotencias si C°P tiene potencias.

Observacion 1.4.19. Las observaciones 1.4.16 y 1.4.17 sobre productos se dualizan sin

dificultades a observaciones sobre coproductos.

Pullbacks

Ejemplo 1.4.20. Consideremos el conjunto {1,2, 3} con el preorden < definido por 1 < 3,
2 < 3. Designemos por J a la categoria asociada, y sea C una categoria. Un pullback en C

es el limite de un diagrama J — C.
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Observar que un cono para el siguiente diagrama en C

A (1.17)
N
a

C

B

es un objeto D y flechas pa : D — A, pg: D — B, pc : D — C que hacen conmutar el

A
2 N
D—*" ¢
B

Se tiene entonces que fpy = pc = gpg. Esto nos permite prescindir de la flecha pc, y

siguiente diagrama:

decir que un cono para el diagrama (1.17) es un objeto D y un par de flechas pa : D — A
y pg : D — B que hacen conmutar el siguiente diagrama:

D-*.B
PAJ g
De esta forma, el pullback del siguiente diagrama en C

B

g

es un objeto D y un par de flechas py : D — A, pg : D — B que hacen conmutar el

D
PAl
A

y cumplen que para todo otro objeto X con flechas p,, : X — Ay pg : X — B que cumplen

siguiente diagrama:

ra
[vy]
s ]

(1.18)

<_
0y

a

f
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fp, = gpg, existe una Unica O : X — D que hace conmutar el siguiente diagrama:

vy

(_
1)

.
|
A

En esta situacién, decimos que el diagrama conmutativo (1.18) es un cuadrado pullback.

1

Diremos que una categoria tiene pullbacks si es J-completa, donde J es como antes.

= Set tiene pullbacks: si f : A — Cvy g : B — C son funciones, entonces el
objeto pullback de f y g es el subconjunto del producto cartesiano A x B dado
por D = {(a,b) € Ax B : f(a) = g(b)}. Sus flechas son 14|, : D — A donde
7ta 1 A X B — A es la proyeccién canédnica, y mg|, : D — B definida anilogamente.

En particular, sea f : A — C una funcién, y B C C un subconjunto. Entonces el
objeto pullback de f y la inclusién de B en C es f1(B). Si ademas A C Cy f
es la inclusién, entonces el objeto pullback de las inclusiones de Ay B en C es la

interseccién AN B.

= Top tiene pullbacks: si f : A— Cy g: B — C son funciones continuas, entonces
el pullback es como en Set, donde la topologia en D es la topologia inicial respecto

de los mapas 74|, y 78| p-

= R-Mod tiene pullbacks: se observa que el pullback de dos morfismos de mdédulos
f:A— Cyg:B — Cescomoen Set, resultando el objeto pullback un submédulo
de A x By sus flechas, morfismos de médulos.

En particular, el objeto pullback de f : A — By de 0 : 0 — B es isomorfo al
nucleo de f, ker f, y el pullback de inclusiones de submédulos es la interseccion de
los submédulos.

» Sea C un preordeny a,b,c € C. Si a< cy b < c, entonces el pullback es inf {a, b}
si es que existe. Por lo tanto un preorden tiene pullbacks si y sélo si tiene infimos
binarios.

Proposicion 1.4.21. Consideremos el siguiente cuadrado pullback:

A—C
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Si f (resp. g) es un monomorfismo, entonces pg (resp. pa) es un monomorfismo.

Demostracion. Basta probar que si f es un monomorfismo entonces pg también lo es.
Supongamos entonces que f es un monomorfismo.
Sean j, k : X — P tales que pgj = pgk. Las flechas pak y pgk hacen conmutar el

siguiente diagrama:

pues fpa = gpg y entonces fppk = gpgk. Por lo tanto existe una Gnica h que hace con-
mutar el diagrama. Veamos que tanto j como k hacen conmutar el diagrama, concluyendo
entonces que j = k y que pg es un monomorfismo. Sélo falta ver que paj = pak.

Como fpa = gpg, entonces fpaj = gpsj = &bk = fpak ya que pgj = pgk. Como
f es un monomorfismo, esto implica que paj = pak. O

Lema 1.4.22. Una flecha f : A — B es un monomorfismo si y sélo si el siguiente diagrama

es un cuadrado pullback:

A A (1.19)
idAl lf
Demostracién. (=) Sea g, h: X — A que hacen conmutar el siguiente diagrama:
(1.20)

T4 idg

A———A
o |
A—— B

f

Si g hace conmutar el diagrama, entonces debe tenerse g = g, y g efectivamente hace
conmutar el diagrama pues como fg = fhy f es un monomorfismo, entonces g = h. Por

lo tanto el diagrama (1.19) es un cuadrado pullback.

(<) Supongamos que g, h : X — A son tales que fg = fh. Entonces existe una
tnica q : X — A que hace conmutar el diagrama (1.20). Por lo tanto g = h, y f es un

monomorfismo. O]
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Corolario 1.4.23. Si F : C — D es un functor que preserva limites, entonces F preserva

monomorfismos.

Demostracién. Sea f : A — B un monomorfismo de C. Entonces el diagrama (1.19) es un
cuadrado pullback. Como F preserva limites, entonces el siguiente diagrama también es un
cuadrado pullback:

FA-" FA

| [Fe

FA——FB

de donde Ff es un monomorfismo. O

Pushouts

Ejemplo 1.4.24. Consideremos el conjunto {1,2, 3} con el preorden < definido por 1 < 2,
1 < 3. Designemos por J a la categoria asociada, y sea C una categoria. Un pushout en C
es el colimite de un diagrama J — C.

Por una discusiéon andloga a la realizada en la definicién de pullback, el pushout del
siguiente diagrama en C

A—TL.B

d

C

es un objeto D y un par de flechas ig : B — D e ic : C — D que hacen conmutar el
A—LsB

T

C D

y cumplen que para todo otro objeto Y con flechas iz : B — Y e i : C — Y que cumplen

siguiente diagrama:
(1.21)

—_
Ic

igf = i-g, existe una tnica © : D — Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

f.B
E
D

A——
d
C

—

Ic

En esta situacién, decimos que el diagrama conmutativo (1.21) es un cuadrado pushout.
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Observar que un pushout en C es un pullback en C°P.

Diremos que una categoria tiene pushouts si es J-cocompleta, donde J es como antes.

= Set tiene pushouts: si f : A— By g : A— C son funciones, entonces el objeto
pushout de f y g -que llamaremos D- es el cociente de la unién disjunta B LI C
por la relacién de equivalencia ~ generada por (f(x),0) ~ (g(x),1). Los mapas
correspondientes son las inyecciones canénicas B — B LI C, C — B U C compuestas
con el mapa cociente m: BLI C — D.

En particular, si tomamos dos conjuntos B 'y C y tomamos A= BN C, entonces el

pushout de las inclusiones de BN C en By en C es la unién BU C.

= Top tiene pushouts: si f : A— By g : A— C son funciones continuas, entonces el
pushout es como en Set, donde la topologia en D es la topologia final respecto de

las inyecciones.

= R-Mod tiene pushouts: el objeto pushout de f : A— By g: A— C es el cociente
del coproducto B & C por el submédulo S = {(f(a), —g(a)) € B& C : a < A}. Los

mapas son las inyecciones canénicas B —+ B® C, C — B & C compuestas con el

BaC
S -

En particular, el objeto pushout de f : A— By de0: A — 0 es coker f = B/Imf.

mapa cociente B&® C —

En este caso, siA= BNCy B, C C M son submddulos, el pushout de las inclusiones
de BNCen Byen Cnoeslaunion BUC (pues no es en general un R-médulo), sino

el submédulo generado por la unién BU C, es decir, el submédulo suma B+ C C M.

» Sea C un preordeny a,b,c € C. Sia< by a < c, entonces el pushout es sup {b, c}
si es que existe. Por lo tanto un preorden tiene pushouts si y sélo si tiene supremos

binarios.

Los resultados 1.4.21, 1.4.22 y 1.4.23 sobre pullbacks se dualizan sin dificultades a

resultados sobre pushouts.

Igualadores

Ejemplo 1.4.25. Consideremos la categoria J que consta de dos objetos {-, x} y dos flechas
- — %, ademas de las identidades. Pictéricamente, podemos representar a J como - —= « .
Un igualador en una categoria C es el limite de un diagrama J — C.

Observar que un cono para el siguiente diagrama en C

A (1.22)

|Js

B
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es un objeto E y flechas i : E — A, j : E — B que hacen conmutar el siguiente diagrama:

A

/

E 1|8

N

B

Se tiene entonces que fi = j = gi. Esto nos permite prescindir de la flecha j, y decir

que un cono para el diagrama (1.22) es un objeto E y una flecha i : E — A que hace

A
YLl
E B

De esta forma, el igualdor del siguiente diagrama en C

conmutar el siguiente diagrama:

f
A? B
es un objeto E y un mapa i : E — A tal que fi = gi, y cumple que para todo otro objeto

X con flecha /' : X — A tal que fi’ = g/, existe una tnica © : X — E que hace conmutar

el siguiente diagrama:

- f

E—/——A——B

= g

0 /

1

X

Diremos que una categoria tiene igualadores si es J-completa, donde J es como antes.

= Set tiene igualadores: el igualador de f,g: A— Bes E={ac A:f(a)=g(a)}
con la inclusién i : E — A.

= Top tiene igualadores: el igualador de dos funciones continuas f, g : A — B es como

en Set, donde E hereda la topologia de A, de manera que i es continua.

» R-Mod tiene igualadores: el igualador de dos mapas f,g : A — B es el submdédulo
E={ac A:f(a)=g(a)} =ker(f —g) C Acon lainclusién i : E — A que es un
morfismo de médulos. En particular, el objeto igualadorde f : A— Bcon0: A— B
es ker f.

= Sea C un preorden. En este caso, dos flechas paralelas son necesariamente la misma.
El igualador de a < b es un elemento e tal que e < ay tal que si x < a entonces
x < e; es decir, e = inf {a}. Observar que tomando x = a se consigue a < e, y por

lo tanto e ~ a. Si C es un orden parcial se tiene e = a.
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Proposicion 1.4.26. Sean f,g: A — B ysea (E,i: E — A) su igualador. Entonces i es

un monomorfismo.

Demostracion. Sean hy, h, : X — E tales que ih; = ih,. Por lo tanto el siguiente diagrama

conmuta:
E— +A——B

g
X

La propiedad definitoria del igualador implica que h; = h,, y por lo tanto / es un mono-

morfismo. O

Coigualadores

Ejemplo 1.4.27. Consideremos la categoria J representada por - —= % . Un coigualador
en una categoria C es el colimite de un diagrama J — C.
Por una discusién anéloga a la realizada en la definicién de igualador, el coigualador

del siguiente diagrama en C
f
A? B
es un objeto C y un mapa p : B — C tal que pf = pg, y cumple que para todo otro

objeto Y con flecha p’ : B — Y tal que p'f = p'g, existe una tnica 0 : C — Y que hace

conmutar el siguiente diagrama:

A==B—sC

N%e

Y

Observar que un coigualador en C es un igualador en C°P.
Diremos que una categoria tiene coigualadores si es J-cocompleta, donde J es como

antes.

1. Set tiene coigualadores: el coigualador de dos funciones f,g: A— Bes C = B/ ~,
donde ~ es la relacién de equivalencia generada por f(a) ~ g(a) para todo a € A,

con el mapa cociente B — C.

2. Top tiene coigualadores: el coigualador de dos funciones f,g : A — B es como en
Set, donde C tiene la topologia final respecto del mapa cociente B — C.

3. R-Mod tiene coigualadores: el coigualador de dos mapas f,g : A — B es
C = ﬁ con el mapa cociente p : B — C. En particular, el objeto coigua-

ladorde f: A— B con 0: A— B es coker f.

59



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

4. Sea C un preorden. El coigualador de a < b es un elemento ¢ tal que b < c vy tal
que si b < x entonces ¢ < x; es decir, ¢ = sup {b}. Observar que tomando x = b

se consigue ¢ < b, y por lo tanto ¢ ~ b. Si C es un orden parcial se consigue ¢ = b.

Observacion 1.4.28. La proposicion 1.4.26 sobre igualadores se dualiza sin dificultades a

una proposicién sobre coigualadores.

1.4.3. Preservacion, reflexion y creacion de limites

Definicion 1.4.29. Sea J una categoria pequeiia. Decimos que un functor F : C — D
preserva limites de tipo J si para cada diagrama D : J — C cuyo limite (an D, 7)) existe,
se tiene que (FI@ D, FA)) es el limite del diagrama FD : J — D. Decimos que F preserva
limites si preserva limites de tipo J para toda categoria pequena J.

Dualmente, decimos que un functor F : C — D preserva colimites de tipo J si
FoP . C°° — D°P preserva limites de tipo J; es decir, si para cada diagrama D : J — C
cuyo colimite (h_)m D, ;) existe, se tiene que (Fh_)m D, FA;) es el colimite del diagrama
FD : J— D. Decimos que F preserva colimites si preserva colimites de tipo J para toda
categoria pequena J.

Decimos que un functor contravariante F : C — D lleva colimites de tipo J en limites
de tipo J si F considerado como functor covariante F : C°® — D preserva limites de tipo
J. Decimos que F lleva colimites en limites si F : C°® — D preserva limites.

Dualmente, decimos que un functor contravariante F : C — D lleva limites de tipo J
en colimites de tipo J si F considerado como functor covariante F : C°® — D preserva
colimites de tipo J. Decimos que F lleva limites en colimites si F : C°® — D preserva

colimites.

Observacion 1.4.30. Para que un functor F : C — D preserve limites no es suficiente que
cumpla FILm D ~ m F D para todo diagrama D : J — C con limite en C: la condicién de
que las flechas del limite sean respetadas es necesaria, como muestra el siguiente ejemplo.

Sea C la subcategoria plena de Set cuyos objetos son los conjuntos infinitos numerables.
Sea F : C — C el functor sucesor, definido como F(X) = X U{X} paracada X € C, y si
f: X — Yentonces Ff: XU{X} - YU{Y}es Ff(x)=f(x)sixe X,y Ff(X) =Y.
Llamémosle X + 1 a F(X).

Como el producto cartesiano de dos conjuntos infinitos numerables es infinito numerable,
entonces C tiene productos binarios. Veamos que F no los preserva, pero se tiene que
F(X xY) ~ F(X) x F(Y). Esto dltimo es cierto pues todos los conjuntos infinitos
numerables tienen el mismo cardinal.

Sea w el conjunto de los naturales, y consideremos el producto (w x w, 711, 713). Veamos
que (F(w x w), Frty, Frp) no satisface la propiedad definitoria del producto.
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Sea f : w — w+1 definida mediante f(n) = 0 paratodon € w,yseag: w — w+1
definida mediante g(n) = w para todo n € w.

W+15 (WX w) + 15 w1

A

No puede existir una flecha h: w — (w x w) + 1 que haga conmutar el diagrama
anterior. Si existiera una tal h, entonces Frt;(h(0)) = f(0) = 0y por lo tanto h(0) € w x w,
pues si fuera h(0) = w X w entonces se tendria Frt;(h(0)) = w.

Por otro lado, Fm,(h(0)) = g(0) = w, de donde h(0) = w X w, pues si fuera
h(0) € w x w, entonces se tendria Fr(h(0)) € w.

En conclusién, si existiera una tal h se tendria h(0) € w x w y h(0) = w x w, llegando

a una contradiccién.

Sin embargo, hay una condicién adicional a la preservacién del objeto limite que permite
concluir que un functor preserva limites, en el caso en que las categorias involucradas sean
completas. En el articulo [5] se demuestra que si un functor G : D — C entre categorias
completas cumple G(M D) ~ lim GD mediante un isomorfismo natural en D € C’, para

toda categoria pequeia J, entonces G preserva limites.

Observacion 1.4.31. Para un functor F : C — D entre categorias J-completas podemos
interpretar la condicién de preservar limites de tipo J como cierto diagrama conmutati-
vo. Para ello precisamos definir un par de functores auxiliares que utilizan los conceptos
introducidos en la definicién 1.4.9.

Si F : C — D es un functor, definimos F, : C/ — D’ como F,(D) = FD y F.(t) = Fr.
Definimos F : DK,;(C) — DK,(D) como sigue:

D, E, FD; o FE;
Aj Wi FA; Fu;
/ De / FDel
A Jof B Eef L FA _Ff FB FEe!
k] N FA Fu
D E FOj o FE
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Estos functores se relacionan mediante el siguiente diagrama conmutativo:

DK,(C) - DK,(D)

e [0

CJﬁDJ

Si C es J-completa, entonces existe un functor an C! = DK;,(C), que se define como

sigue:
D; E
T ¢ &
i D, — E; / oo /
lim €& lm~
e;l Dejfl lEeJ’ @ M D i | #> an E Eel
i bk PN PN

donde lim T es la dnica que hace conmutar el diagrama (como en el lema 1.4.6).
Observar que Ug o I@ = ides.
Si C y D son J-completas, entonces F : C — D preserva limites de tipo J si y sélo si
conmuta el siguiente diagrama:

/= ,pJ

in| i

Definiciéon 1.4.32. Sea J una categoria pequeia. Decimos que un functor F : C — D
refleja limites de tipo J si para cada diagrama D : J — C y cada cono (C, A;) para D tal
que (FC, FA;) es el limite de FD se tiene que (C, A;) es el limite de D. Decimos que un
functor refleja limites si refleja limites de tipo J para toda categoria pequeiia J.

Dualmente, decimos que un functor F : C — D refleja colimites de tipo J si
FoP . C°%° — D° refleja limites de tipo J, y decimos que refleja colimites si refleja
colimites de tipo J para toda categoria pequena J.

Observacion 1.4.33. Sea F : C — D un functor. Entonces:
» F preserva limites si y sélo si para todo D € C’ y todo cono (C,A;) de D se tiene:
(C,\) = I'@D = (FC FA\) = ILmFD
= F refleja limites si y sélo si para todo D € C’ y todo cono (C, A;) de D se tiene:
(FC,FA) = imFD = (C,\) = lim D
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Definicion 1.4.34. Sea J una categoria pequefia. Decimos que un functor F : C — D
crea limites de tipo J si para cada diagrama D : J — C tal que FD tiene limite existe un
anico cono (C, A;) para D (a menos de isomorfismo) tal que (FC, FA;) es el limite de FD,
y ademéas (C,\;) es el limite de D.*® Decimos que F crea limites si crea limites de tipo J
para toda categoria pequefa J.

Dualmente, decimos que un functor F : C — D crea colimites de tipo J si el functor
FoP . C° — D°P crea limites de tipo J, y decimos que crea colimites si crea colimites de

tipo J para toda categoria pequeia J.

Observacion 1.4.35. Sea F : C — D un functor que crea limites de tipo J. Se verifica

automaticamente que:
» F refleja limites de tipo J,
= si D es J-completa, entonces F preserva limites de tipo J y C es J-completa.

En particular, si D es completay F : C — D crea limites, entonces C es completa y F
preserva y refleja limites.

Reciprocamente, si F : C — D preserva y refleja limites y para todo D € C’ tal que
F D tiene limite se tiene que D tiene limite, entonces F crea limites.

En efecto, sea D € C’ tal que FD tiene limite, de manera que D tiene limite (C,\).
Como F preserva limites, entonces (FC, FA;) es el limite de FD. Ademas, si (C',A) es
otro cono para D tal que (FC’, FA}) es un cono limite de FD, entonces como F refleja
limites debe ser (C’, \}) limite de D, de donde (C,A;) y (C’,\.) deben ser isomorfos. Por

lo tanto F crea limites.

En conclusién, si D es completa entonces F : C — D crea limites si y sélo si F preserva
y refleja limites y para todo D € C7 tal que FD tiene limite se tiene que D tiene limite. En

esta situacion, C también resulta completa.

Si C y D son completas, entonces F : C — D crea limites si y sélo si F preserva y

refleja limites.

1.4.4. En categorias completas

El siguiente teorema nos dice que a partir de la existencia de ciertos limites particulares

podemos construirlos todos.

15 L a definicién de [15] es més restringida pues exige que exista un dnico cono para D tal que su imagen
por F sea el limite de FD. Segln nuestra definicién este cono puede ser (inico a menos de isomorfismo.
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Teorema 1.4.36. Sea C una categoria. Si C tiene productos e igualadores, entonces C es

completa. Dualmente, si C tiene coproductos y coigualadores, entonces C es cocompleta.

Demostracion. Ver [15, teorema V.2.1]. O

De la demostracién del teorema anterior se deduce el siguiente corolario [1, proposicién
13.4]:

Corolario 1.4.37. S5iC es completay F : C — D es un functor que preserva productos e
igualadores, entonces F preserva limites. Dualmente, si C es cocompletay F :C — D es
un functor que preserva coproductos y coigualadores, entonces F preserva colimites.

Ejemplo 1.4.38. Deducimos del teorema 1.4.36 que Set, Top y R-Mod son completas
y cocompletas. De todas formas, podemos dar una expresion explicita para sus limites y
colimites.

El limite de un diagrama D : J — Set es

imD = (x) € H D; : Dej(x,-) = x; para toda flecha ej i —jde J (1.23)
icJ
con flechas A; : IL‘n D — Dj que son la inclusion ILn D — ][ D; compuesta con la proyeccién
icJ
H D,‘ — Dj.
icJ

El limite de un diagrama en Top es como en Set, donde en el objeto limite se considera
la topologia inicial respecto de las funciones A;.

El limite de un diagrama en R-Mod se obtiene de la misma forma que en Set: se
observa que (1.23) es un submédulo de [] D; (donde ] D; es el producto de R-Mod), y
que las flechas A; resultan morfismos de’%—médulos. ~

Por lo tanto, los functores de olvido U : Top — Set y U : R-Mod — Set preservan
limites. Se puede verificar que de hecho el functor de olvido de R-Mod crea limites'®,

mientras que esto no es cierto para el functor de olvido de Top.'’

El colimite de un diagrama D : J — Set es lim D = <|_| D,-) / ~, donde ~ es la

icJ
relacion de equivalencia en | | D; generada por ;De;(x;) ~ ti(x;), con (x;,i) € [ | D;y
icJ icJ
e : i — j flecha de J. Los mapas son las inyecciones ; : D; — | | D; seguidas del mapa
icJ

cociente D; — lim D.
,-IzlJ I —

16 Ver [15, teorema 3] para una demostracién en el caso del functor de olvido de Grp, que se adapta

mutatis mutandis. 1" Si {X;}ic; es una familia de espacios topolégicos, entonces en el producto cartesiano

I X; podemos poner la topologia caja que tiene como base a los productos de abiertos. Esta topologia es
i€l

en general mas fina que la topologia producto si / es infinito. Por lo tanto U no refleja productos, y en
particular no crea limites.
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El colimite de un diagrama en Top es como en Set, donde en el objeto colimite se
considera la topologia final respecto de las funciones A;.

El colimite de un diagrama en R-Mod se construye de la misma forma, remplazando
la unién disjunta por la suma directa, y considerando el cociente de ésta por el submédulo
S C @ D; generado por los elementos de la forma (;Def(x;) — ti(x;), con (x;) € @ D; y
e : il€—J>j flecha de J. ~

Por lo tanto, el functor de olvido U : Top — Set preserva colimites, pero no es el caso
para el functor de olvido U : R-Mod — Set. Por ejemplo, si {M;};c, es una familia de
R-médulos, entonces U(@ M,-) es un cierto conjunto que no es la unién disjunta | | M;.

icJ ieJ
1.4.5. Los functores Hom preservan limites

Teorema 1.4.39. SeaC una categoriay C € C. El functor Hom¢(C, —) : C — Set preserva
limites. Dualmente, el functor contravariante Hom¢(—, C) : C — Set lleva colimites en
limites.

Demostracién. Para alivianar la notacién, escribamos Hc¢ := Hom¢(C, —).
Sea D : J — C un diagrama cuyo limite (I@ D, A;) existe, de manera que el siguiente
diagrama conmuta para toda flecha ej 1 — j de J.

D; (1.24)

y

M D De!

D;

Como Set es completa, el diagrama HcD : J — Set tiene limite (I@ HeD, B;) (ver

ejemplo 1.4.38 para una descripcién de los limites en Set).

Debemos probar que (lim HcD, B;) es isomorfo a (Hc(lim D), A;.) en la categoria de conos

sobre el diagrama HcD. En virtud de la observacién 1.4.2, esto significa que debemos
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probar existe un isomorfismo en Set (i.e. una biyeccién)
He(lim D) —— lim HcD
que hace conmutar los siguientes diagramas para todo j € I:

() He (D)) (1.25)

He(lim D) —— lim HcD
Definimos 0 : HC(M D) — limHcD como 0(f) = (Aif). Estd definida, pues
(Aif) € [ He(D;) cumple
icl

(Dej)*(A,-f) = Dej?\,-f = A\f (comparar con (1.23))

para toda flecha e/ : i — j de J, y por lo tanto (A;f) € lim HeD.

También se tiene que

B;0(f) = B;i((Nif)) = Nif = (Aj)«(f)

para toda f € HC(I'ﬁ D), de donde 3,6 = (A;). para todo j € [, probando entonces la
conmutatividad de los diagramas (1.25).

0 es inyectiva: supongamos que 0(f) = 0(g). Entonces (A;f) = (A;g), de donde
Aif = A\;g para todo i € /.
AF D;

Del
]

RN

AF D

Se tiene Dej?\;f = A\;f por la conmutatividad de (1.24). Entonces debe existir una unica

flechah: C — m D que cumpla A;f = A;h. Pero lo cumplen tanto f como g, luego f = g.

0 es sobreyectiva: sea h € mHCD. Entonces h = (h; : C — D;)ie; donde
hj = (Dej).(h;) para toda flecha ¢ : i — j de J. Es decir, hj = Delhj, i.e. el siguiente
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diagrama conmuta para toda flecha ej 1 — j de J:

de donde existe una tnica ' : C — I@ D tal que h; = A;h’ para todo i € /. Entonces
h e HC(IM D) cumple que 8(h") = (A;0') = (h;) = h.

Para ver que el functor Homg(—, C) : C°® — Set lleva colimites en limites, basta
observar que lo recién demostrado se aplica a Homeo(C, —) = Home(—, C), y que los
limites de C°P son los colimites de C. [

67



Capitulo 2
Functores adjuntos

The multiple examples, here and elsewhere, of adjoint functors tend
to show that adjoints occur almost everywhere in many branches of
Mathematics. It is the thesis of this book that a systematic use of all

these adjunctions illuminates and clarifies these subjects.

[15, p. 107]
2.1. Definicion
C
Definicion 2.1.1. Sean C, D categorias, F< }G functores y T un isomorfismo natural
D
como en el el diagrama de abajo:
Home(—,G—)
/\
CPxD = Set (2.1)
\_/
HOmD(F—,—)

En esta situacién, decimos que (F, G, T) es una adjuncién.

Decimos que (F, G) es un par adjunto de functores, o que F es el adjunto a izquierda
de G, o que G es el adjunto a derecha de F, si existe un isomorfismo natural T como en
(2.1), i.e. tal que (F, G, T) sea una adjuncién.

Decimos que un functor F : C — D es un adjunto a izquierda, o que tiene un adjunto
a derecha, si existe G : D — C tal que (F, G) es un par adjunto. Decimos que un functor
G : D — C es un adjunto a derecha, o que tiene un adjunto a izquierda si existe F : C — D
tal que (F, G) es un par adjunto.
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Explicitamente, la condicién de naturalidad de T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —)
significa que paratoda g : By - Boen Dy f : Ab — A; en C, el siguiente diagrama

conmuta:

TA1,By

A2 B]_ Homc(Al, GB]_) ——— HomD(FAl, Bl)

fl gl [f*,(Gg)*]l l[(Ff)*-g*]

Al Bg Homc(Ag, GBQ) T} HomD(FAg, Bg)

De manera alternativa y en virtud del lema 1.3.6, la existencia de un isomorfismo natural
como en (2.1) es equivalente con la existencia para todo A € C 'y B € D de una biyeccién

Hom¢ (A, GB) ~ Homp(FA, B)! (2.2)

que es natural en ambas variables.

Esto significa que exista una funcién T4 5 : Hom¢(A, GB) — Homp(FA, B) tal que
Ta_ : Hom¢(A, G=) = Homp(FA, —) y t_ g : Hom¢(—, GB) = Homp(F—, B) sean
isomorfismos naturales, para todo A€ C, B € D.

En otras palabras, debe ser T4 5 una biyeccién para cada A € C, B € D, y para toda
g:Bi—ByenDyf:A,— AjenC los siguientes diagramas deben conmutar:

A,By

Bi  Home(A, GB) —2 Homp(FA, By)

gl (8| =

Bz HomC(A, GBQ) TB; HomD(FA, Bz)

A Home (A1, GB) 2% Homp(FA;, B)

[

A1 Homc(Ag, GB)WHOI’T\D(FAQ,B)

Observacién 2.1.2. Sea F : C — D un functor contravariante. Para functores contravarian-

tes hay dos maneras de darle sentido al concepto de functor adjunto:

= Si tomamos el functor covariante F : C°® — D, entonces F tiene adjunto a derecha
si y sblo si existe G : D — C°P tal que, para todo A € Cy B € D, se tiene una
biyeccion
Homyp(FA, B) >~ Hom¢e (A, GB) = Hom¢(GB, A)

natural en ambas variables.

1 La terminologia “adjuncién” resulta de la analogfa de este isomorfismo con la definicién de operador
adjunto de un operador T : V — W entre espacios vectoriales. El operador adjunto T* es el Gnico que
cumple (Tv,w) = (v, T*w) paratodove V, we W.
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En este caso decimos que el par (F, G) de functores contravariantes es un par adjunto

contravariante a izquierda.

= Si consideramos el functor covariante F : C — D°P, entonces F tiene un adjunto a
derecha si y sélo si existe G : D°P — C tal que, paratodo A€ Cy B € D, se tiene

una biyeccion
Homp(B, FA) = Hompe (FA, B) >~ Hom¢(A, GB)

natural en ambas variables.

En este caso decimos que el par (F, G) de functores contravariantes es un par adjunto

contravariante a derecha.

Observar que (F, G) es un par adjunto contravariante a izquierda (resp. derecha) si y sélo

si (G, F) es un par adjunto contravariante a izquierda (resp. derecha).

Observacion 2.1.3. Un par adjunto no determina una Gnica adjuncién:

Dada una categoria C, el functor identidad idec nos da un ejemplo trivial de un par
adjunto: (id¢, id¢), considerando id : Hom¢(—, id¢—) = Hom¢(ide—, —) como isomorfismo
natural.

Consideremos ahora C = Vectg y sea | = idyect,. Sea A € R,A # 0. Podemos
considerar un isomorfismo natural t : Hom¢(—, /—) = Hom¢(/—, —) que no es id si
A # 1: definimos t), ,,, : Homg(V, /W) — Homg(/V, W) como T}, \,(T) := AT para
todo T € Homg(V, IW). Se verifica rdpidamente que T es una transformacién natural.
Ademas es un isomorfismo natural, pues cada componente tiene como inversa al mapa
T—:T.

De esta manera, el par adjunto (/, /) da lugar a una familia de adjunciones diferentes
(I,1,7), con A € R\ {0}.
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2.2. Caracterizaciones

Daremos ahora una caracterizacién de una adjuncién que tiene la particularidad de ser

interna a las categorias consideradas, sin necesidad de referirse a la categoria Set.

F
~ .
Teorema 2.2.1. Sean C y/\_/D functores. Son equivalentes:
G

1. (F, G) es un par adjunto,

2. Existen transformaciones naturales € : FG = idp yn : ide = GF tales que los

siguientes diagramas (llamados identidades triangulares) conmutan:
FLY% FGF G 2% GFG (2.3)

“eF ﬂGe
ide idg
F G

La conmutatividad de los diagramas anteriores puede expresarse asi: para todo C € C,
D € D los siguientes diagramas conmutan:

Fc O rGFc GD % GFGD (2.4)
FC GD
Demostracién. (1 = 2) Sea T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —) un isomorfismo natural.

Definamos primero € : FG = idp.
Sea D € D. Entonces 1gpp : Hom¢(GD,GD) — Homp(FGD, D); definimos
ep = Tep.p(idgp). Verifiquemos que define una transformacién natural, es decir, que

el siguiente diagrama conmuta:

D FGD—2-D (2.5)

e| e s

D/ FGDle—D/>Dl

La naturalidad del isomorfismo inducido t¢p — : Hom¢(GD, G—) = Homp(FGD, —)
nos da la conmutatividad del siguiente diagrama:

D Home(GD, GD) ~<22 Homp(FGD, D)

l .| |«

D’ Home(GD, GD') - Homp(FGD, D)
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Considerando la identidad idgp € Hom¢(GD, GD), la conmutatividad del diagrama nos
da la igualdad

T6p,0'(Gg) = gTep,p(idep) (2.6)

La naturalidad del isomorfismo inducido T_ p : Hom¢(—, GD') = Homp(F—, D’) nos

da la conmutatividad del siguiente diagrama:

GD Home(GD', GD') <22 Homp(FGD', D')

cgl (cg)*J l(FGg)*

GD' Home(G D, GD') ——— Homp(FGD, D')

Considerando la identidad idgps € Home(GD’, GD'), la conmutatividad del diagrama nos
da la igualdad

Tep.0(Gg) = Tep o (idep ) FGg (2.7)
Combinando (2.6) con (2.7), obtenemos gt¢p,p(idep) = Tep,pr(idep)FGg, es decir, la
conmutatividad de (2.5).

Definamos 1 : id¢ = GF.
Sea C € C y consideremos ¢ : Homp(FC, FC) — Home(C, GFC). Definimos
Nc = Tal,_-c(ich). La verificacién de que 1 es una transformacién natural es andloga a la

de la naturalidad de €.

Verifiquemos la conmutatividad del primer diagrama de (2.4) para todo C € C, pues la
conmutatividad del segundo para todo D € D se verifica de manera analoga.

Sea C € C. Queremos verificar que €gc o F(n¢) = idrc, es decir, la igualdad

TGFC,FC(idGFC) o F(TE‘lFC(id,Ec)) = idFC (28)

La naturalidad del isomorfismo inducido T_ ¢ : Home(—, GFC) = Homp(F—, FC)

nos da la conmutatividad del siguiente diagrama:

C Home(GFC, GFC) —<““ , Homp(FGFC, FC)
TE,IFC(idFC)J/ (TC}FC(ich))*l l(FTC}:C(idpc))*
GFC Homc(C, GFC)THOmD(FC, FC)

Considerando la identidad idgrc € Home(GFC, GFC), la conmutatividad del diagrama
nos da la igualdad

idrc = TC,FC(TE,l,:C(idFC)) = Terc,relidgre) o F(TE}FC(ich))
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que es la igualdad (2.8) que queriamos demostrar.

(2 = 1) Definamos una transformacién natural T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —).
Dada g : A — GB, definimos T4 5(q) := € o Fq. Verifiquemos que es una transformacién
natural, es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

TA1,By

A2 Bl Homc(Al, GBl) _— HomD(FAl, Bl) (29)

fl gJ [f*,(Gg)*]l l[(Ff)*vg*]

A]_ Bg Homc(Az, GBQ) T} HomD(FAg, BQ)

Sea h € Hom¢(A;, GB;). Entonces, recorriendo el diagrama en sentido antihorario, se

tiene:

a8, ([, (G&):](h)) = Ta,B,(Gg o hof)
=epg,0F(Ggohof)
=e€g,0FGgoFhoFf (2.10)
Recorriendo el diagrama en sentido horario, se tiene:
[(FF)*, g](ta.B,(h) =[(Ff)", gl(es, o Fh) =goeg o Fho Ff (2.11)

La naturalidad de € implica la conmutatividad del siguiente diagrama:

B, FGB, -2 B,

gl FGgl lg

82 FGBQ T 82
2

de donde se deduce la igualdad entre (2.10) y (2.11), esto es, la conmutatividad de (2.9).

Ahora definamos una transformacién natural v : Homp(F—, —) = Hom¢(—, G—).
Dada p : FA — B, definimos v4 g(p) := Gp ona. Usando la naturalidad de n se verifica
la naturalidad de v, andlogamente a la naturalidad de T recién demostrada.

Verifiquemos ahora que VT = idHom.(—,6—). Sea g € Hom¢(A, GB). Entonces:
va8Ta8(q) = vas(es o Fq)
= G(ego Fq)oma
= G€B o GFq omna

= Gegomnggoq (2.12)
—idezog (2.13)
=q
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La igualdad (2.12) es por la naturalidad de 1, y la igualdad (2.13) es por la segunda
identidad triangular de (2.4).

Andlogamente se verifica que TV = idyomy(F—,—). Por lo tanto T es el isomorfismo
natural buscado. O

Observacion 2.2.2. Vale la pena destacar cédmo se construyen en la demostracién las

transformaciones naturales € y 1 a partir de una adjuncién (F, G, T): se definen

ep =Tepo(idep) ¥ Nc=Tcrc(idrc)

Definicion 2.2.3. Sea (F, G, T) una adjuncién. Las transformaciones naturales € y 11 como
en la observacién 2.2.2 se dicen counidad y unidad de la adjuncién (F, G, T) respectiva-
mente.

De esta manera, el teorema 2.2.1 nos dice que determinar una adjuncién (F, G, T) es
lo mismo que determinar una cuadrupla (F, G,n,€) donden :idc = GFy e: FG = idp
son transformaciones naturales que satisfacen las identidades triangulares (2.3). Diremos

entonces que (F, G, 1, €) es una adjuncion.

Observacion 2.2.4. La observacion 2.1.3 nos dice que existen diferentes adjunciones asocia-
das a un par adjunto (F, G). En particular, existen diferentes transformaciones naturales €

y 1 que satisfacen el teorema anterior.

Los functores adjuntos estan intimamente relacionados con las denominadas “propie-
dades universales”, como evidencian las siguientes caracterizaciones alternativas de un par

adjunto a través sélo de una unidad o de una counidad:

F
~
Teorema 2.2.5. Sean C &_/D functores. Son equivalentes:
G

1. (F, G) es un par adjunto,
2. Existe una transformacién natural n : idc = GF tal que n¢ es un objeto inicial de

la categoria coma (C | G) para todo C € C. Explicitamente, n cumple la siguiente
propiedad “universal”:

paratodo Ce€C,DeDyf:C— GD, existe una tnica g : FC — D tal

que Gg hace conmutar el siguiente diagrama:

C——GD D (2.14)
GFC FC
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3. Existe una transformacién natural € : FG = idp tal que €p es un objeto final de
la categoria coma (F | D) para todo D € D. Explicitamente, € cumple la siguiente

propiedad “universal”:

paratodo C € C,D €D yg: FC — D, existe una tnicaf : C — GD tal
que Ff hace conmutar el siguiente diagrama:

C FC—2—D (2.15)
fA FfA TSD
GD FGD

Demostracién. Demostraremos 1 < 2, pues el enunciado 3) es el dual del 2).
(1=2)SeaCeC,DeD,yf:C— GD.
Sea T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —) un isomorfismo natural. Sea n la unidad de
la adjuncién (F, G, T). Recordemos de la observacién 2.2.2 que ne = t¢xc(idrc).
Seag:FC — D.
De la naturalidad de t¢" : Homp(FC, —) = Hom¢(C, G—) obtenemos la conmutati-

vidad del siguiente diagrama:

FC  Homp(FC, FC) -5 Home(C, GFC) (2.16)
e
D Homp(F C, D) —— Hom¢(C, GD)

Teo

Consideremos idgc € Homp(FC, FC). Recorriendo el diagrama en sentido horario, obte-
nemos la flecha Gg o TE'lFC(id,:C) = Gg omnc. En el otro sentido, obtenemos la flecha

Tc'p(g). De la conmutatividad de (2.16) se deduce entonces que

Ggomnc =1ch(g) (2.17)

Existe una tnica g : FC — D que hace conmutar el diagrama (2.14) si y sélo si existe
una tnica g : FC — D tal que Ggone = f, si y sblo si existe una unica g : FC — D tal
que Tcp(g) = f, en virtud de la igualdad (2.17). Pero esto es cierto, es g = Tc p(f) la

Gnica que lo cumple.
(2 = 1) Definamos un isomorfismo natural T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —).

Si f: C — GD, definimos t¢ p(f) := g, donde g : FC — D es la dnica que hace

conmutar el diagrama (2.14). Verifiquemos que esto define una transformacién natural, es

75



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

decir, que el siguiente diagrama conmuta:

CD Home(C, GD) —<2 Homp(FC, D) (2.18)

hT Jk [h*,(Gk)*]l l[(Fh)*,k*]

¢ D Homc(C’,GD’)WHomD(FC’, GD')

Sea f € Hom¢(C, GD). Si g’ == t¢c/p/(Gk o f o h), para verificar la conmutatividad de

(2.18) tenemos que verificar la siguiente igualdad:

kogoFh=¢g (2.19)
Por definicién, g’ es la Gnica flecha FC' — D’ tal que Gg’ hace conmutar el siguiente
diagrama:
C! Ekefoh Gy (2.20)
"y
GFC'

Por lo tanto, verificar la igualdad (2.19) equivale a verificar que G(kogoFh) hace conmutar
el diagrama (2.20).

La naturalidad de 1 nos da el siguiente diagrama conmutativo:

c’ ¢ GFC (2.21)
hl hl lGFh
C C—— GFC

C

Por lo tanto:
G(kogoFh)one = Gko Ggo GFhone
= GkoGgomncoh (2.22)
= Gkofoh (2.23)

donde la igualdad (2.22) se deduce de la conmutatividad del diagrama (2.21), y la igualdad
(2.23) se deduce de la conmutatividad del diagrama (2.14). Esto prueba la naturalidad de .

Veamos que T¢ p : Home(C, GD) — Homp(FC, D) es una biyeccién, verificando asi
que T es un isomorfismo natural. Por definicién de T¢ p, se tiene que T¢ p es biyectiva si y
sélo si para toda g : FC — D existe una (nica f : C — GD tal que el diagrama (2.14)
conmuta. Pero esto es cierto, pues dada g : FC — D sélo f = Gg on¢ hace conmutar el
diagrama (2.14). O

Diremos entonces que (F,G,n) o (F,G,€) son adjunciones, entendiendo que
n:ide = GFy e : FG = idp cumplen las propiedades universales (2.14) y (2.15)

respectivamente.
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2.2.1. En resumen

de:

F

7 A
Si C &_/D son functores, podemos determinar que (F, G) es un par adjunto a través

. un isomorfismo natural T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —), determinando una

adjuncién (F, G, 1),

. transformaciones naturales 1 : idec = GF y € : FG = idp que satisfacen las

identidades triangulares (2.3), determinando una adjuncién (F, G, 1, €),

. una transformacién natural n : ide = GF que cumple la propiedad universal (2.14),

determinando una adjuncién (F, G,n),

. una transformacioén natural € : FG = idp que cumple la propiedad universal (2.15),

determinando una adjuncién (F, G, €).

Resumen de la demostracioén.

a) 1= 2,3,4: se define Nc = TE’IFC(idpc) Y €Ep = TGD,D(idGD)-

b) 2= 1,3,4: se define T¢,p(f) = ep o Ff; su inversa es Tcp(g) = Ggone. Para3y 4

se toman las mismas 1 y €.

c) 3= 1,2,4: se define T directamente con la propiedad universal (2.14). A partir de T

se consigue la counidad € como en 1 = 2, de manera que se satisfacen 2 y 4.

Observar que la unidad que define T coincide con 1.

d) 4= 1,2, 3: andlogamente a 3= 1,2, 4. O

Como se ve en este resumen, hay una compatibilidad total entre la unidad 1 vy la

counidad € seglin son construidas en cada paso a), b), ¢) y d).
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2.3. Propiedades de las adjunciones

2.3.1. Unicidad

Proposicion 2.3.1. 1. Sean F : C - D y G,G’' : D — C functores. Si (F,G) y

(F, G’) son pares adjuntos, entonces G = G'.

2. Sean F,F':C — Dy G :D — C functores. Si (F, G) y (F', G) son pares adjuntos,

entonces F = F'.

Demostracion. Demostramos el segundo item, pues el primero es el enunciado dual.

El teorema 2.2.5 garantiza la existencia de transformaciones naturales n : ide = GF y
v :ide = GF' tales que ¢ y v son objetos iniciales en (C | G) para todo C € C.

La proposicion 1.1.10 nos asegura que existe un unico isomorfismo N¢ — V¢ en
la categoria (C | G). Se verifica facilmente que la existencia de un dnico isomorfismo
Tlc — Vc es equivalente con la existencia de nicos isomorfismos @ : FC — F'C tales

que G@¢ hace conmutar el siguiente diagrama para todo C € C:

C (2.24)
2N
GFC vy GF'C

$c

Basta verificar que @ : F = F’ es una transformacién natural. Debemos verificar la

conmutatividad de los siguientes cuadrados para toda f : C — C’ flecha de C:

C FC—2FC (2.25)

| Iz

¢ FC——FC
Pcr

Sea f : C — (' flecha de C. La naturalidad de 1 nos da la conmutatividad del siguiente

cuadrado:
C C 5 GFC (2.26)

| |7

c’ c’ ‘1—c/> GFC’
La naturalidad de v nos da la conmutatividad del siguiente cuadrado:

C C—5GF'C (2.27)

! [ce

' O GFC
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Como nc es inicial en (C | G), existe una tnica flecha h: FC — FC’ tal que Gh hace

conmutar el siguiente diagrama:

(2.28)

/Y’“

La conmutatividad de (2.26) nos dice que GFf hace conmutar el diagrama (2.28).
Para probar la conmutatividad de (2.25) y terminar la demostracién, basta ver pues que

G(@¢' o F'f o @) también hace conmutar el diagrama (2.28):

G(ec)oGF'foGocone =(Goc) toGF'fove  por (2.24)
= (Gpo) toveof por (2.27)
=mncof por (2.24) con C’ O

2.3.2. Construccién puntual

Proposicion 2.3.2. 1. Sea G : D — C un functor. Determinar un adjunto a izquierda

de G es equivalente a especificar para cada C € C un objeto inicial de la categoria
coma (C | G).

2. Sea F : C — D un functor. Determinar un adjunto a derecha de F es equivalente a

especificar para cada D € D un objeto final de la categoria coma (F | D).

Demostracion. Demostramos sélo el primer item, pues el segundo es el enunciado dual del
primero.

El teorema 2.2.5 nos dice que si F es un adjunto a izquierda de G entonces tenemos
objetos iniciales ¢ en (C | G).

Reciprocamente, supongamos que tenemos objetos iniciales ¢ : C — GF¢ de (C | G)
para todo C € C: esto significa que para todo D € Dy g : C — GD existe una Unica
h: Fc — D tal que Gh hace conmutar el siguiente diagrama:

5N
Fc s D GFe gy GD

Definimos un functor F : C — D mediante FC := F¢ en los objetos. Si f : C — C’ es

una flechade Cy h: Fc — F¢/ es la unica flecha tal que Gh hace conmutar el siguiente
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diagrama:
C (2.29)
y Yf
GFC """"""" Gh> GFC/

entonces definimos Ff = h. Se verifica facilmente que F es un functor.

Basta verificar que 1 : id¢c = GF es una transformacién natural, pues entonces 1¢ sera
un objeto inicial de (C | G) por hipétesis y por lo tanto el teorema 2.2.5 concluye que
(F, G) es un par adjunto.

Para cada f : C — (' flecha de C el siguiente diagrama es conmutativo: es la conmu-
tatividad de (2.29).

C C 25 GFC (2.30)
fl fl lGFf

C/ C/ ﬂ—c/> GFC/
Esto termina la demostracion. OJ

Repasando la demostracién de la proposicidon anterior se obtiene un criterio muy (til

para construir adjuntos:

Corolario 2.3.3. 1. Sea G : D — C un functor, y supongamos que ¢ : C — GF¢ es
un objeto inicial de la categoria coma (C | G) para todo C € C. Entonces existe un
tnico functor F : C — D tal que FC = F¢ yn :idec = GF sea una transformacion
natural. En este caso, (F, G,m) es una adjuncion.

2. Sea F : C — D un functor, y supongamos que €p : FGp — D es un objeto final
de la categoria coma (F | D) para todo D € D. Entonces existe un tnico functor
G:D —C tal que GC = G¢c y € : FG = idp sea una transformacion natural. En

este caso, (F, G, €) es una adjuncién.

Observacion 2.3.4. La proposicién anterior puede interpretarse de la siguiente manera: un
functor G : D — C plantea un problema universal, que un adjunto a izquierda F : C — D
resuelve de manera functorial y global, mientras que un objeto inicial en la categoria coma
(C | G) es una solucién puntual para un C € C dado. La proposicién nos dice que resolver
el problema de manera puntual para todo C € C es equivalente a resolver el problema de
manera functorial global.

Esto ya nos dice que los ejemplos 1.2.27.1 y 1.2.27.2 nos daran ejemplos de adjunciones,

como veremos mas adelante (ejemplos 2.4.9 y 2.4.4).
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2.3.3. Composicion

Proposicion 2.3.5. Sean (F, G,n,€) y (F', G',n', €') adjunciones dispuestas como en el

F F’
siguiente diagrama: A~ B” T'C. Entonces (FFF,GG',Gn'Fon, € o F'eG’) es una
KE/ Y’\G_//

adjuncion.
Demostracion. Sean” la composicion

da— GF 2L GG'F'F

y sea €” la composicién

FFGG ES Fr6 == idc

Veamos que n” y €” satisfacen las identidades triangulares (2.4). Verifiquemos la primera,
pues la segunda es analoga.
La primera identidad triangular para la adjuncién (F, G, 1, €) nos da el siguiente dia-

grama conmutativo, para todo A € A:

FATY FGEA (2.31)

€FA
N

FA

y la primera identidad triangular para la adjuncién (F’, G’, 1, €’) nos da la conmutatividad

del siguiente diagrama, para todo B € B:

Fe " pGirp (2.32)

¢!
m l F'B

F'B
Ademas, la naturalidad de € nos da el siguiente diagrama conmutativo:

FA FGFA—" L FA (2.33)

“/FAl FG(“;—‘A)J( l”,FA

G'FFA  FGG'FFA_— G'F'FA
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Verifiquemos ahora la primera identidad triangular paran” y €”. Sea A € A.

(¢"F'F)ao (FFn")a = €heao FF()
= (€' o F'eG")pipao F'F((GN'F om)a)
= €ppa0 (F'eG)rrao F'F((GN'F)aona)
= €ppao F(ecrra) o F' F( (Mka) OT]A>

= €ppp0 F' (€G’F’FA o FG(MEa) 0 F(nA)>

= €rpa 0 F'(MEs 0 €rao F( nA)> por (2.33)
= €ppa© F'(Mpa) o F' <€FA © F(m))
= F'((era0 F(na)) por (2.32), B = FA
= F'(idra) por (2.31)
= idrFa
La segunda identidad triangular se verifica de manera anéaloga. O]

Observacion 2.3.6. La proposiciéon 2.3.5 permite definir una categoria cuyos objetos son

las categorias pequefias, y las flechas C — D son las adjunciones (F, G, 1, €).

2.3.4. Caracteristicas de la unidad y la counidad

F
Proposicion 2.3.7. Sean CCD functores tales que (F, G,1, €) es una adjuncion.

Entonces:
1. G es fiel si y sélo si ep es un epimorfismo para todo D € D,
2. G es pleno si y sélo si ep es un monomorfismo split para todo D € D,
3. G es fiel y pleno si y sélo si € es un isomorfismo natural.
Dualmente,
4. F es fiel si y sélo sin¢ es un monomorfismo para todo C € C,
5. F es pleno si y sélo sin¢ es un epimorfismo split para todo C € C,

6. F es fiel y pleno si y sélo sim es un isomorfismo natural.
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Demostracion. Demostremos el item 1. Sea D € D. La flecha ep : FGD — D es un
epimorfismo si y sélo si €}, : Homp(D, Y) — Homp(FGD, Y) es inyectiva para todo
Y € D (observacién 1.2.21).

Sea T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —) el isomorfismo natural determinado por la

adjuncién. Definamos Rp y como la composicién

Tepy

Homp(D, Y) —2= Homp(FGD, Y) 2% Home(GD, GY)

de manera que €}, es inyectiva para todo Y € D si y sélo si Rp y es inyectiva para todo

Y eD.
Si f € Homp(D, Y), entonces:

Rp,v(f) = Tep,y(ep(f))
= G(fep)omneop seccion 2.2.1, item b)
= GfoGepongp
= Gf identidad triangular (2.4)

Por lo tanto Rp y es inyectiva para todo Y € D siy sélo si G es fiel, terminando la
demostracién del item 1.
El item 2 se demuestra analogamente, usando de nuevo la observacion 1.2.21.

El item 3 se deduce automaticamente de los anteriores y de la proposicion 1.1.21. [

2.3.5. Relaciéon con equivalencias de categorias

Un isomorfismo de categorias provee un ejemplo trivial de adjuncién:

Ejemplo 2.3.8. Si F : C — D es un isomorfismo de categorias con inversa G : D — C,
entonces (F, G) es un par adjunto. En efecto, al ser GF = id¢c y FG = idp, podemos tomar
N = idi4, : id¢ = id¢ y € = idig,, : idp = idp, y satisfacen trivialmente las identitades
triangulares (2.3).

Observar que en este caso también (G, F) es un par adjunto. Esto no es cierto en
general: el par adjunto presentado en el ejemplo 2.4.2 provee un contraejemplo.

Menos trivialmente, una equivalencia de categorias también es parte de una adjuncién:

Proposicion 2.3.9. Si F : C — D es una equivalencia de categorias entonces es un

adjunto a izquierda. Dualmente, es un adjunto a derecha.

Demostracion. Recordemos que una equivalencia de categorias es un functor fiel, pleno
y esencialmente sobreyectivo (teorema 1.3.9). Definamos un functor G : D — C tal que
(F, G) sea un par adjunto.
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Sea D € D. Como F es esencialmente sobreyectivo, existe Gp € C y un isomorfismo
€p : FGp — D. Esto define G : D — C en los objetos: GD = Gp.
Definimos G en las flechas de la Ginica manera que haga que € : FG = idp sea una

transformacién natural.
D FGp —2-D (2.34)

| s

D' FGp D'

Sea f : D — D’. Consideremos 65,1 ofoep: FGp — FGp: como F es fiel y pleno,
existe una Unica Gf : Gp — Gp tal que FGf = 65,1 ofoep,ie Gr esla tnica tal que
F G¢ hace conmutar el diagrama (2.34).

Definimos entonces Gf := Gy. No es dificil verificar que G es efectivamente un functor.
De esta manera, € : FG = idp es un isomorfismo natural.

Verifiquemos que se cumple la propiedad universal de € (teorema 2.2.5). Sean C € C,
DeDyg:FC— D.Queremos ver que existe una unica f : C — GD que hace conmutar

el siguiente diagrama:

C FC—5—D (2.35)
-, o T%
£y Ff ey
GD FGD

Tenemos 651 og:FC — FGD; como F es fiel y pleno, existe una tnica f : C — GD
tal que eBl og = Ff, esto es, tal que g = ep o Ff. Esto termina la demostracion. O

De esta manera, un functor adjunto generaliza una equivalencia de categorias, que a

su vez generaliza un isomorfismo de categorias.

Ya hemos visto que si un functor F es una equivalencia de categorias entonces es un
adjunto a izquierda. Observemos ahora que, reciprocamente, si (F, G) es un par adjunto y
ademas F y G son fieles y plenos, entonces F es una equivalencia de categorias. Esto es
un corolario inmediato de la proposicién 2.3.7:

F

Corolario 2.3.10. Sean C CD functores tales que (F, G) es un par adjunto. Si F y

G
G son functores fieles y plenos entonces F y G son equivalencias de categorias.

2.3.6. Preservacion de limites

F
Teorema 2.3.11. Sean C CD functores tales que (F, G) es un par adjunto. Entonces

G
G preserva limites. Dualmente, F preserva colimites.
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Demostracién. Como (F,G) es un par adjunto, existe un isomorfismo natural
T : Hom¢(—, G—) = Homp(F—, —).

Sea M : J — D un diagrama en D que tiene limite. Designemos por (L, ¢;) a su cono
limite.

Es claro que (GL, G¢;) es un cono para el diagrama GM : J — C; lo que queremos
verificar es que es un cono /imite. Para ver esto, tomemos un cono (C,v; : C — GM;)

para GM, y veamos que se factoriza de manera tnica a través de (GL, G¢;).

vi GM, (2.36)
ﬁ

Vj GM[

Los mapas v; : C — GM,; se corresponden con mapas Tc um,(Vv;) : FC — M;: sea
V; = TC’MJ(VJ'). Afirmo que (FC,V;) es un cono para el diagrama M. Es decir, afirmo que

el siguiente diagrama

M;
FC Me]
Yj
M;
conmuta para toda flecha e/ : i — j de J.
La naturalidad del isomorfismo t¢_ : Hom¢(C, G—) = Homp(FC,—) nos da los

siguientes diagramas conmutativos para toda flecha ej 21— j de J:

M;  Home(C, GM;) —% Homp(FC, M;) (2.37)

Mejfl (GMej)*l l(Mej)*

M; Hom¢(C, GI\/IJ-)WHomD(FC, M;)

Consideremos v; € Hom¢(C, GM;). Recorriendo el diagrama en sentido horario, se
tiene v; = V; — MejV;. En el otro sentido, se tiene v; — GMejv; = v; — V;, donde la
igualdad se debe a la conmutatividad de (2.36). En conclusién, por la conmutatividad de

(2.37) se tiene I\/Iejf'\"/,- = V; que es lo que queriamos probar.
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Por lo tanto (FC,V;) es un cono para M. Como (L, ¢;) es el limite de M, entonces

existe una Unica h: FC — L que hace conmutar el siguiente diagrama para toda flecha
e i —jdeJ:

Vi M; (2.38)
vd
FC-los L Mej
N
Vj M

El mapa h: FC — L se corresponde con h == szll_(h) : C — GL. La prueba terminara
cuando veamos que h hace conmutar el diagrama (2.36), i.e. que Glih =v; para todo
i € J, y que es la Unica que cumple esto.

La naturalidad del isomorfismo 1! : Homp(FC,—) = Hom¢(C, G—) nos da los

siguientes diagramas conmutativos para todo i/ € J:

.
L Homp(FC, L) —== Homp(C, GL) (2.39)
K'l (/z,-)*l l(ce,-)*
M,' HomD(FC, M,) T) HomC(C, GM,)
Tem;

Consideremos h € Homp(F C, L). Recorriendo el diagrama en sentido horario, se tiene
hs h— GE,-/AL En el otro sentido, se tiene h — ¢;h = V; — v;. La igualdad es por la
conmutatividad de (2.38), y la segunda asignacién es porque TE}MI(TC’MI,(V,-)) = V.

En conclusién, por la conmutatividad de (2.39), se tiene que Gl;h = v; paratodo i € J,
que es lo que queriamos probar.

Resta ver que h es la Gnica que hace conmutar el diagrama. Sea g : C — GL una
flecha que también hace conmutar el diagrama (2.36): se corresponde con un morfismo
G = tc1(q) : FC — L. Con la misma técnica de naturalidad se prueba que § hace
conmutar el diagrama (2.38). Como L es un cono limite, debe ser § = h, luego g = h. [

Ejemplo 2.3.12. El reciproco de este teorema es falso en general. Veamos un par de
contraejemplos:

= Si C es una categoria distinta de 0, entonces el Gnico functor 0 — C preserva limites
y colimites trivialmente, pero no tiene adjunto a izquierda ni a derecha, pues tales

functores serian de C en 0, y no existen al ser C # 0.
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s Sea C una categoriay G : C — 1 el dnico functor C — 1. Es claro que G pre-
serva limites y colimites. Por otro lado G tiene adjunto a izquierda (resp. derecha)

F :1 — C siy s6lo si C tiene objeto inicial (resp. final).

Ver observacién 2.5.7 para una generalizacién de este ejemplo.

87



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

2.4. Ejemplos

Un ejemplo prominente de functor adjunto viene dado por las subcategorias reflexivas:

Definiciéon 2.4.1. Sea A C B una subcategoria, y sea i : A — B el functor inclusion.
Decimos que A es una subcategoria reflexiva de B si el functor i admite un adjunto a
izquierda r : B — A, llamado reflector.

En las subsecciones siguientes presentaremos diversos ejemplos de subcategorias reflexi-
vas, notablemente en los ejemplos 2.4.6, 2.4.9 y 2.4.13.

2.4.1. Ejemplos del algebra

Adjuncion tensor-hom

Ejemplo 2.4.2. Sean R, S, T anillos.

1. Sea B un (S, T)-bimédulo. Entonces (— ®s B, Hom(B, —)) es un par adjunto:
—®sB
/\
R-Mod-S R-Mod-T
Homt(B,—)

Es decir, hay un isomorfismo natural

Hom(R,T)(— ®5 B, —) = Hom(R,S)(—, HomT(B, —))

2. Sea A un (R, S)-bimédulo. Entonces (A ®s —, Homg(A, —)) es un par adjunto:
ARs—
/\
S-Mod-T R-Mod-T
Homg(A,—)

Es decir, hay un isomorfismo natural

Hom(g,1)(A ®s —, —) = Hom(s 7)(—, Homg(A, —))

Concentrémonos en el primer caso, pues el segundo es analogo.
Para ver que (— ®s B,Hom(B, —)) es un par adjunto, podemos usar la definicién:
Definimos T4 ¢ : Hom(g,s)(A, Hom¢(B, C)) — Hom(g, 1)(A ®s B, C) mediante

Tac(f) = <a © b f(a)(b)>
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definida en los generadores a® b € A®s B. Su inversa T, est4 definida mediante

TL(F) = (a — (b flaw b)))

La naturalidad de T no es dificil de probar.
Determinemos la unidad y la counidad de la adjuncién (— ®s B, Hom¢(B, —), T). Se

tiene
THom(8,¢),c - Hom(g s)(Hom+(B, C),Hom(B, C)) — Homg 1)(Hom(B, C) ®s B, C)
y por lo tanto (observacién 2.2.2), la counidad es €c = Thom(8,¢),c (idHomy(8,¢)):
€ec :Hom¢(B,C)®s B— C, g®b— g(b)
Por otro lado,

TZ,1A®SB : Homg 1 (A ®s B, A®s B) = Hom(g s)(A, Hom1(B, A®s B))

y por lo tanto la unidad es N4 : TyYo p(idasss):
Na:A—=Homp(B,A®sB), a—(b—a®b)

Aplicando el teorema 2.3.11 podemos obtener ciertas conclusiones utiles sobre los
functores — ®s B y Hom¢(B, —).

» El functor Hom7(B, —) : R-Mod-T — R-Mod-S preserva limites. En particular,

preserva productos: esto significa que si (H /\/I,-,7t,-) es el producto de {M;};¢
icl
en R-Mod-T, entonces (HomT (B, 11 M,-),T[,-*> es el producto en R-Mod-S de
il
{Hom+(B, M;)}ici. Tenemos entonces un isomorfismo de (R, S)-bimddulos:

[[Homr (B, M) ~ Hom (B,HM,-) (2.40)
iel iel

Otro tipo particular de limites en R-Mod-T ademas de los productos, son los niicleos
(ejemplo 1.4.25). Entonces Hom (B, —) preserva ntcleos, y por lo tanto se dice que

es un functor exacto a izquierda.

El teorema 2.3.11 también nos permite demostrar que en general Hom¢(B, —) no

admite un adjunto a derecha, como muestra el siguiente ejemplo.

Tomemos R = S = T = Z y B = 7Z/2Z. El conicleo del mapa cociente
p:Q — Q/Z es nulo. El functor Homy(Z /27, —) no preserva este conlicleo, i.e. el
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contcleo de p, : Homz(Z/27,Q) — Homy(Z/27,Q/Z) no es nulo, o equivalente-

mente, p, no es sobreyectiva.

En efecto, si f € Homy(Z/2Z, Q) entonces
0=F(0+2Z)=f(1+2Z)+ f(1+2Z)=2f(1+2Z)

y por lo tanto f(1+2Z) = 0, de donde f = 0.

Por otro lado, Homy(Z/27Z,Q/Z) # {0}, pues ademas del mapa nulo esta el mapa
que manda 1+ 27Z en 1/2 + Z. Por lo tanto p, no es sobreyectiva.

Existe entonces un colimite que Homy(Z/2Z, —) no preserva, y por lo tanto no

admite un adjunto a derecha.

» El functor — ®s B preserva colimites. En particular, preserva coproductos: esto

significa que si | @ M, L,') es la suma directa de {M;},c; en R-Mod-S, enton-
icl
ces ((@/\/],) ®s B, ;i ® idB> es la suma directa en R-Mod-T de {M; ®s B}c,.
icl
Tenemos entonces un isomorfismo de (R, T)-bimédulos:

DM @5 B) ~ (@ /\/l,-> ®s B (2.41)

iel i€l

Otro tipo particular de colimites en R-Mod-S ademas de los coproductos, son los
condcleos (ejemplo 1.4.27). Entonces — ®s B preserva conlicleos, y por lo tanto se

dice que es un functor exacto a derecha.

El teorema 2.3.11 implica que el functor — ®s B no admite adjunto a izquierda en

general, como muestra el siguiente ejemplo.

Tomemos R = S = T = Z, y tomemos B = Z/2Z. El nicleo de la inclusién
i:7Z — Q es nulo. El functor — ®y Z /27 no preserva este niicleo, i.e. el nicleo de
I®id:Z®zZ/27 — Q®yz Z/27Z no es nulo. En efecto, Z ®y Z/27 ~ 7./27, pero
Q ®z Z/27Z = {0}, de donde i ® id no puede ser inyectiva.

Existe entonces un limite que — ®z Z/27Z no preserva, y por lo tanto no admite un

adjunto a izquierda.

Veamos ahora como podemos aplicar las adjunciones tensor-hom para deducir que el
hom contravariante es un adjunto.
Sea A un (R, T)-bimédulo. Veamos que el functor contravariante

Homg(—, A) : R-Mod-S — S-Mod-T
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es un adjunto. Tenemos un isomorfismo
Hom(r s)(C, Hom (B, A)) ~ Hom(s, 1)(B, Homg(C, A)) (2.42)

natural en By en C.

En efecto, las adjunciones tensor-hom nos dan que ambos lados de (2.42) estan natu-
ralmente en biyecciéon con Homg 1)(C ®s B, A), y por lo tanto se consigue la biyeccién
(2.42) natural en By en C.

En conclusion Homg(—, A) y Hom+(—, A) conforman un par adjunto contravariante a
derecha.

Homg(—.,A)
TN
R-Mod-S S-Mod-T
Homr(—,A)

Obtenemos de esta manera que el functor Homg(—, A) : R-Mod-S — (S-Mod-T)?
es un adjunto a izquierda, o equivalentemente, Homg(—, A) : (R-Mod-S)°®* — S-Mod-T
es un adjunto a derecha.

El teorema 2.3.11 nos dice entonces que Homg(—, A) : R-Mod-S — (S-Mod-T)°?
preserva colimites, o equivalentemente, que Homg(—, A) : (R-Mod-S)°®» — S-Mod-T
preserva limites. Es decir, el functor contravariante Homg(—, A) lleva colimites en limites.
En particular, obtenemos que para toda familia {M;},c; en R-Mod-S y A € R-Mod-S se

tiene un isomorfismo de (S, T)-bimédulos:

[ ] Homa(M:, A) ~ Homg (@ M;, A>
icl icl
Obtenemos también que lleva condcleos en nicleos, y por lo tanto se dice que Homg(—, A)

es un functor exacto a izquierda.

El mismo teorema 2.3.11 nos permite concluir que Homg(—, A) no forma parte de un
par adjunto contravariante a izquierda. De ser el caso, deberia llevar limites en colimites. En
particular, deberia llevar nicleos en conucleos, lo cual no ocurre en general, como muestra
el siguiente ejemplo.

Tomemos R = S = T = Z y A = Z. El nicleo de la inclusién i : Z — Q es
nulo. El functor Homz(—,Z) no lleva este nicleo en un condcleo, i.e. el condcleo de
i*: Homz(Q, Z) — Homy(Z,Z) no es nulo, o equivalentemente, i* no es sobreyectiva.

En efecto, si f € Homz(Q,Z) y 2 € Q entonces para todo n € Z \ {0}, se tiene

b

f(2) = f(72) = nf(53) y por lo tanto todo n € Z \ {0} divide a f(3), i.e. () =0,
de donde f = 0. Por otro lado, idz; € Homy(Z,7Z) # {0}, y entonces i* no puede ser

sobreyectiva.

91



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

Restriccion y extension de escalares

Ejemplo 2.4.3. Sean f : R — Sy g: T — L morfismos de anillos.

Definimos el functor de restriccién de escalares Ur, : S-Mod-L — R-Mod-T, que a
un (S, L)-bimédulo M le asocia el mismo grupo abeliano M con accién de R a izquierda y
de T a derecha dadas por:

r-m:=f(r)m m -t = mg(t)

paratodo r € R, t € T,m € M; y que a un morfismo de (S, T)-bimédulos @ : M — N le
asocia el mismo morfismo de grupos abelianos @ : M — N, que automaticamente respeta
la accidn a izquierda de R y la accién a derecha de T: en efecto, si r € R, m € M entonces
@(r-m) = @(f(r)m) = f(r)e(m) =r- @(m), y anidlogamente para la accién de T.

El caso en el que f y g son inclusiones de subanillos en anillos explica el nombre del

functor.

Definimos el functor de extension de escalares Ef, : R-Mod-T — S-Mod-L como
Efg = Uids,f(s) QXr — Q7 Ug,idL(L)-

Observar que Uy, ¢(S) no es sino S visto como (S, R)-bimddulo, donde la accién de
S a izquierda es la accién regular, y la acciéon de R a derecha es la accién dada por la
restriccion de escalares en la derecha.

Anélogamente U, 4, (L) no es sino L visto como (T, L)-bimédulo, donde la accién de
L a derecha es la accién regular, y la acciéon de T a izquierda es la accién dada por la
restriccion de escalares en la izquierda.

Normalmente se sobreentienden estas estructuras de (S, R)-bimédulo de Sy de (T, L)-
bimédulo de L, y el functor de extensién de escalares se escribe sencillamente como
S®r—®71 L.

De nuevo, si pensamos que f y g son inclusiones de subanillos en anillos, se explica el
nombre de este functor: si R C Sy T C L son subanillos, se le asocia a un (R, T)-bimédulo
un (S, L)-bimédulo.

Observar que tomando el mapa g como la identidad idr : T — T se obtiene
una extensién de escalares “sélo del lado izquierdo”, y en este caso se obtiene que
S®r—®71 T =S5 ®g —, donde este dltimo isomorfismo natural se consigue como el del
ejemplo 1.3.5.5. Andlogamente del lado derecho, tomando f como la identidad idg : R — R.

Para verificar que esta es realmente una manera universal de asociarle a un (R, T)-
bimédulo un (S, L)-bimédulo, tenemos que verificar que la extension de escalares es adjunta
a la restriccién de escalares. Explicitamente, veamos que (Es 4, Ur ) es un par adjunto, i.e.

la extension de escalares es el adjunto a izquierda de la restriccion de escalares.
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E,
R-Mod-T S-Mod-L
T~

Ur g

Sea 1 : idr-Mod-T = Ur g Er ¢ definida por ny = 1 ®g idy @7 1. Es decir, haciendo un
ligero abuso de notacion,
T]MCM—>S®RM®TL

es el morfismo de (R, T)-bimédulos tal que m — 1 ® m® 1 para todo m € M. Se verifica
rapidamente que 1 es una transformacioén natural.

La transformacién natural 1 cumple la propiedad universal de la unidad (2.14): para
todo M € R-Mod-T, N € S-Mod-L, h: M — Us z(N) morfismo de (R, T)-bimédulos,
existe una unica k : Ef (M) — N morfismo de (S, L)-bimédulos que hace conmutar el

siguiente diagrama (donde continta el abuso de notacién):

M%ﬁ/\/

W

SOrM®7L

En efecto, una tal k debe cumplir que
k(s @m® /() =sk(l®@ m® 1)l = sk(nm(m))¢ = sh(m)l

para todo me€ M,s € S,/ € L. Esto prueba la unicidad de k, y ademés k asi definida es
efectivamente un morfismo de (S, L)-bimddulos.

En general, el mapany : M — S ®zr M ®1 L no es inyectivo: por ejemplo si
R=T=L=7,5=Q, f:Z — Q es lainclusién, g : Z — Z es la identidad, y
tomamos el grupo abeliano Z/nZ, resulta que el producto tensorial Q ®z Z/nZ &z Z es
nulo, y por lo tanto no admite ninglin morfismo de grupos inyectivo desde Z/nZ.

Definimos el functor de coextension de escalares Cy 4 : R-Mod-T — S-Mod-L como
Crg = Homr (Uig, (L), Homg (Ursu(S). =) ).

De nuevo, normalmente se sobreentienden estas estructuras de (R, S)-bimédulo de S
y de (L, T)-bimédulo de L, y se considera que el functor de coextensién de escalares es
sencillamente Hom (L, Homg(S, —) ).

Como antes, el nombre de este functor se explica considerando el caso en que f y g
son inclusiones de subanillos en anillos.

Observar que tomando el mapa g como la identidad idt : T — T se obtiene una

coextensién de escalares “sélo del lado izquierdo”, y que en este caso se obtiene que
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Homr (T, Homg(S, —)> > Homg(S, —), donde este Gltimo isomorfismo natural se con-
sigue como el del ejemplo 1.3.5.4. Analogamente del lado derecho, tomando f como la
identidad idg : R — R.

Esta es otra manera de asociarle a un (R, T)-bimédulo un (S, L)-bimédulo, que es
también universal, en el sentido que es adjunta a la restriccién de escalares, pero lo es del
otro lado: veamos que (Ur,, Cr ) es un par adjunto, i.e. la coextensién de escalares es el
adjunto a derecha de la restriccion de escalares.

U g
e
S-Mod-L R-Mod-T
T~

Crg

En este caso, conseguiremos que la coextensién de escalares de un (R, T)-bimédulo M
sea un (S, L)-bimédulo Hom7(L, Homg(S, M)), y tendremos un mapa

ey : Homy(L, Homg(S, M)) - M

con codominio M en vez de dominio M como tenia la unidad de la extensién de escalares.

Este mapa €), tampoco serad en general sobreyectivo, como muestra el mismo ejemplo
que prueba que My, no es en general inyectivo.

Definimos una transformacién natural € : Ur (s, = idr-mod-1, definida por la
evaluacion en 1 dos veces. Es decir, ey se define por ey(f) = f(1)(1) para todo
f € Homt(L, Homg(S, M)). La naturalidad de € se verifica rapidamente.

La transformacién natural € cumple la propiedad universal de la counidad (2.15): para
todo N € S-Mod-L, M € R-Mod-T, h : Us,(N) — M morfismo de (R, T)-bimédulos,
existe una unica k : N — Cy (M) morfismo de (S, L)-bimédulos que hace conmutar el

siguiente diagrama (donde continda el abuso de notacién):

N - h M

A

Hom (L, Homg(S, M))

En efecto, una tal k debe cumplir que ep(k(n)) = k(n)(1.)(1s) = h(n). Esto define k(n)
univocamente para todo n € N (pues {1s} y {1,} son bases de S y L respectivamente), y

una tal k resulta efectivamente un morfismo de (S, L)-bimédulos.
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Estas dos adjunciones se visualizan en el siguiente diagrama:
R-Mod-T

Erg Urg Crg

S-Mod-L

Functor libre

Ejemplo 2.4.4. Sea (C, U) una categoria concreta. En caso de que exista un adjunto a
izquierda de U : C — Set se le llama functor libre; designémoslo por F : Set — C. Si X

es un conjunto, FX se llama objeto libre de base X.

F
Y
Set C
K~
U
En este caso, es la caracterizacién de un par adjunto mediante una unidad que cumple la
propiedad universal (2.14) la que nos sea quizas mas familiar. En efecto, esta caracterizacién
nos dice que F cumple que existe 1 : idset = UF tal que para todo X € Set, C € C,
f : X = UC funcién, existe un Gnico morfismo f : FX — C tal que Uf hace conmutar el
siguiente diagrama:

X—f>WUC C (2.43)
T UF F
UFX FX

Esta es la usual “propiedad universal del objeto libre” que conocemos de las categorias
Mon, Grp, Ab, R-Mod, K-Alg, por ejemplo (donde los functores de olvido son los usuales).
El objeto libre (monoide libre, grupo libre, grupo abeliano libre, R-médulo libre, K-algebra
libre...) de base X, FX, cumple que para todo objeto G (monoide, grupo, grupo abeliano,
R-médulo, K-algebra...) y funcién f : X — G existe un dnico morfismo f:FX — G que
hace conmutar el siguiente diagrama:

X—'f.¢G

FX

El diagrama (2.43) es de hecho igual a este, donde nos hemos olvidado que en realidad

la funcién f tiene como codominio UG, y que la funcién . tiene como codominio UFX
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(categéricamente, no tiene sentido una funcién entre un conjunto y un grupo, por ejemplo,
y por lo tanto hay problemas con el “diagrama” anterior que formalmente debe entenderse
como el diagrama (2.43)).

De esta manera, la usual “inclusiéon canénica” tx : X — FX no es sino la componente
en X de la unidad del par adjunto (F, U).

Esto es coherente con el ejemplo 1.2.27.2, en el que vimos que los mapas tx son objetos
iniciales de (X | U) en el caso C = R-Mod, y con el corolario 2.3.3 con el que se obtiene
que el R-moédulo libre de base X, FX, define un functor de manera que los Lx sean las

componentes de una unidad del par adjunto (F, U).

La definicién de par adjunto en este caso nos dice que hay una biyeccién natural
Home(FX, C) ~ Homse (X, UC) en ambas variables. La existencia de esta biyeccion
formaliza la usual afirmacién “para definir un morfismo desde F X, basta definir una funcién
desde X; reciprocamente, toda funciéon desde X se extiende a un Gnico morfismo desde
FX"

Observar que el functor de olvido no suele tener adjunto a derecha en categorias “de
tipo algebraico” (como R-Mod, Grp...) pues no suele preservar colimites (ver observacién
1.4.38).2

No toda categoria concreta admite un functor libre. El functor de olvido U : Fld — Set
no tiene adjunto a izquierda. Supongamos que existe un tal adjunto F : Set — Fld.
Entonces si K es un cuerpo, habria una biyeccién Homgg(F0, K) ~ Homge (0, UK).

Como hay una funcién () — UK para cualquier cuerpo K, habria un morfismo de cuer-
pos F() — K. En particular, habria un morfismo de cuerpos F() — F, (el cuerpo con dos
elementos), y por lo tanto F() tendria caracteristica 2 (no hay morfismos entre cuerpos de
diferente caracteristica); pero también por la misma razén habria un morfismo de cuerpos

F() — Q, y entonces F() deberia tener caracteristica 0, llegando a una contradiccién.

Hay ciertos casos en los que ciertos functores fieles cuyo codominio no es necesariamente
Set se llaman functores de olvido. Por ejemplo, el functor U : K-Alg — K-Mod, que olvida
la estructura de anillo. Este functor tiene un adjunto a izquierda T : K-Mod — K-Alg,
que también se llama functor libre. Si V € K-Mod, entonces la propiedad universal de la
unidad de T es exactamente la propiedad universal de la inclusién t: V — T(V), donde
T(V) es el algebra tensorial de V. De esta manera, el algebra tensorial de un K-médulo

V es el “algebra libre de base el K-moédulo V"

2 Sin embargo, ver ejemplo 2.4.10 para un caso donde el functor de olvido s/ tiene adjunto a derecha.
Quizas sea esta la razén de que en este caso al adjunto a izquierda al functor de olvido (que también

existe) no se le suela llamar functor libre.
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La proposicién 2.3.5 se aplica en este caso: tenemos adjunciones

L
_ P
Set K-Mod K-Alg
\_/ \_/
U v’

donde Lk : Set — K-Mod es el functor libre de K-médulos; y por lo tanto (T Lk, UU’) es
un par adjunto.

Esto nos dice entonces que existe un functor libre F : Set — K-Alg; ademas
F(X) = T(Lx(X)) para todo conjunto X. Explicitamente, F(X) es la K-algebra de

polinomios con coeficientes en K en indeterminadas x € X que no conmutan.

Anélogas consideraciones valen para la categoria K-CAlg de K-algebras conmutativas.
En este caso, el adjunto a izquierda del functor de olvido U : K-CAlg — K-Mod es
S : K-Mod — K-CAIg que a un K-médulo V le asocia su dlgebra simétrica S(V).
Del mismo modo, el functor de olvido K-CAlg — Set tiene un adjunto a izquierda
F : Set — K-CAlg, que cumple F(X) = S(Lx(X)) para todo conjunto X. Explicitamente,
F(X) es la K-algebra de polinomios con coeficientes en K en indeterminadas x € X que

conmutan.

Otros ejemplos

— A4
Ejemplo 2.4.5. Sean Grp K-Alg . Aqui U es el functor que a una K-algebra le asocia
—

U
su grupo de elementos invertibles, andlogamente al functor (—)* del ejemplo 1.3.5.3. El

functor F es el functor que a un grupo G le asocia su algebra de grupo KG, y que a un
morfismo de grupos G — H le asocia su extension K-lineal KG — KH que es un morfismo
de K-algebras.

Entonces (F, U) es un par adjunto, cuya unidad estd dada por la “inclusién” de G en
KG, i.e.:idgp = UF es tal queng : G — UFG es la inclusién. La propiedad universal

de 1 se verifica analogamente al ejemplo 2.4.4.

Ejemplo 2.4.6. Veamos ciertos ejemplos de subcategorias reflexivas.

1. La subcategoria Ab C Grp es reflexiva:

Recordemos que el subgrupo conmutador [G, G| de un grupo G se define como el
subgrupo de G generado por los elementos de la forma xyx~'y~! donde x,y € G.
Es un subgrupo normal; se define la abelianizacién de G como G, == G/[G, G], que
resulta un grupo abeliano.
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La abelianizaciéon de G cumple la siguiente propiedad universal: dado un grupo
abeliano A y un morfismo de grupos f : G — A, existe un Gnico morfismo de grupos

f : Gy — A que hace conmutar el siguiente diagrama

G —iA
F
Gab

donde n¢g : G — G,p, es el mapa cociente.

En el diagrama anterior aparece el mismo problema formal que ocurriera en el ejemplo
2.4.4: por ejemplo, f no puedeirde G en A, pues G € Grpy A € Ab. Debe entenderse

el diagrama anterior como el siguiente:

G—iA A
o B
nGl . T
f F
/ Gab Gab

Repetiremos el abuso de notacidn recién descrito cuando no haya riesgo de ambigiie-
dad.

El corolario 2.3.3 concluye que G,p, define un functor ab : Grp — Ab de manera que
(ab, i) sea un par adjunto con unidad dada por 1 : idg,, = i ab.

ab
~

Grp Ab
~__
-
En conclusién, Ab C Grp es una subcategoria reflexiva cuyo reflector es la abeliani-

zacion.

2. En este ejemplo, anillo significa un objeto de Rng, y morfismo de anillos significa

una flecha de Rng.

Veamos que la subcategoria Ring C Rng es reflexiva. Sea i/ : Ring — Rng el functor
inclusion.

r
—

Rng Ring
Y~ —
i
Para construir un reflector r, en virtud de la proposicién 2.3.2 basta determinar para
cada R € Rng un objeto inicial de la categoria coma (R | 7). Es decir, para cada

R € Rng debemos determinar un rR € Ring y un morfismo de anillosng : R — irR
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que cumpla la siguiente propiedad universal: para todo A € Ring y morfismo de
anillos @ : R — /A existe un tnico morfismo de anillos con unidad ¢ : rR — A tal

que i@ hace conmutar el siguiente diagrama:

RL: iA jA (2.44)
an o -
i@ R
irR rR

El anillo con unidad rR se construye de la siguiente manera: rR := Z x R con las

operaciones definidas mediante
(n]_, I’]_) + (nz, I’2) = (n1 =+ ny, n + I’2), (n]_, I’]_) . (n2, I’2) = (n1n2, nr + Ny + I’1I’2)

para todo ny,m € Z, i, n» € R.
La unidad de rR es (1,0). Se define ng(r) := (0, r) paratodo r € R.Si @ : R — iA,

existe un dnico @ que hace conmutar el diagrama (2.44), y se define mediante
@(n,r)y:=n-1a+ @(r) paratodon€ Z,r € R.

El corolario 2.3.3 concluye que rR define un functor r : Rng — Ring de manera que

(r,i) sea un par adjunto cuya unidad esta dada por 1 : idreg = ir.

En este caso, la existencia del reflector r : Rng — Ring muestra que se puede

adjuntar una unidad a un anillo, de manera functorial y universal.

3. Al final del ejemplo 2.4.4 vimos que el functor S : K-Mod — K-CAIg que a cada
K-médulo le asocia su algebra simétrica es el adjunto a izquierda del functor de
olvido K-CAlg — K-Mod. Sin embargo, no consideramos que el algebra simétrica
se construye a través del algebra tensorial: S(V) se construye como la K-algebra
cociente de T(V) por el ideal generado por los elementos de la forma x ® y — y ® x
donde x,y € V.

Tomamos ese cociente porque queremos convertir T (V) en un algebra conmutativa:
esto lo podemos hacer en general. En otras palabras, la subcategoria K-CAlg de
K-Alg es reflexiva, con reflector dado por el functor r : K-Alg — K-CAlg que a una
K-algebra A le asocia el cociente por el ideal conmutador, es decir, el ideal generado

por los elementos xy — yx donde x,y € A.

Por lo tanto, el functor S es la composicion K-Mod LK—AIg —+K-CAlg .

4. Sea Dom la categoria cuyos objetos son los dominios de integridad y cuyos morfismos
son los morfismos inyectivos de anillos. Recordemos que el cuerpo de fracciones de

un dominio D consiste en un cuerpo Frac(D) con un morfismo de anillos inyectivo
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Np : D — Frac(D), que cumple la siguiente propiedad universal: para todo cuerpo F
y todo morfismo de anillos inyectivo ¢ : D — F existe un Gnico morfismo de cuerpos

@ : Frac(D) — F que hace conmutar el siguiente diagrama:

D—F— (2.45)
nDl
e
Frac(D)

Recordemos que un morfismo de cuerpos siempre es inyectivo; por lo tanto
FId C Dom es una subcategoria. Sea i : Fld — Dom el functor inclusion.

La conmutatividad del diagrama (2.45) expresa que 1)p : D — i Frac(D) es un objeto
inicial de la categoria coma (D | i) para todo D € Dom. Por lo tanto, el corolario
2.3.3 indica que Frac : Dom — Fld es un functor tal que (Frac, i) es un par adjunto
con unidad dada por 1 : idpem = i Frac.

Frac

—
Dom Fid
~_
i
En conclusién, Fld es una subcategoria reflexiva de Dom, cuyo reflector es el cuerpo
de fracciones.

Observacion 2.4.7. Sea (C, U) una categoria concreta tal que U tiene un adjunto a izquierda
F. Al ser U un functor fiel, podemos identificar C con una subcategoria de Set, y U con
una inclusién. De esta manera, el functor libre F es un reflector. Sin embargo, el espiritu
de una reflexion es diferente al de un functor libre. Mientras que el functor libre le asocia
a un conjunto X el objeto “mas general” de C con el que se vincula (el objeto mas “libre
de relaciones”), una reflexién consigue ya sea restringir una categoria para obtener una
propiedad adicional (ver ejemplos 2.4.6.1, .2 y .3), ya sea “completar” la categoria (ver
ejemplos 2.4.6.4 y 2.4.9).

También podemos pensar un reflector como una mejor aproximacién a una categoria
a través de otra. Por ejemplo, la abelianizacién (el reflector del ejemplo 2.4.6.4) permite
obtener el grupo abeliano que “mejor aproxima™ a un grupo dado. El reflector del ejemplo
2.4.6.2 permite obtener el anillo con unidad que “mejor aproxima” a un anillo dado.

El autor considera que estas interpretaciones informales se aplican con diversos grados
de adecuacién a diferentes adjunciones. El lector sabrad adoptar la 6ptica que le sea de

mayor provecho a la hora de considerar una adjuncioén dada.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos la categoria R-Mod. Es sabido que en esta categoria los

productos binarios y los coproductos binarios “coinciden”. Formalmente, esto significa que
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los functores producto y coproducto R-Mod x R-Mod — R-Mod (como en la observacion
1.4.17 y su observacién dual) son naturalmente isomorfos, lo cual no es dificil de probar.

Por lo tanto, para la categoria discreta J que consta de dos objetos, los functores
ILmJ, Ii_mﬂ : R-Mod x R-Mod — R-Mod son naturalmente isomorfos; designémolos por ®.
El ejemplo 2.4.16 nos dice entonces que & es adjunto a izquierda y a derecha del functor
diagonal A, consiguiendo de esta forma una cadena de functores adjuntos:

("'VA1®VAI@VAI@Y"')

2.4.2. Ejemplos de la topologia

Ejemplo 2.4.9. La completacién de un espacio métrico se puede considerar como una
reflexion:

En el ejemplo 1.2.27.1 vimos que para cada M € Met, hay un objeto inicial en la
categoria coma (M | i), donde i : CompMet, — Met, es el functor inclusién. Este objeto
inicial es la inclusién ty : M — M de M en su completacién.

El corolario 2.3.3 indica entonces que existe un Unico functor r : Met, — CompMet,
que a un espacio métrico le asocia su completacién, de manera que (r, /) sea un par adjunto

con unidad dada por t: idmet, = ir.

Ejemplo 2.4.10. Sea U : Top — Set el functor de olvido. Veamos que tiene un adjunto a

izquierda L : Set — Top.
L

~
Set Top

&_/
v

Un espacio topolégico (X, T) es discreto si T = P(X). Observar que si X,Y son
espacios topolégicos y X es discreto, entonces toda funcion f : X — Y es continua.

Definimos LA := (A, P(A)) para todo A € Set; si f : A— B es una funcién, definimos
Lf : (A, P(A)) — (B, P(B)) como Lf(a) := f(a) para todo a € A, que es continua por
tener A la topologia discreta.

Observar que UL = idse;. Definimos 1 @ idser = UL = idser como ) = idjgg,,. Se cumple
la propiedad universal de la unidad (2.14): para todo A € Set, X € Top, y f : A — UX
funcién, existe una Unica funcién continua fi LA — X tal que Uf hace conmutar el

siguiente diagrama:

A—f>WUX X
o UF f
ULA LA
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Es decir, existe una Gnica f : LA — X tal que Uf = f. En efecto, al tener LA la
topologia discreta, si definimos f : LA — X como f(a) = f(a) para todo a € A, resulta
automaticamente f continua, y es la tnica que cumple Uf = f.

Esto prueba que el adjunto a izquierda del functor de olvido de Top es el functor que
dota a un conjunto de la topologia discreta.

Un espacio topolégico (X, T) es indiscreto si T = {{), X}. Observar que si X, Y son
espacios topolégicos e Y es indiscreto, entonces toda funcién f : X — Y es continua.

Podemos definir entonces de manera analoga un functor R : Set — Top, que a un
conjunto A le asocia el espacio topolégico (A, {(), A}); idem en las flechas. También se

tiene que UR = idset>, pero en este caso se prueba que R es un adjunto a derecha de U.

U
~ 3

Top Set
~
R

En conclusién, estas dos adjunciones se visualizan en el siguiente diagrama:

Set

L< TU>R

Top

En particular, el functor de olvido de Top preserva limites y colimites.

Ejemplo 2.4.11. Sea Top, la categoria cuyos objetos son pares (X, A) donde X es un
espacio topolédgico y ) # A C X es un subespacio, y cuyas flechas f : (X, A) — (Y, B)
son funciones continuas f : X — Y tales que f(A) C B.

Sea Top, la categoria de espacios topoldgicos punteados, es decir, la subcategoria plena
de Top, cuyos objetos son pares (X, {x}) con xo € X. Escribiremos (X, {x0}) = (X, x0).

Veamos que la la subcategoria Top, C Top, es reflexiva. Sea / : Top, — Top, el
functor de inclusién.

Para determinar un adjunto a izquierda de i utilizaremos el corolario 2.3.3. Dado
(X, A) € Top, buscamos un objeto inicial de ((X, A) | 7). Este objeto inicial es el mapa
cociente N4 : (X, A) — i(X/A, [a]), donde X/A es el espacio X con los puntos de A
identificados (dotado de la topologia cociente), y [a] denota la clase de equivalencia de un
acA

En efecto, si f : (X, A) — i(Y, ), entonces f(A) = {yo}, y por lo tanto existe una

3 Obtenemos, de paso, un ejemplo de la no unicidad de la inversa a derecha de un functor: ciertamente
L#R.
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Gnica f : (X/A,[a]) = (Y, yo) tal que if hace conmutar el siguiente diagrama:

XA o (Yoe) XA o o (Y )

Existe entonces un dnico functor r : Top, — Top, tal que (r, /) sea un par adjunto
con unidad dada por la transformacién natural n : Top, = ir cuya componente en (X, A)
es el mapa cociente 14 : (X, A) — i(X/A, [a]).

/%L
T0p2 TOp*
v
Observar que si f : (X,A) — (Y, B) es un mapa de Top,, entonces rf es el Gnico
mapa (X/A, [a]) — (Y/B,[b]) que hace conmutar el siguiente diagrama:

(X, A)—L— (Y, B)

(X/A[al) (Y /B[]

2.4.3. Ejemplos de la combinatoria

Ejemplo 2.4.12. Sean (A, <) y (B, <) érdenes parciales que consideraremos también como
F

categorias (ejemplo 1.1.12.1) Un par adjunto (F, G) de functores ACB se llama

G
conexion de Galois mondtona. Explicitamente, esto significa que F y G son funciones

mondtonas (ejemplo 1.2.4.6) tales que para todo a € A, b € B hay una biyeccion
Homg(Fa, b) ~ Homa(a, Gb)

natural en ambas variables. Los cuadrados de naturalidad no aportan informacién adicional
en este caso en virtud de la observacion 1.2.15. La existencia de estas biyecciones significa
que

Fa<b < a<Gb

para todo a € A, b € B.

Veamos un primer ejemplo sencillo de una conexién de Galois mondtona.
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Consideremos Z y R como preérdenes. El functor inclusién i : Z — R tiene un adjunto
a izquierda F : R — Z. La existencia de una transformacién natural n : idg = iF significa
en este caso (ejemplo 1.3.5.6) que para todo x € R se debe tener x < Fx. Ademés, n
debe cumplir la propiedad universal de la unidad, que en este caso significa que para todo
x € R,n € Z con x < n, se tiene que Fx < n.

Por lo tanto F no es sino la funcién techo | |, que a un real x le asocia el menor entero
mayor o igual que él, [x].

Anélogamente i tiene un adjunto a derecha, dado por la funcién piso | |, que a un
real x le asocia el mayor entero menor o igual que él. Estas adjunciones se visualizan en el
siguiente diagrama:

R

H<T">LJ

Z

En este ejemplo resulta patente la heuristica que nos dice que podemos pensar un

adjunto a un functor como una “mejor aproximacion”.

Demos otro ejemplo. Si M € R-Mod, llamémosle Sub(M) al conjunto de los submé-
dulos de M ordenado por la inclusién.

Sea M € R-Mod y N C M un submédulo. Recordemos que los submédulos del cociente
M /N son de la forma H/N para un dnico submédulo H C M. Entonces hay una conexién

de Galois
F

—
Sub(M) Sub(M/N)
&E/

donde las funciones monétonas F, G estan definidas asi: F(H) = H/N, y G(K/N) = K.
La condicién de ser conexién de Galois es que para todo H € Sub(M), K/N € Sub(M/N)
se cumpla que FH C K/N < H C G(K/N), i.e.

H/NC K/N < HCK

lo cual es cierto.
Se tiene una conexién de Galois analoga considerando por ejemplo los subgrupos de G
y los subgrupos de G/N, donde G es un grupoy N C G es un subgrupo normal, etc.

Recordemos que una funcion F : A — B entre 6rdenes parciales es antitona si

a<a = F(a) > F(d') para todo a,d € A.
Una conexion de Galois antitona entre dos drdenes parciales (A, <) y (B, <) es un par
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adjunto (F, G) de functores Ar\/_ﬁ/\BOP . Explicitamente, F : A— By G : B — A son

G
funciones antitonas tales que para todo a € A, b € B hay una biyeccién

Hompes(Fa, b) = Homp(b, Fa) ~ Homa(a, Gb)

natural en ambas variables. De nuevo, los cuadrados de naturalidad no aportan informacion

adicional, y la existencia de estas biyecciones significa que
b< Fa < a<GGb

para todo a € A, b € B.

Un ejemplo de conexién de Galois antitona es la que surge de la teoria de Galois de
extensiones de cuerpos. Sea F C K una extensiéon de cuerpos. Sea A el conjunto de
cuerpos intermedios de la extensién, i.e. los subcuerpos E C K tales que F C E. Sea B el
conjunto de subgrupos de Gal(K/F), el grupo de Galois de la extensién. Consideremos A
y B ordenados por la inclusién. Tenemos entonces

Gal(K/—)
A/_\" gop
”\F&/
donde Gal(K/—)(E) = Gal(K/E) y Fix(H) = {e € K : 0(x) = « para todo 0 € H} es
el cuerpo fijo de H.
La teoria de Galois afirma que para todo E € A, H € B se cumple que

H C Gal(K/E) < E C Fix(H)

Es decir, (Gal(K/—), Fix) es una conexién de Galois antitona.

Ejemplo 2.4.13. Analicemos el ejemplo 1.3.8.1 desde otro punto de vista.

Sea Ord C Preord la subcategoria plena cuyos objetos son los 6rdenes parciales.
Veamos que es una subcategoria reflexiva. Sea i : Ord — Preord el functor inclusién.
Definamos un reflector r : Preord — Ord.

r
R

Preord Ord
~_

i

Si X € Preord, definimos rX = X/. como en el ejemplo 1.3.8.1, y definimos
Nx : X — irX como el mapa cociente X — X/..
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Apliquemos el corolario 2.3.3: veamos que 1nx es un objeto inicial de la categoria coma
(X | i) para todo X € Preord. Si A € Ordy f : X — iA es una funcién mondtona,

entonces existe una unica g : rX — A tal que ig hace conmutar el siguiente diagrama:

X —f A
A A
Wl - -
g 8
irX rX

En efecto, la existencia y unicidad de una tal g nos la da la propiedad universal del cociente.
La funcién f “pasa al cociente” por ser A un orden parcial: si x ~ x’ en X, i.e. x < X/
y x' < x, entonces la monotonia de f nos da que f(x) < f(x') y f(x') < f(x), y por lo
tanto f(x) = f(x’).

Por lo tanto, rX define un tnico functor r : Preord — Ord tal que (r, i) sea un par

adjunto con unidad dada por 1 : idpreora = I7-
Veamos un ejemplo de una subcategoria que no es reflexiva:

Ejemplo 2.4.14. Sea FinSet C Set la subcategoria plena cuyos objetos son los conjuntos
finitos. No es una subcategoria reflexiva. En efecto, sea / : FinSet — Set el functor
inclusién, y supongamos que existe un reflector r : Set — FinSet. Sea A € Set un
conjunto infinito y X € FinSet tal que el cardinal de X es mayor o igual a 2. Entonces
deberia haber una biyeccién Homget(A, iX) ~ Homginset(rA, X). Esto es absurdo, pues el

hom-set de la izquierda es infinito y el de la derecha es finito.

Ejemplo 2.4.15. Dado n € N, sea n el orden parcial {0 <1 < --- < n— 1} considerado

como una categoria. Definimos functores

d - n—=n+1 0<i

<i<n
ss:n+1—=n 0<i<n-1
. ] sij<i . ] sij>1i .
mediante d'(j) = J J y s'(j) = J I =" 4 13 funcién d' es
41l osij>i j—1 sij>i

la inyeccién monétona que no alcanza a i en la imagen, y la funcién s’ es la funcién
sobreyectiva y monétona que envia dos elementos a i.

Estos 2n+ 1 functores forman una cadena de functores adjuntos de la siguiente manera:
(dn sn—l dn—l dl 50 dO)

Es decir, para cada i =0,...,n— 1 se tiene que (d'™,s') y (s', d') son pares adjuntos,
lo cual se verifica rapidamente (en el ejemplo 2.4.12 se describen las adjunciones en 6rdenes

parciales).

4 Estos functores se conocen como coface maps y codegeneracy maps en la teoria de conjuntos simpliciales.
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Con este ejemplo conseguimos cadenas no triviales de functores adjuntos de largo

arbitrario.

2.4.4. Ejemplos de la teoria de categorias

Ejemplo 2.4.16. Sea J una categoria pequeiia y C una categoria J-completa. Recordemos
(corolario 1.4.7) que el limite es un functor: M : C? — C. Sea A : C — C7 el functor

diagonal como en la observacién 1.4.3.
A

A
: : : J
Veamos que (A, M) es un par adjunto: CVC :
jm
Utilicemos la caracterizacién de un par adjunto dada por el teorema 2.2.5 a través de
la counidad y su propiedad universal.
Aljm
Definamos una transformacién natural C? e C7.
~_
idey
A(ljm D)
Si D € C’, entonces e debe ser una transformacién natural J {eo ~C . Definimos
\_/

D
€p; : A(I@ D), = I@ D — D; como €p; = A; para todo i € J, donde A; son los morfismos

candnicos del limite M D. De esta manera, € es una transformacién natural, es decir, el

siguiente diagrama

i LiLnDLD,-

J
conmuta para toda flecha ej ;1 — j de J, pues (I@ D, \;) es un cono para el diagrama D.
Veamos que € cumple la propiedad universal (2.15). Sea C € C, D € C'yt: AC = D,

debemos ver que existe una unica f : C — M D que hace conmutar el siguiente diagrama:

c AC—=—=D (2.46)

[+

A:t,;::"::::A
imo

I'@ D

Es decir, debemos ver que existe una tnica f : C — @1 D que hace conmutar el siguiente
diagrama de las componentes de las transformaciones naturales involucradas para todo
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i€ J:
C% D; (2.47)
o
I'@ D

Recordemos de la observacién 1.4.3 que al ser T : AC = D se tiene que los morfismos
T; : C — D; conforman un cono para D. Por lo tanto, la propiedad universal del limite nos

dice que existe una tal f y es Unica.
Dualmente se demuestra que (I|_m> A) es un par adjunto si C es J-cocompleta, definien-
do la unidad n : idgs = Ii_m>A como MNp = (;)ics donde w; son los morfismos candnicos

del colimite I|_m> D.

Por lo tanto, el functor diagonal A tiene tanto adjunto a izquierda como adjunto a

derecha si C es J-completa y J-cocompleta. Podemos representar las dos adjunciones en

(o)

Se demuestra de manera anéloga que, reciprocamente, si el functor A : C — C7 tiene

un diagrama:

adjunto a derecha (resp. izquierda) entonces C es J-completa (resp. J-cocompleta). En
conclusion:

Proposicion 2.4.17. Una categoria C es J-completa (resp. J-cocompleta) si y sélo si el
functor diagonal A : C — C? tiene adjunto a derecha (resp. izquierda). En este caso, su
adjunto a derecha (resp. izquierda) es naturalmente isomorfo al functor I@ : C? — C (resp.
Y

lim : C* — C).

Aplicando la proposicién anterior y el teorema 2.3.11, deducimos que los limites “con-
mutan” si existen todos los limites involucrados. Sea D : | — C’ un diagrama en C”.

Entonces M l@/ D es el objeto limite del diagrama I@JOD : | — C, es decir:

J

jm(jm D) = lim(lim(D))?

Dualmente se deduce que los colimites conmutan.

Ejemplo 2.4.18. Sea C una categoria. Si un functor U : C — Set es un adjunto a derecha
entonces es representable:

5 Usando el corolario 2.5.5, deducimos que sélo se precisa pedir que C sea /-completa y J-completa.
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Supongamos que Set:C son functores tales que (F, U) es un par adjunto. En-

U
tonces U = Hom¢(F1, —), donde 1 designa un objeto final de Set (i.e. cualquier conjunto

unitario, e.g. 1 = {x}).

En efecto: sea ) : U = Homget(1, U—) definida mediante P : UC — Homse(1, UC),
Pc(x) = 84 donde 8,(x) = x. Es claro que ¢ es un isomorfismo para cada C € C;
verifiquemos que \ es natural, i.e. que los siguientes cuadrados conmutan para toda
f: C — (' flecha de C:

C UC < Homse(1, UC)

[

c’ uc’ 11)—> HomSQt(l, UC/)
C/

Si x € UC, entonces recorriendo el diagrama en sentido horario, se tiene:

((UF)be)(x)(x) = ((UF).(8))(x) = UF(8x(x)) = Uf(x)

Recorriendo el diagrama en el sentido antihorario, se tiene:

(e UF)(x)(*) = (e (UF(x))) (%) = Sur (x) = Uf(x)

Por lo tanto U = Homge(1, U—) = Hom¢(F1, —) pues (F, U) es un par adjunto, y
entonces U es representable.

Este ejemplo se aplica a functores de olvido, demostrando que son representables.
Tomemos por ejemplo C = Ab. Si F : Set — Ab es el functor libre (ejemplo 2.4.4),
entonces se verifica facilmente que F1 >~ Z (i.e. el grupo abeliano libre de base {x} es Z).

Concluimos que U = Homap(Z, —).

Ejemplo 2.4.19. Sea C una categoria. Todo functor representable U : C — Set tiene un
adjunto a izquierda si y sélo si C tiene copotencias.
Equivalentemente, probemos que para todo A € C el functor Hom¢(A, —) : C — Set

tiene un adjunto a izquierda si y sélo si C tiene copotencias.
F

Un functor F como en el diagrama SetSC es adjunto a izquierda de Hom¢(A, —)
Hom¢(A,—)

si y sélo si existe una transformacién natural 11 : idser = Hom¢ (A, F—) tal que para todo

X € Set, C € C, y funcién f : X — Hom¢(A, C) existe una tnica flecha g : FX — C tal
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que g, hace conmutar el siguiente diagrama:

X — 5 Home(A, ) C

\(
nx

Home(A, FX) FX

Designemos por f, a f(x) para todo x € X. La conmutatividad del diagrama anterior
significa que g.nx = f, o equivalentemente, g o nx(x) = f, para todo x € X, i.e. que el

siguiente diagrama conmuta para todo x € X:

A Fx (2.48)

‘g

C

fx

Esto describe a F como el functor copotencia de A. En efecto, el diagrama (2.48) describe

la propiedad definitoria de la copotencia [] A.
iex
Dualmente, el functor Hom¢(—, A) : C — Set es parte de un par adjunto contravariante
a derecha si y sélo si C tiene potencias de A, y en ese caso su adjunto es el functor potencia

de A.

Observacion 2.4.20. Sea U : C — Set un functor, y consideremos las siguientes afirmacio-

nes:
1. U es un adjunto a derecha 2. U es representable 3. U preserva limites

En el ejemplo 2.4.18 probamos que 1 = 2. El teorema 1.4.39 garantiza que 2 = 3. En
el ejemplo 2.4.19 probamos que si C tiene copotencias entonces 2 = 1. Con el teorema
3.2.16 conseguiremos condiciones suficientes que C puede cumplir para que 3 = 1y las

tres condiciones sean equivalentes.
F
. , ~ ~
Ejemplo 2.4.21. Sea J una categoria pequefia y CVD functores tales que (F, G) sea
G
F*
. J — 3 J - .y
un par adjunto. Sean C r\_/D definidos como en la observacién 1.4.31. Demostremos
G

que (F., G,) es un par adjunto.

H
. . ., TR .y
Primero definamos para una transformacién natural A~ |t _ B una transformacién
~_ "
Hl
H*
. T
natural como sigue: A7~ | B’.
\H//r
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HD
Si D € A7, entonces debe tenerse J@B , y definimos

((t4)p)j = Tp, : HD; = H'Dj

para todo j € J. Es facil verificar que (T.)p es una transformacién natural para todo
D € A’, y que T, es una transformacién natural.

Tampoco es dificil verificar que se respeta la composicién de transformaciones na-
turales: (vT), = Vv,T,, y la composicién de una transformacién natural con un functor:
(FT), = Fut, y (TF). = T.F,. Ademés (idg), = idg,. ©

Volviendo a la situacién original, sean € : FG = idp y 1 : id¢c = GF transformacio-
nes naturales que satisfacen las identidades triangulares (2.3). Gracias a las propiedades
anteriores, se verifica trivialmente que €, : F,G, = idps y 1, : ides = G, F, satisfacen las

identidades triangulares para el par (F., G.), que es entonces un par adjunto.

Ejemplo 2.4.22. Una categoria C es indiscreta si para todo C, C' € C existe una (nica
flecha C — C'.

El functor de olvido Ob : Cat — Set (ver ejemplo 1.2.4.10) tiene adjunto tanto a
izquierda como a derecha. El adjunto a izquierda L : Set — Cat es el functor que a un
conjunto X le asocia la categoria discreta LX tal que Ob(LX) = X. El adjunto a derecha
es el functor R : Set — Cat que a un conjunto X le asocia la categoria indiscreta RX tal
que Ob(RX) = X.

Este ejemplo es formalmente parecido al ejemplo 2.4.10, y su demostracién es analoga.

Las dos adjunciones se resumen en el siguiente diagrama:

Set

L< TOQR

Cat

6 En el caso de tratar con categorias pequefias, estamos considerando el functor Homeat(J, —) : Cat — Cat
(ver ejemplo 2.5.2.2), y lo que hemos enunciado recién es que este functor también lleva transformaciones
naturales en transformaciones naturales, y ademas preserva composiciones e identidades. Esto estd muy
cerca de probar que el functor Homcat(J, —) es un 2-functor, utilizando la estructura de 2-categoria de
Cat (ver nota al pie 13 de la definicién 1.3.1). De hecho, este ejemplo es valido remplazando el functor

Homcat(J, —) por cualquier 2-functor entre dos 2-categorias.
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2.5. Categorias cartesianas cerradas

Sea C una categoria con productos binarios. La observacién 1.4.17 nos garantiza la
existencia de un bifunctor C x C — C que a un par de objetos les asocia su producto. Por
la observacion 1.2.18, para cada C € C obtenemos un functor — x C : C — C.

Definicién 2.5.1. Una categoria C es cartesiana cerrada si tiene productos finitos y para
todo C € C el functor — x C : C — C tiene un adjunto a derecha.

Deisgnaremos por (—)¢ : C — C al adjunto a derecha de — x C. Si B € C, entonces
B¢ = (—)¢(B) es un objeto exponencial.

Fijada una adjuncién (— x C,(—)¢, €) donde € satisface la propiedad universal (2.15),
dado B € C decimos que €5 : B¢ x C — B es la evaluacién, que designamos por eval.

Explicitamente, la evaluaciéon cumple que para todo A, B€Cy g: Ax C — B existe

una Gnica f : A — BC tal que f x id¢ hace conmutar el siguiente diagrama:

A AxC—=—B (2.49)
fJ fXIdC,( Teval
B¢ B¢ x C

Ejemplo 2.5.2. 1. Set es cartesiana cerrada. Dado C € Set, se tiene que

(—)C = Homget(C, —)

En efecto, dado B € Set definimos eval : Homget(C, B) x C — B como la funcién
eval(h, c) = h(c)

para todo h € B¢, c € C. Se verifica la propiedad universal de la evaluacién: en
el diagrama 2.49, la Gnica f tal que f x id¢ hace conmutar el diagrama es tal que
f(a)(c) = g(a, c) para todo a € A, ¢ € C. Este ejemplo explica la razén del nombre
evaluacion.

Esta adjuncién nos dice que para todo A, B, C € Set existe una biyeccién
Homset (A x C, B) ~ Homsge (A, B)

natural en Ay en B. Es decir, las funciones en dos variables A x C — B estan en
biyeccién con las funciones A — B¢. El procedimiento de convertir una funcién de
dos variables A x C — B en una funcién A — B¢ considerando la variable en C

como un parametro se conoce como curryficacién (en honor a Haskell Curry).

112



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

El ejemplo 2.4.19 aplicado a C = Set nos dice que el adjunto a izquierda de
Homset(C, —) = (—)C es el functor copotencia de C. Por lo tanto el functor copo-
tencia de C debe ser naturalmente isomorfo a — x C. Y lo es, pues el coproducto
en Set es la unién disjunta, que cumple que | | C = A x C.
icA

2. Cat es cartesiana cerrada. Como en el caso de Set, para cada C € Cat se tiene que
(—)¢ = Homcat(C, —) : Cat — Cat, donde este functor le asocia a una categoria
pequefia A la categoria de functores A€, y a un functor F : A — B le asocia el
functor F, : A° — B€ definido en la observacién 1.4.31.

Dada B € Cat definimos eval : B¢ x C — B de la siguiente manera:

(F,C) FC
(T'f)l ’Lal) j{Gf—OTC
(G.C)  GC

La propiedad universal de la evaluacién se verifica facilmente, obteniendo que
(— x C,(—)¢ eval) es una adjuncién y por lo tanto que Cat es cartesiana cerra-
da.

3. La categoria Top no es cartesiana cerrada: no todo espacio topolégico X es tal que
— X X tiene adjunto a derecha (ver [9]). Si X es localmente compacto y Hausdorff,
entonces — x X si tiene un adjunto a derecha, (—)X = Homp(X, —) : Top — Top,
donde para todo Y € Top la topologia en el espacio de funciones continuas YX es

la topologia compacto-abierta.’

Para remediar esta situacién de una manera mas general (sin considerar sélo espacios
localmente compactos y Hausdorff), se considera la subcategoria plena de Top
cuyos objetos son los espacios de Hausdorff compactamente generados. Un espacio
topolégico X es compactamente generado si para todo subespacio A C X se cumple
que A es cerrado en X si y sélo si AN K es cerrado en K para todo subespacio

compacto K C X.

Sea CGHaus la subcategoria plena de Top cuyos objetos son los espacios de Haus-
dorff compactamente generados. Para todo espacio de Hausdorff X se construye un
espacio KX compactamente generado y Hausdorff (la kelleyficacién de X) con el

mismo conjunto subyacente pero cuya topologia se modifica requiriendo que A C KX

" Dado K C X compactoy U C X abierto, sea V(K, U) el conjunto de funciones continuas f : X — Y
tales que f(K) C U. La topologfa compacto-abierta en YX tiene como subbase a los conjuntos V (K, U).
En el caso en que Y es un espacio métrico, la topologia compacto-abierta en YX es la topologia de

convergencia uniforme en compactos.
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sea cerrado en KX siy sélo si AN K es cerrado en X para todo subespacio compacto
K C X.

Se puede probar que CGHaus es completa. Su producto es la kelleyficaciéon del
producto ordinario de espacios topoldgicos. De esta manera, para todo X € CGHaus
el functor — x X tiene un adjunto a derecha, (—)%, donde para todo Y € CGHaus
se define YX como la kelleyficacién del espacio topolégico HomcgHaus(X, Y) dotado

de la topologia compacto-abierta.

La categoria CGHaus resulta cartesiana cerrada. Esta propiedad de importancia
categorica ha llevado a algunos matematicos a mirar con especial atencién a CGHaus.

Al respecto, S. Mac Lane sostiene:

More extensive work [...] indicates that [CGHaus] is the conve-
nient category for topological studies. [...] All told, this suggests
that in Top we have been studying the wrong mathematical ob-
jects.

The right ones are the spaces in CGHaus.

[15, p. 184]

Los detalles sobre estas construcciones pueden consultarse en [15, seccién VII.8] o
en [7, §6.1].

Observacion 2.5.3. Sea A una categoria cartesiana cerrada. Si B, C € A, entonces se tiene

una adjuncién (— x BS, (=)(B) eval). Esto determina una biyeccién

Hom 4(C x B, B) ~ Hom(C, B(9))

Llamémosle ev : C — B(BY) a la flecha que se corresponde por la biyecciéon con
eval : C x B¢ - B (en realidad, eval : B¢ x C — B, pero recordemos la observa-
cién 1.4.16).

» Si A = Set, se verifica que ev es una funcién tal que ev(x)(f) = f(x) para todo
xeC, feBC¢.

= SiA=Caty J,C € Cat, entonces ev : J — C(€”) es un functor definido como sigue.
Sij € J, entonces ev; == ev(j) : C? — C, llamado functor de evaluacién en j, es un

functor definido como se indica a continuacion:

D D;
[—=—1
E E
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Si f :j — Jj es una flecha de J, entonces evf es una transformacién natural

CJ/DC , definida tal que si E € C7, entonces (ev f)g .= Ef : E; — Ej. Es

erl

sencillo verificar que ev f cumple la condicién de naturalidad.
Si C no es pequefia, entonces C(¢)) no esta definida. Por otro lado, para todo
J € J el functor ev; : C? — C esté definido, asi como la transformacién natural

evf :ev; = evj.

2.5.1. Limites en categorias de functores

A continuacién describimos la construccion puntual de los limites en categorias de
functores.

Teorema 2.5.4. Sea D : | — C’ un diagrama. Supongamos que para todo j € J el functor

evjoD : | — C tiene limite (Lj, Aj). Entonces existe un dnico cono (L, \") para D tal que:

» L € C/ estal que L(j) = L; para todo j € J,
= N : L= D= D(i) es tal que (\"); = A] para todo j € J.

Ademds, (L, A\") es un cono limite para D. En consecuencia, (L, \") es un cono limite para

D tal que su imagen por ev; es un cono limite para ev;oD.

Demostracion. Dado j € J, sea (L;, 7\1’) el limite de ev;oD.
er
Sea f : j — j' una flecha de J. Tenemos I—D>CJ/®C, y componiendo

er/

obtenemos
ev;oD
/\L
/ U(evf)D C (250)
\_/
evj/oD
Observar que ((ev f)D = (evf)p = D'f. El lema 1.4.6 nos garantiza que existe una
inica flecha Lf := ( D) L; — Ly que hace conmutar el siguiente diagrama:
D’ —br D’ (2.51)

Es facil verificar que esto define un functor L € C’.
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L
Para cada i € | definimos J@C como (A'); = Aj para todo j € J. En efecto, |a
D
condicién de naturalidad de A’ es la conmutatividad del diagrama (2.51) para toda flecha
f.j—7.

Como (LJ-,?\J’:) es un cono para el diagrama ev;oD para todo j € J, se deduce por
definicién de L y de A’ que (L,A") es un cono para D. Como Lf es la Gnica que hace
conmutar el diagrama (2.51), deducimos que (L, A") es el (inico cono para D como en el
enunciado (pues la definicién de L en las flechas se hizo de la Gnica forma que hace que A’

definida como en el enunciado sea una transformacién natural).

Verifiquemos que (L,A") es un cono limite para D. Sea (F,T') un cono para D. En
particular (FJTJ') es un cono para el diagrama ev;oD; como (LJ',7\J’:) es su limite, existe
entonces una tnica 0; : F; — L; que hace conmutar el siguiente diagrama para toda flecha

g:i—idel:

. i
TJ'- : DJ'
1
y
9;
FJ ............ > LJ (Dg);
P J Dl-/
T J

F
Basta verificar que 0; determina una transformacién natural J_ e _C, pues O sera
\L_/(

la Gnica transformacién natural F = L que hace conmutar el siguiente diagrama para toda
flecha g : i — ' de I:

Para ver que 0 es natural, debemos verificar que el siguiente diagrama conmuta para
toda flecha f : j — j' de J:

F (2.52)
fJ Ffl lLf
j/ Fj/ e—]/) Lj’
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Sea f : j — j'. Podemos aplicar el lema 1.4.10 a la transformacién natural (2.50) y a

los conos k = (Fj, Tj) para evjoD y k' = (Fj, T},) para evj oD. En efecto,

(evf, Ff): (evjoD, k) — (evy oD, k')

es una flecha de la categoria DK;(C), pues la naturalidad de T’ para todo i € / aplicada a
la flecha f implica que el siguiente cuadrado conmuta para todo i € /:

T .
F—"0,

Ffl o

, i
Fir— Dy
J
El lema 1.4.10 concluye entonces que el diagrama (2.52) conmuta, terminando la
demostracion. O

Corolario 2.5.5. Si J es una categoria pequefia y C es una categoria completa, entonces
C’ es una categoria completa y para cada j € J el functor ev; : C? — C preserva limites.

Corolario 2.5.6. El functor diagonal A : C — C’ preserva limites.

Demostracién. Sea D : | — C un diagrama con limite (L, A;). Consideremos el diagrama
AD : | — C’. Se tiene que ev; AD = D para todo j € J. En particular, ev; AD tiene
limite para todo j € J.

Se verifican las condiciones del teorema 2.5.4: existe entonces un dnico cono (F,T')
para AD tal que F; = Ly Tj = A; para todo j € J, i € I. Por lo tanto AL = F y A\; = T'.
Como ademés (F, T') es limite de AD, concluimos que A preserva limites. ]

Observacién 2.5.7. El functor diagonal A : C — C’ preserva limites, y tiene un adjunto a
derecha (resp. izquierda) si y sélo si C es J-completa (resp. J-cocompleta), en virtud de la
proposicién 2.4.17.

Esto generaliza el segundo item del ejemplo 2.3.12. En efecto, éste resulta de tomar

J=0.

2.5.2. Categorias monoidales cerradas

En esta seccién daremos apenas algunos ejemplos y observaciones respecto de categorias
monoidales cerradas. Referimos al lector a [15, seccién VII.1] y a [14, capitulo 1] para més
detalles.

Definicién 2.5.8. Una categoria monoidal es una categoria C dotada de:
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= un bifunctor ® : C x C — C llamado producto tensorial,
= un objeto / € C llamado unidad,
= un isomorfismo xagc: (A®B)® C - A® (B® C) natural en A, B, C €C,
= un isomorfismo A4 : | ® A — A naturalen A€ C,
= un isomorfismo ps : A® | — A natural en A € C,
de manera que se satisfacen las siguientes “condiciones de coherencia”:

» para todo A, B, C, D € C el siguiente diagrama conmuta:

aa,B,c®idp

(A®B)® C)® D (AR (B® C))® D —222° , A ((B® C)® D)

“A@B,C,DJ{ J{idA@O‘B,C,D

(A B)® (C® D) A® (B® (C® D))

XA,B,C®D

= para todo A, B € C el siguiente diagrama conmuta:

A @B—=2° A (I© B)

pm %\B

A® B

Si C es una categoria monoidal y B € C, entonces hay functores —® B :C — Cy
B ® — : C — C definidos como en la observacién 1.2.18.
La siguiente definicion es formalmente similar a la de categoria cartesiana cerrada, donde

remplazamos el producto por el producto tensorial.

Definicion 2.5.9. Una categoria monoidal cerrada a izquierda (resp. derecha) es una

categoria monoidal C tal que el functor —® B : C — C (resp. B® — : C — C) tiene un

adjunto a derecha [B, —] : C — C (resp. [, B] : C — C) para todo B € C,
Explicitamente, en el caso de una categoria monoidal cerrada a izquierda esto significa

que para cada A, B, C € C hay una biyeccion
Hom¢(A ® B, C) ~ Hom¢(A, [B, C])

natural en Ay en C.
El objeto [B, C] se llama hom interno de B'y C.
Llamaremos categoria monoidal cerrada a una categoria monoidal cerrada a izquierda.
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Ejemplo 2.5.10. 1. Toda categoria cartesiana cerrada C es monoidal cerrada, con el
producto tensorial dado por el producto, la unidad dada por el objeto final, y con

[A, —] = (—)*. De esta manera, Set y Cat son monoidales cerradas.

2. Si R es un anillo conmutativo, entonces R-Mod es monoidal cerrada, donde ® = ®g
es el producto tensorial usual, la unidad es el R-mdédulo R con la accién regular
(ejemplo 1.3.5.5), y [A, —] = Homg(A, =) : R-Mod — R-Mod, como muestra la
adjuncién tensor-hom (ejemplo 2.4.2).

3. La categoria Top, de espacios topoldgicos punteados (ver ejemplo 2.4.11) es monoi-
dal, con el producto tensorial dado por el producto smash. Si (X, x0), (Y, o) € Top,,
se define su producto smash como

XxY
XANY = 2.53
X x{wU{x}xY (2:53)

con el punto base [(xo, ¥0)]-

4. La subcategoria plena CGHaus, de Top, cuyos objetos son los espacios topoldgicos
punteados compactamente generados y Hausdorff (ver ejemplo 2.5.2.3) es monoidal
cerrada, con la misma estructura monoidal de Top,. Si X, Y € CGHaus, entonces
[X, Y] es la kelleyficacién del espacio topoldégico HomcgHaus, (X, Y) dotado de la

topologia compacto-abierta.

De esta manera, se tiene un par adjunto (— A Y,[Y, —]) para todo Y € CGHaus..
Tomando Y como la circunferencia S!, el functor — A S? resulta el functor X de
suspension reducida, y el functor (—)°" resulta el functor 2 de espacio de lazos. En
particular conseguimos un par adjunto (X, £2): la suspensién reducida es el adjunto a
izquierda del espacio de lazos. Referimos al lector a [15, seccién VII.9] o a [7, §6.10]

para mas detalles.

Observacion 2.5.11. Toda categoria monoidal cerrada C es una categoria enriquecida sobre
si'misma. Informalmente, esto significa que para todo par de objetos A, B € C, el conjunto
Hom¢(A, B) es un objeto de C, y ademas la composicién o : Hom¢(B, C) ® Home (A, B) —
Home(A, C) es una flecha de C. Se recupera la nocién de categoria a secas como una
categoria enriquecida sobre Set.

De esta manera, las categorias R-Mod (con R un anillo conmutativo), Top, y CGHaus,
son enriquecidas sobre si mismas.

Si A, B, C € R-Mod, la adjuncién tensor-hom dice que tenemos biyecciones naturales
en A, C:

Homgz(A ®g B, C) ~ Homg(A, Homg(B, C))
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y como estos hom-sets son también objetos de R-Maod, tiene sentido preguntarse si esa
biyeccién es en realidad un isomorfismo de R-Mod. Esto se verifica facilmente.
También puede verificarse que para todo X, Y, Z € CGHaus,, la biyeccién natural en
X, Z
HomcgHaus, (X A Y, Z) =~ Homcghaus, (X, Z7)

es ademas un homeomorfismo [7, teorema 6.33].

Esto nos dice que las adjunciones tensor-hom y (— A Y, [Y, —]) son adjunciones enri-
quecidas en R-Mod y en CGHaus, respectivamente.

Referimos al lector a [14] para un desarrollo de la teoria de categorias enriquecidas.
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Capitulo 3
Teoremas de adjuncion

En este capitulo buscamos condiciones suficientes para garantizar que un functor tenga
un adjunto a izquierda o a derecha. Ya sabemos que la preservacion de limites o de colimites
es necesaria (teorema 2.3.11), y sabemos que no es suficiente (ejemplo 2.3.12 y observacién
2.5.7).

Buscamos entonces condiciones adicionales a la preservacion de limites o de colimites

que nos permitan concluir que un functor tiene un adjunto.

3.1. Teorema general del functor adjunto

3.1.1. EIl teorema

Definicion 3.1.1. Sea C una categoria e Z C Ob(C) una subclase. Decimos que Z es
débilmente inicial si para todo C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Ejemplo 3.1.2. Si C tiene un objeto inicial X, entonces {X} es débilmente inicial.

Observacion 3.1.3. Toda categoria C admite una subclase de objetos débilmente inicial
trivial, que es la propia clase de objetos de la categoria. Por este motivo, lo usual es
considerar que la clase débilmente inicial es un conjunto, que parece ser la situacién mas

interesante. A continuacién trabajaremos pues con conjuntos débilmente iniciales.

Lema 3.1.4. Sea A una categoria completa. Entonces A tiene un objeto inicial si y sélo

si A tiene un conjunto débilmente inicial.

Demostracion. Si A tiene un objeto inicial entonces tiene un conjunto débilmente inicial,
como indica el ejemplo 3.1.2. Demostremos el reciproco en el caso en que A es completa.
Sea Z C Ob(.A) un conjunto débilmente inicial. Como es un conjunto, tiene sentido
considerar el producto P = [] /, que existe pues A es completa.
ez
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Observar que {P} es débilmente inicial. En efecto, si A € A, existe Iy € Z y una flecha
q:lo— A Sip: P — Iyes la proyeccion sobre el factor Iy, entonces gp : P — A es la
flecha buscada.

Consideremos ahora el diagrama de todas las flechas paralelas P — P.

Mas formalmente, sea J la categoria tal que Ob(J) = {-, x}, y tal que Homy,(-, ) =id,,
Hom (%, ) = id, y Hom (-, x) = Hom4(P, P). Definimos el diagrama D : J — A tal que
D(-) =P = D(%),y D(f) = f para toda f € Homy(P, P).

Como A es completa, el diagrama D tiene limite (L, A, \') donde A, \" : L — P hacen
conmutar el siguiente diagrama, para toda f : P — P:

En particular conmuta para f = idp, y por lo tanto A’ = A. Tenemos entonces
A=A (3.1)
paratoda f: P — P.

g

. . A

A es un monomorfismo: en efecto, si tenemos flechas X — =L —— P tales que
h

Ag = Ah, entonces (X, Ag, Ah) es un cono para el diagrama D:

ywd
AaN

En efecto, fAg = fAh para toda f : P — P. Existe entonces una Unica flecha k : X — L
tal que Ak = Ag y Ak = Ah. Pero tanto g como h lo cumplen, por lo tanto g = h.
Observar que {L} es débilmente inicial, pues tenemos una flecha A : L — Py {P} es
débilmente inicial. Veamos que L es un objeto inicial: basta ver entonces que dadas dos
flechas L#A se tiene que s = t.
Sea (E,e : E — L) el igualador de s y t que existe pues .4 es completa. Tenemos
entonces que se = te. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

P
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donde m: P — E surge de que {P} sea débilmente inicial.

Como Aem : P — P, entonces por (3.1) se tiene (Aem)A = A y por lo tanto
A(emA) = A. Como A es un monomorfismo, esto implica que emA = id;.

Por lo tanto e es un epimorfismo split: en particular, es un epimorfismo. Como se = te,

deducimos que s = t. O

Observacién 3.1.5. Sean G : D — C un functor, C € Cy D : J — (C | G) un diagrama.
Se tiene D; : C — GX; paratodo i € J, y si ej : I — J es una flecha de J, entonces
Dej : Xi — X; es tal que el siguiente diagrama conmuta:

c (3.2)
D; D;
GXi— 5 GX
GDe!

Un cono para D es de la forma (v, u;) donde v: C - GM y y; : M — X; son tales

que el siguiente diagrama conmuta:

D; GX; (3.3)
Gu;
C——GM GDe]
Guj
D; GX;

En efecto, los dos “tridngulos” superior e inferior conmutan por conformar los w; una flecha
v — D; en la categoria (C | G); el tridngulo derecho conmuta por la condicién de que
estas flechas de (C | G) conformen un cono para D; y la conmutatividad de las flechas

exteriores es la conmutatividad del diagrama (3.2).

Definimos el functor P : (C | G) — D como sigue:

C
GDT)GD/ D h Dl

Por lo tanto X; = PD; y Dej = PDej. De esta manera, la conmutatividad del diagrama
(3.3) nos dice que (C, D;) y (GM, G;) son conos para el diagrama GPD : J — C, y que
v:(C,D;) — (GM, Gu;) es un morfismo de conos.
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Observar que si T : (C | G) — C es la restriccion del functor target T : Arr(C) — C a
la subcategoria (C | G) (ver ejemplo 1.2.25.3 y observacién 1.2.26) entonces el functor P

es el tnico que hace conmutar el siguiente diagrama:

Lema 3.1.6. Sea G : D — C un functor que preserva limites. Entonces para cada C € C
el functor P : (C | G) — D crea limites.

Demostracién. Sea D : J — (C | G) un diagrama. Con la notacién de la observacién
3.1.5, tenemos el siguiente diagrama conmutativo, para toda ej : | — j flecha de J:

C (3.4)

7 X

GX———— GX;
GDe!

Supongamos que PD : J — D tiene limite (L, A;), de tal manera que el siguiente
diagrama es conmutativo para toda ej | — J flecha de J:

X; (3.5)

Basta ver que existe un tnico cono para D tal que su imagen por P sea (L, A;), y que
ademas es un cono limite.

Como G preserva limites, entonces (GL, GA;) es el limite del diagrama GPD : J — C.
Combinando este hecho con la conmutatividad de (3.4), obtenemos que existe una Gnica

u: C — GL que hace conmutar el siguiente diagrama:

D, GX; (3.6)
GA;
C "> GL GDe!
GAj
D; GX;
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La observacién 3.1.5 nos indica que (u, A;) es un cono para D. Este cono es tal que
(Pu, PA;) = (L, A;), y es el tnico que cumple esto gracias a la unicidad de u.

Verifiqguemos que (u, A;) es el limite del diagrama D, terminando la demostracién.

Sea (v, ;) un cono para D. Por la observacién 3.1.5, esto significaque v: C — GM y
W : M — X; son tales que el siguiente diagrama conmuta para toda flecha ej 1 — j de J:

D; GX; (37)
Gu;
C——GM GDe]
GLLJ‘
b; GX;

Si escribimos la conmutatividad anterior como la conmutatividad de un diagrama en la
categoria (C | G), entonces resulta el siguiente diagrama conmutativo:

y si le aplicamos a este diagrama el functor P obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X; (3.8)

La conmutatividad de (3.8) nos dice que (M, ;) es un cono para PD; como L es
el limite de PD, entonces existe una Gnica h : M — L que hace conmutar el siguiente
diagrama para toda flecha ej 1 — j de J:

" X: (3.9)
e
M ...... h> L De}
N
L X
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Verifiquemos que h es un morfismo entre v y u en la categoria (C | G). Se tiene que
Ghov: C — GL hace conmutar el diagrama (3.6) para todo i € J: en efecto,

GAjo Ghov=G(Ajoh)ov
= Gujov por (3.9)
= D; por (3.7)

Por lo tanto Gho v = u, de donde h : M — L es un morfismo entre v y u en la

categoria (C | G), como muestra el siguiente diagrama conmutativo:

/C\
GMT GL

Esto prueba que existe un morfismo h: v — uen (C | G) que es un morfismo de conos
(v, ;) — (u, A;). Supongamos que existe otro morfismo de conos k : (v, ;) — (u, A;), i.e.

k : v — u es un morfismo de (C | G) que hace conmutar el siguiente diagrama para todo

i€ J:
D;
ﬁ

(R —y]]
k

Si le aplicamos el functor P al diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo para todo i € J:
i Xi

h

M?;L

Como h es la Gnica flecha que hace conmutar el diagrama (3.9) para todo i € J
entonces h = k, probando que (u, A;) es el limite del diagrama D y terminando entonces

la demostracién. O

Corolario 3.1.7. Sea D una categoria completa y G : D — C un functor que preserva

limites. Entonces para cada C € C la categoria coma (C | G) es completa.

Demostracion. Sea C € C. Como G preserva limites, el lema 3.1.6 asegura que el functor

P: (C ] G) — D crea limites; como D es completa, la observacién 1.4.35 concluye que
(C | G) es completa. O
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Teorema 3.1.8 (general del functor adjunto [GAFT], de Freyd). Sea G : D — C un
functor, donde D es una categoria completa. Entonces G es un adjunto a derecha si y
sélo si G preserva limites y para todo C € C la categoria (C | G) admite un conjunto

débilmente inicial.

Demostracién. (=) Si G es un adjunto a derecha, entonces por el teorema 2.3.11 preserva
limites, y por el corolario 2.3.2 la categoria (C | G) tiene un objeto inicial para todo C € C,

y en particular tiene un conjunto débilmente inicial.

(«=) Como D es completa y G preserva limites, entonces el corolario 3.1.7 asegura que
para cada C € C la categoria coma (C | G) es completa. Como ademas (C | G) admite
un conjunto débilmente inicial para todo C € C por hipdtesis, entonces podemos aplicar
el lema 3.1.4 para concluir que (C | G) admite un objeto inicial para todo C € C. La
proposicién 2.3.2 concluye que G es un adjunto a derecha. O

La existencia de un conjunto débilmente inicial en la categoria (C | G) paratodo C € C
se conoce comunmente bajo el nombre de condicién del conjunto solucién. Explicitamente,
significa que para todo C € C existe un conjunto (llamado conjunto solucién) de flechas
C — GD; indexado en un conjunto / tal que para toda flecha g : C — GD de C existe
una flecha f; : C — GD; del conjunto solucién y una flecha t : D; — D tal que Gt hace

conmutar el siguiente diagrama:

C (3.10)

fi g

GD;—————GD

Esta condicién se puede resumir como “toda flecha C — GD se factoriza a través de
alguna flecha C — GD; del conjunto solucién”.

Las definiciones, los lemas y el teorema anteriores se dualizan sin dificultades, obteniendo
el teorema general del functor adjunto que nos garantiza que un functor sea un adjunto a

izquierda:

Teorema 3.1.9. Sea F : C — D un functor, donde C es una categoria cocompleta.
Entonces F es un adjunto a izquierda si y sélo si F preserva colimites y para todo D € D
la categoria (F | D) admite un conjunto débilmente final.

Ejemplo 3.1.10. En el ejemplo 2.3.12 vimos que el functor 0 — C # 0 preservaba limites
pero no era un adjunto a derecha. En este caso el teorema general del functor adjunto no

se aplica porque la categoria 0 no es completa: ya observamos que los objetos finales son
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limites (ejemplo 1.4.12), por lo tanto si 0 fuera completa, tendria un objeto final, y esto

no ocurre porque 0 no tiene objetos.

Dado un functor G : D — C, tampoco es suficiente con que G preserve limites y D sea
completa para concluir que G es un adjunto a derecha. Describimos el ejemplo presentado
en [15, p. 119].

Sea CompBool |a categoria de algebras de Boole completas. Es una categoria completa,
y el functor de olvido U : CompBool — Set preserva limites. Sin embargo, U no admite
un adjunto a izquierda. En efecto, en el articulo [23] se prueba que dado un conjunto
numerable X existen algebras de Boole completas de cardinal arbitrario generadas por X.
En particular, no existe un “algebra de Boole completa libre de base X", y U no tiene
adjunto a izquierda.

Este ejemplo muestra que es necesario anadir alguna condicién adicional a la completitud

de Dy a la preservaciéon de limites de G.

Las siguientes palabras de P. Freyd al respecto de la relevancia de la condicion de tener

un conjunto solucién nos parecen interesantes:

The stipulation in condition two, that [the solution set] be a set, is not
baroque. Because mathematics has progressed for a long time without
having had to take the set-class distinction seriously does not mean that
the distinction is spurious. The requirement that there be a set such as
[the solution set] is of the same nature as a requirement that a group
be generated by a finite set. Both requirements can be very difficult to

fulfill, and both can have powerful consequences.

[10, pp. 85-86]

3.1.2. En categorias pequenas

Si D es pequeia, la condicién del conjunto solucién es innecesaria en vista de la
observacién 3.1.3:

Corolario 3.1.11. Sea D una categoria pequeia y completa y G : D — C un functor.
Entonces G es un adjunto a derecha si y sélo si G preserva limites.

Corolario 3.1.12. Una categoria pequefia es completa si y sélo si es cocompleta.

Demostracion. Sea D una categoria pequeiia y completa. Para ver que es cocompleta, basta

ver que para toda categoria pequefia J el functor diagonal A : D — D7 es un adjunto
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a derecha (proposicién 2.4.17). Pero A preserva limites (corolario 2.5.6), terminando la
demostracién en vista del corolario 3.1.11.

La afirmacion reciproca es el enunciado dual del recién demostrado. O

Obtenemos en particular una caracterizacion de los functores representables en catego-

rias pequenas y completas:

Corolario 3.1.13. Sea D una categoria pequeiia y completa 'y G : D — Set un functor.

Son equivalentes:

1. G preserva limites,
2. G es un adjunto a derecha,

3. G es representable.

Demostracién. (1 = 2): corolario 3.1.11.
(2 = 3): ejemplo 2.4.18.
(3= 1): teorema 1.4.39. O

Los anteriores corolarios parecen ser mas generales de lo que en realidad son, en virtud

de la siguiente proposicidon que caracteriza las categorias pequenas y completas:

Proposicion 3.1.14. Una categoria pequefia D es completa si y sélo si es un preorden

que tiene infimos.

Demostracién. Recordemos que los limites en los predrdenes son los infimos (ejemplo
1.4.13).

Veamos entonces que si D es pequeiia y completa entonces es un preorden. Supongamos
por absurdo que no lo es, y existen por lo tanto C,C’ € C y flechas f,g : C — C' con
f+g.

Dado un conjunto J, consideremos la potencia [[ C'. Como el functor Hom preserva
limites (teorema 1.4.39), en particular hay una biyeéiijén

Hom¢ (C, H C/> r~ H Hom¢(C, C") (3.11)
il il
El conjunto de la derecha de (3.11) tiene cardinal al menos 2l y por lo tanto

‘Homc (C, I C')
icJ
Como D es pequefia, entonces Arr(C) es un conjunto (observacién 1.1.4.4). Si tomamos

> oI

J = Arr(C) entonces no puede haber una biyeccién como en (3.11), pues

Home <C,HC’>

ied

>2M =P > Y]
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lo cual es absurdo ya que Hom¢ (C, I1 C’) c J. O]

i€l
3.1.3. Ejemplos

Ejemplo 3.1.15. Demostremos la existencia de un functor libre en Grp utilizando el teorema
general del functor adjunto.

La categoria Grp es completa y el functor de olvido U : Grp — Set preserva limites.
Esto puede verificarse facilmente como se hizo para R-Mod (ver ejemplo 1.4.38).

Verifiquemos que U satisface la condicién del conjunto solucién. Sea X € Set. Si X es
finito, consideramos los grupos de cardinal numerable, y elegimos un representante de cada
clase de isomorfismo de estos grupos. Si X es infinito, consideramos los grupos de cardinal
menor o igual al cardinal de X, y elegimos un representante de cada clase de isomorfismo
de estos grupos. En cualquiera de los dos casos, obtenemos un conjunto {G;};c; de grupos.
Nuestro conjunto solucién va a ser el conjunto de todas las funciones {f : X — UG;};¢/.

En efecto, sea G un grupoy f : X — UG una funcién. Sea H el subgrupo de G
generado por la imagen de f. Explicitamente, H = {f(x;)*!--- f(x,)* : x; € X, n € N}.
Entonces H tiene el cardinal de X (o puede tener cardinal numerable si X es finito). En
todo caso, H ~ G; para alglin i € |. Como H es el subgrupo generado por la imagen de f,
entonces podemos restringir el codominio de f a H, obteniendo f : X — UG; ~ Uh. Por
lo tanto si t : G; — G es la inclusién, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X

Asi podemos concluir que U tiene un adjunto a izquierda F : Set — Grp. Por lo tanto
existen los grupos libres. Pudimos concluirlo a través de un teorema general sin pasar por

su construccién explicita que suele ser algo ardua.

Este ejemplo se generaliza a cualquier categoria de algebras de cierto tipo (en el sentido
del algebra universal), como lo son las categorias Mon, Ab, R-Mod, Ring, K-Alg, etc. Ver
[15, p. 120] y [4, p. 271].

Ejemplo 3.1.16. La completitud de Grp se demuestra facilmente, pero no asi su cocom-
pletitud. Por ejemplo, la construccién del coproducto en Grp (que es el producto libre de
grupos) es una tarea algo sutil.
Demostremos que Grp es cocompleta usando el teorema general del functor adjunto.
Sea J una categoria pequefia. Queremos probar que el functor diagonal A : Grp — Grp”’

tiene un adjunto a izquierda (proposicion 2.4.17). El functor A preserva limites (corolario
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2.5.6) y Grp es completa: basta entonces verificar la condicién del conjunto solucién.
Sea D € Grp’ un diagrama. Consideremos la clase X' de grupos de cardinal infinito
numerable o de cardinal menor o igual al cardinal de | | D;. Sea {Gy}«ea un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfismojilje los grupos de X.
Veamos que el conjunto {D = AG,}4ca satisface la condicién del conjunto solucién.
Sea ¢ : D = AG. Debemos verificar que existe x € A, T : D = AGyy t: Gy — G

un morfismo de grupos tal que At hace conmutar el siguiente diagrama:

7\

AGy =AG

Recordando la observacién 1.4.5, esto significa que debemos encontrar un morfismo de
coconos entre alglin cocono ™ : D = AG, y el cocono ¢ : D = AG, i.e. un morfismo
de grupos t : G, — G de manera que el siguiente diagrama conmute para toda flecha

e i —jdeJ:

D; 2

Sea H el subgrupo de G generado por | | Im ;. Entonces H = G, para algin « € A.
icJ
Definimos 1 : D; — Gy como t¥(x) = (@i(x), i) para todo i € J. De esta manera,

*: D = AG, es un cocono para D. En efecto, si ej : I — j es una flecha de J, entonces

77 (Dej(x)) = (9;(Dej(x)). i) = (@i(x)., i) = T¥(x)

para todo x € D;, donde usamos que ¢ : D = AG es un cocono para D.
Definimos t : Gy — G como t(@;(x), i) = @;(x); claramente t o T* = ¢; para todo

i € J, terminando la demostracién.

Ejemplo 3.1.17. Sea Haus la subcategoria plena de Top cuyos objetos son los espacios
topolégicos Hausdorff, e i : Haus — Top el functor inclusién. Veamos que Haus C Top
es una subcategoria reflexiva. Su reflector r : Top — Haus se llama hausdorffificacion.

r

T
Top Haus
~__~

i
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Los productos de espacios de Hausdorff son espacios de Hausdorff [19, teorema 19.4],
y los igualadores también, pues un subespacio de un espacio de Hausdorff es un espacio de
Hausdorff [19, teorema 17.11]. Por lo tanto Haus es completa e i preserva limites (teorema
1.4.36 y corolario 1.4.37).

Verifiquemos la condicién del conjunto solucién. Sea X € Top. Consideremos el con-
junto de todas las funciones continuas y sobreyectivas X — iH;, donde tomamos un
H; € Haus por cada clase de homeomorfismo de espacios topolégicos de Hausdorff con
cardinal menor o igual a | X|. Satisface la condicién del conjunto solucién: si g : X — iH
es una funcién continua, entonces se factoriza a través de su imagen, que es de Hausdorff
por ser un subespacio de H.

Por lo tanto existe la hausdorffificacién r : Top — Haus.

Una unidad 1 : idrep = ir cumple la siguiente propiedad universal: si X € Top,
H € Haus y f : X — iH es una funcién continua, entonces existe una unica funcién

continua g : rX — H tal que ig hace conmutar el siguiente diagrama:

X iH H
g e
irX rX

Esto explica el nombre de este reflector: toda funcién continua de un espacio topolégico

X en un espacio de Hausdorff se factoriza a través de |la hausdorffificacion rX.
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3.2. Teorema especial del functor adjunto

Dado un functor G : D — C que preserva limites, nos preguntamos bajo qué condiciones
es un adjunto a derecha. El teorema general del functor adjunto nos permite encontrarlas
bajo la forma de hipétesis adicionales tanto para la categoria D (completitud) como para el
functor (condicién del conjunto solucién). A continuacién estudiaremos el teorema especial
del functor adjunto, que agrega hipoétesis sélo a la categoria D.

The chief failing of the adjoint functor theorem is that it involves not only
the (unavoidable) [limit preserving] condition on the functor but also a
(generally necessary) smallness condition relating the domain category,
the functor, and the range category. The special adjoint functor theorem
below says in effect that the smallness condition will always be satisfied
by [limit] preserving functors if the domain category is “small enough”
to have a cogenerator.

[10, p. 89]

3.2.1. Generadores

Definicion 3.2.1. Sea C una categoria. Decimos que una subclase {C;};cq C Ob(C) es
generadora de C si dadas dos flechas f,g : A — B de C con f # g existe i € Ay una
flecha h: C; — A tal que fh # gh.

C,-LA;;;B

Si {C} C Ob(C) es una subclase generadora, decimos que C es un generador de C.

Dualmente, decimos que una subclase {C;}ica C Ob(C) es cogeneradora de C si es
generadora de C°P. Explicitamente, {C;};ca es cogeneradora si dadas flechas f,g: A— B
de C con f # g existe i € Ay una flecha h: B — C; tal que hf # hg.

A ;;; B G
Si {C} C Ob(C) es una subclase cogeneradora, decimos que C es un cogenerador de C.

Observacién 3.2.2. 1. Toda categoria C admite una clase generadora (resp. cogenera-
dora) trivial, que es la propia clase de objetos de la categoria. En efecto, en este caso
basta tomar h = id4 (resp. h = idg). Por este motivo, lo usual es considerar que
la clase generadora o cogeneradora es un conjunto, que parece ser la situacion mas
interesante. A continuacién trabajaremos pues con conjuntos generadores y conjuntos

cogeneradores.
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2. Un objeto C € C es generador si y sélo si el functor Hom¢(C, —) : C — Set es fiel,

y es cogenerador si y sélo si el functor contravariante Home(—, C) : C — Set es fiel.

Ejemplo 3.2.3. En Set, cualquier conjunto unitario {x} es un generador: dadas dos funciones
f,g : A— B conf # g se tiene que f(a) # g(a) para algin a € A. Luego la funcién
h:{x} = A, x+ acumple fh # gh.

En Set, cualquier conjunto {x, y} con x # y es un cogenerador. Dadas f,g: A— B
con f # g, existe a € A tal que f(a) # g(a). Sea h: B — {x, y} una funcién tal que
f(a) — x y g(a) — y. Entonces hf(a) # hg(a), luego hf # hg.

Proposicion 3.2.4. Sea C una categoria.

1. Si C tiene coproductos, entonces {C;}ic; es un conjunto generador si y sélo si para
todo C € C existe un epimorfismo [[ G, — C, donde [] G, es un coproducto de
objetos de {C;}ic; (posiblemente con repeticiones).

2. SiC tiene productos, entonces {C;}ic; es un conjunto cogenerador si y sélo si para
todo C € C existe un monomorfismo C — [] C,, donde [ C\ es un producto de
objetos de {C;}ic; (posiblemente con repeticiones).

Demostracién. Demostraremos 2), pues 1) es su enunciado dual.

(=)Sea T ={(i,f): i€l f:C— C}. Consideremos el producto @ = [] GC.
(i,f)eT
Observar que si i € | entonces C; aparece una vez por cada morfismo C — C;.

Por la propiedad definitoria del producto, existe una tnica h : C — @ que hace
conmutar el siguiente diagrama para todo (/,f) € T:

La flecha h es un monomorfismo. Si X%ﬁ C—5 Q son tales que hg; = hg, en-
2

tonces 71(; r)hgy = 71 ryhg> para todo (i,f) € T. La conmutatividad del diagrama anterior
implica que fg; = fg, para toda f : C — C;. Como {(;};c; es un conjunto cogenerador,
debe ser g3 = g». Por lo tanto h es un monomorfismo.

(<) Sean f,g : A — B tales que para todo i € | y toda h: B — C; se tiene hf = hg.
Veamos que f = g.

Sea m : B — [] Gi un monomorfismo como en la hipétesis. Para ver que f = g,

basta ver entonces que mf = mg. Pero tanto mf como mg hacen conmutar el siguiente
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diagrama para toda proyeccién p: [[ Gy — C;:

%

mf
A - I1G
En efecto, pm : B — C; cumple pmf = pmg por cdémo tomamos f y g. La propiedad
definitoria del producto indica entonces que mf = mg. m

La siguiente observacion serad de utilidad mas adelante.

Observacion 3.2.5. El producto @ construido en la demostracion de (=) del item 2 de la

proposicién anterior cumple que existe una flecha k : [[ G; — @, definida como la tnica
iel

que hace conmutar el siguiente diagrama para todo (i, f) € T

[1G-»Q
: k
iel
El siguiente corolario se deduce automaticamente de la demostracién de la proposicion

anterior:
Corolario 3.2.6. Sea C una categoria.

1. SiC tiene copotencias, entonces C € C es un generador si y sélo si para todo A € C
existe un conjunto | y un epimorfismo [[ C — A.
iel
2. Si C tiene potencias, entonces C € C es un cogenerador si y sélo si para todo A € C
existe un conjunto | y un monomorfismo A — [] C.
iel
Ejemplo 3.2.7. En R-Mod, todo médulo es cociente de € R para algin conjunto /, donde
icl
R es un R-médulo a izquierda con la accién regular. En virtud de la proposicién anterior,
el R-médulo a izquierda R es un generador de la categoria R-Mod.
R-Mod también admite un cogenerador (ver [22, p. 264] o [18, pp. 73-74]. Se demuestra

primero que Q/Z es un cogenerador de Ab).

Ejemplo 3.2.8. En Grp, todo grupo es cociente de un grupo libre. Por otro lado, todo
grupo libre es isomorfo al producto libre de copias de Z, el grupo libre en un generador.
Como el producto libre es el coproducto de Grp, deducimos que Z es un generador de Grp.

Sin embargo, Grp no admite un conjunto cogenerador. En efecto:

135



Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién

Observamos primero que existen grupos simples de cardinal infinito arbitrario. Sea K un
cuerpo infinito. El grupo especial lineal proyectivo PSL,(K) es simple, y tiene el cardinal de
K. Como existen cuerpos de cardinal infinito arbitrario (consecuencia directa del teorema
de Léwenheim-Skolem de teoria de modelos), entonces existen grupos simples de cardinal
infinito arbitrario.

Ahora, si {G;}ic; es un conjunto de grupos, entonces no puede ser un conjunto coge-
nerador.

En efecto, sea H un grupo simple de cardinal mayor a max{|G;| : i € I}.Sea f : H — G;
un morfismo de grupos. El nlcleo de f es un subgrupo normal de H, que no puede ser nulo
pues de lo contrario f seria una funcién inyectiva y se tendria que |H| < |G;|. Por lo tanto
ker f = H,ie. f=0.

El morfismo identidad id : H — H y el morfismo nulo 0 : H — H son diferentes, pero
no existe ninglin morfismo f : H — G; tal que foid # f o0, pues foid =0 = f o 0.
Concluimos entonces que {G;};c; no puede ser un conjunto cogenerador de Grp.

Referimos al lector al articulo [21] donde se demuestra la existencia o inexistencia de

generadores y cogeneradores en otras categorias.

3.2.2. Subobjetos

Sea C una categoriay C € C. Sea Cc la subcategoria plena de (C | C) cuyos objetos son
monomorfismos con codominio C. Esta categoria es un preorden. En efecto, sim: M — C

y m" : M" — C son monomorfismos y f,f" : M — M’ hacen conmutar el siguiente

M:ng’
\f//
C

entonces m'f = m'f’, de donde f = f’ pues m’ es un monomorfismo. Esto nos permite

diagrama:
(3.12)

definir la clase relacional de preorden m < m’ si existe f como en el diagrama conmutativo

anterior.

Observacion 3.2.9. La flecha f es un monomorfismo: en efecto, si fg = fh entonces
m'fg = m'fh, i.e. mg = mh, de donde g = h pues m es un monomorfismo.

Definimos la clase relacional de equivalencia ~ en los objetos de C como hicimos en el
ejemplo 1.3.8.1: m~ m' siy sélosim < m'y m" < m, de tal manera que la clase C¢/.. de
clases de equivalencia de objetos de C¢ bajo la clase relacional ~ es una clase parcialmente

ordenada por <.
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Definicion 3.2.10. Sea C una categoria y C € C. Un subobjeto de C es una clase de
equivalencia de objetos de C¢ bajo la clase relacional ~. Explicitamente, dos monomorfismos
m: M — Cym : M — C son equivalentes si existen f : M — M’y g : M’ — M que

hacen conmutar el siguiente diagrama:

/\/l<—;> M’ (3.13)
\ € /
C

Un subobjeto de C es una clase de equivalencia de monomorfismos hacia C bajo esta
clase relacional de equivalencia.

Definimos Sub(C) := C¢/~, es la clase de subobjetos de C.

Decimos que C es bien potenciada si Sub(C) es un conjunto para cada C € C.

Dualmente se definen las nociones de objeto cociente y de categoria bien copotenciada.

Observar que en la situacién del diagrama (3.13) se tiene m = m'f = mgf, de donde
gf = idy pues m es un monomorfismo. Analogamente se prueba que fg = idyy. Por lo
tanto M ~ M'.

En resumen, un subobjeto de C € C se representa por un monomorfismo m: M — C,
y otro monomorfismo m’ : M’ — C representa el mismo subobjeto que m si existe un

isomorfismo f : M — M’ que hace conmutar el diagrama (3.13).

Ejemplo 3.2.11. A continuacién examinamos los subobjetos y los objetos cociente en
Set, R-Mod y Grp. Remitimos al lector al ejemplo 1.1.15 para una descripcién de los

monomorfismos y los epimorfismos en estas categorias.

1. Sea C € Set. Un monomorfismo M — C determina un subconjunto de C. La
relacion < entre monomorfismos con codominio C se corresponde con la inclusién
entre subconjuntos de C. De esta manera, monomorfismos equivalentes a través de

~ se corresponden con un mismo subconjunto de C.

Por lo tanto la clase de subobjetos de un conjunto C esta en biyeccién con el conjunto

P(C) de subconjuntos de C. En particular, Set es bien potenciada.

Los objetos cociente de un conjunto C representan funciones sobreyectivas con
dominio C. Por lo tanto Set también es bien copotenciada.

2. En R-Mod, un monomorfismo determina un submédulo, la relacién < se corresponde

con la inclusién de submédulos, y dos monomorfismos equivalentes determinan el
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mismo submodulo. La clase de subobjetos de un médulo C esta en biyeccién con el

conjunto de submédulos de C. Por lo tanto R-Mod es bien potenciada.

Los objetos cociente de C € R-Mod representan morfismos sobreyectivos con domi-

nio C, o equivalentemente, cocientes de C. Por lo tanto R-Mod es bien copotenciada.

3. Los subobjetos de C € Grp representan morfismos inyectivos con codominio C, o

equivalentemente subgrupos de C (no necesariamente normales).

Los objetos cociente de C representan los morfismos sobreyectivos con dominio C, y

por lo tanto cocientes de C.

Por lo tanto Grp es bien potenciada y bien copotenciada.

Proposicion 3.2.12. Sea C una categoria completa'y C € C. Todo conjunto de subobjetos
de C admite un infimo en Sub(C) respecto de <, llamado interseccién del conjunto de
subobjetos.

Demostracién. Sea {m; : M; — C};c; un conjunto completo de representantes del conjunto
dado de subobjetos de C. Consideremos el limite del diagrama formado por estas flechas.

Mas formalmente, sea oo ¢ | y sea J la categoria tal que Ob(J) =/ U {oc}, y tal que
ademas de las identidades sélo hay una flecha i — oo paracadai e /. Sea D: J — C el
diagrama tal que D; = M; paratodo i € I; D, = C; y D(i — o) = m;.

Observar que si / es un conjunto con dos elementos, entonces el limite de D es el
pullback de {m;};¢,.

Sea (L,A;,A) el limite de D (que existe pues C es completa), donde A; : L — M; y
A L — M satisfacen A = m;A; para todo i € /.

L2 M,

SN

M]_TC

Analogamente a la demostracién de la proposicién 1.4.21 se prueba que las flechas A;
son monomorfismos, y por lo tanto A también lo es por ser composicion de monomorfismos.
Esto prueba que A : L — C representa un subobjeto de C, y como ademas A = m;A;
para todo i/ € /, entonces A < m; para todo /i € /. Veamos que A representa el subobjeto
buscado.

L—2 M

N

C
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Siu: N — C es un monomorfismo tal que u < m; para todo i € /, entonces existen
flechas w; : N — M, tales que u = m;u; para todo i € I, que son monomorfismos por la
observacion 3.2.9.

N—E M

N

C

Por ser (L, A;,A) el limite de D, existe una unica flecha t : N — L tal que At = w;
para todo i € | y At = .

Como p es un monomorfismo y At = i, entonces t también lo es (observacién 1.1.14).

Por lo tanto n < A.
N—8 ]
N
C

Esto prueba que A representa el infimo del conjunto de subobjetos dado. O

Corolario 3.2.13. SiC es una categoria completa y bien potenciada, entonces para todo
C € C existe un menor subobjeto de C.

Ejemplo 3.2.14. La interseccion de subobjetos en Set se corresponde con la interseccion de
subconjuntos; la interseccién de subobjetos en R-Mod se corresponde con la interseccién
de submodulos; la interseccion de subobjetos de Grp se corresponde con la interseccién de

subgrupos. Anadlogamente en otras categorias.

3.2.3. EIl teorema

Lema 3.2.15. Sea A una categoria completa, bien potenciada y que admite un conjunto

cogenerador. Entonces A tiene un objeto inicial.

Demostracién. Sea {C;}ic; un conjunto cogenerador de A. Como A es completa, existe

el producto P = [] C;. Como A es bien potenciada, por el corolario 3.2.13 existe un
i€l

menor subobjeto de P: sea a: A — P un monomorfismo que representa a este subobjeto.

Probaremos que A es un objeto inicial de A.
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Sea C € A. Construyamos una flecha A — C.

Como A es completa y {C;}ic/ es un conjunto cogenerador, podemos aplicar la pro-
posicion 3.2.4 para conseguir un monomorfismo m: C — Q donde Q es cierto producto
de objetos de {C;};c/ (posiblemente con repeticiones). La observacién 3.2.5 nos provee de
una flecha k: P — Q.

La completitud de A nos permite formar el pullback de m y de k como en el siguiente
diagrama:

i

P—Q

Como m es un monomorfismo, entonces m’ : R — P también lo es (proposicién 1.4.21).
Pero a : A — P representa el menor subobjeto de P, por lo tanto existe h: A — R tal que
m'h = a. Entonces gh : A — C es la flecha deseada.

A—" LR
P
Sean f,g : A — C. Veamos que f = g.> Como A es completa, existe el igualador
(E,i: E— A)defyg. Laflecha i es un monomorfismo por la proposiciéon 1.4.26. Por

lo tanto ai : E — P también es un monomorfismo, y representa entonces un subobjeto de
P. Como a representa el menor subobjeto de P, existe g : A — E que hace conmutar el

A—7 L F
P

Esto significa que aig = a. Como a es un monomorfismo, entonces iq = id4. Por lo

siguiente diagrama:

tanto / es un epimorfismo split, y en particular es un epimorfismo. Como fi = gi, concluimos

que f =g. m

Teorema 3.2.16 (especial del functor adjunto [SAFT], de Freyd). Sea G : D — C un
functor, donde D es una categoria completa, bien potenciada y que admite un conjunto
cogenerador. Entonces G es un adjunto a derecha si y sélo si preserva limites.

Demostracion. Si G es un adjunto a derecha, entonces preserva limites por el teorema
2.3.11.

! Probando esto se termina la prueba de que A es un objeto inicial de A. Alternativamente, podriamos
concluir la demostracién de la siguiente manera: hemos probado que {A} es un conjunto débilmente inicial

de A; el lema 3.1.4 concluye que A tiene un objeto inicial.
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Supongamos que G preserva limites. Para probar que G es un adjunto a derecha, por la
proposicion 2.3.2 basta probar que para todo C € C la categoria (C | G) tiene un objeto
inicial. En virtud del lema 3.2.15, basta probar que para todo C € C la categoria (C | G)
es completa, bien potenciada y admite un conjunto cogenerador.

Sea C €C.

(C | G) es completa: Como D es completa, el corolario 3.1.7 concluye que (C | G)

es completa.

(C | G) es bien potenciada: Sea (B,f) € (C | G)y u: (By,fo) = (B,f) un
monomorfismo. Por lo tanto u viene dado por una flecha m : By — B tal que Gm hace

conmutar el siguiente diagrama:

C (3.14)

2N

El functor P : (C | G) — D del lema 3.1.6 crea limites, y por lo tanto los preserva
pues D es completa (observacion 1.4.35). En particular preserva monomorfismos (corolario
1.4.23).

Por lo tanto m = Pu es un monomorfismo. Esto significa que los subobjetos de (B, f)
vienen dados por subobjetos de B representados por un monomorfismo m : By — B tal
que Gm hace conmutar el diagrama (3.14). Al ser D bien potenciada, los subobjetos de B
forman un conjunto, y entonces los subobjetos de (B, f) también. En conclusién, (C | G)

es bien potenciada.

(C | G) admite un conjunto cogenerador: Sea {D;};c; un conjunto cogenerador
de D. Por lo tanto F = {(D;,q): i € I,q: C — GD;} es un conjunto; veamos que es un
conjunto cogenerador de (C | G).

Sean u,v : (B,f) — (B',f'). Si uy v vienen dadas por flechas g : B — B’y
h: B — B’ respectivamente, entonces Gg y Gh hacen conmutar el siguiente diagrama:

C
f
Gg
GB:hiGB’

G

Si u # v, entonces g # h. Como {D;};c; es un conjunto cogenerador, existe i € | y
k : B' — D; tal que kg # kh. Sea g = Gkof': C — GD;, de tal manera que (D;, q) € F,
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y el siguiente diagrama conmuta:

C
f
Gg
GB— GB —— GD;
Gh Gk
Podemos definir entonces una flecha w : (B', ') — (D;, q) dada por k : B' — D;, y
esta flecha cumple que wu # wv pues kg # kh. Esto muestra que F es un conjunto

cogenerador de (C | G). O

El teorema anterior se dualiza sin dificultades, obteniendo el teorema especial del functor

adjunto que nos garantiza que un functor sea un adjunto a izquierda:

Teorema 3.2.17. Sea F : C — D un functor, donde C es una categoria cocompleta, bien
copotenciada y que admite un conjunto generador. Entonces F es un adjunto a izquierda

si y sélo si F preserva colimites.
El siguiente corolario también se dualiza sin dificultades:

Corolario 3.2.18. Sea J una categoria pequefa. Si C es una categoria J-completa, bien
potenciada y que admite un conjunto cogenerador, entonces C es J-cocompleta.

Demostracién. En virtud de la proposicién 2.4.17, para probar que C es J-cocompleta basta
ver que el functor diagonal A : C — C’ tiene un adjunto a izquierda. El teorema 3.2.16
nos indica que alcanza con probar que A : C — C’ preserva limites, pero esto es lo que

afirma el corolario 2.5.6. O]

3.2.4. Ejemplos

Ejemplo 3.2.19 (Compactificacién de Stone-Cech). Sea CompHaus la subcategoria plena
de Top cuyos objetos son los espacios topolégicos compactos y Hausdorff. Aplicando el
teorema especial del functor adjunto demostraremos que es una subcategoria reflexiva. Si
r : Top — CompHaus es el reflector y X € Top, entonces rX se llama compactificacion
de Stone-Cech de X.

m
Top CompHaus
~_

i
Observar que la proposicion 2.3.2 nos dice que afirmar la existencia de r es equivalente
a determinar para cada espacio topoldgico X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff

rX y una funcién continua nx : X — irX que cumplan que si C es un espacio topoldgico
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compacto y Hausdorff y f : X — iC es una funcidén continua, entonces existe una Unica

funcién continua g : rX — C tal que ig hace conmutar el siguiente diagrama:

X .ic C
.-‘%[ ."\"(
g e
irX rX

Esta es la propiedad universal de la compactificacién de Stone-Cech.

Demostremos que se verifican las hipotesis del teorema especial del functor adjunto.
» El intervalo [0, 1] es un cogenerador de CompHaus. En efecto:

e El lema de Urysohn [19, teorema 33.1] nos dice que si N es un espacio topold-
gico normal y Ey, E; C N son cerrados disjuntos, entonces existe una funcién

continua N — [0, 1] que vale 0 en Ey y vale 1 en E;.
e Todo espacio compacto y Hausdorff es normal [19, teorema 32.3].

e Si H es un espacio de Hausdorff entonces {x} C H es cerrado para todo x € H
[19, teorema 17.8].

En conclusién, si f,g : B — C son flechas de CompHaus tales que 7(b) # g(b)
para cierto b € B, entonces existe una funcién h: C — [0, 1] tal que h(f(b)) =0y
h(g(b)) =1, y por lo tanto hf # hg.

» La categoria CompHaus es completa, y el functor i preserva limites.

En efecto, el producto de espacios topoldgicos compactos Hausdorff es compacto y
Hausdorff (teorema de Tijonov: [19, teorema 37.3]; y [19, teorema 19.4]), luego el
producto de una familia {C;};c; en CompHaus es el producto de la familia {iC;};c,

en Top.

Por otro lado, si f,g : B — C son flechas de CompHaus, entonces el subespacio
{be B: f(b) = g(b)} C B es Hausdorff [19, teorema 17.11] y ademés es cerrado?,
por lo tanto es compacto pues B lo es [19, teorema 26.2]. De esta manera, el igualador
de f y g en CompHaus es el igualador de if e ig en Top.

La afirmacién se deduce ahora del teorema 1.4.36 y del corolario 1.4.37.
= |La categoria CompHaus es bien potenciada. En efecto, los monomorfismos en

CompHaus son las funciones continuas e inyectivas, luego un subobjeto de un
X € CompHaus esta representado por un subconjunto de X con cierta topologia.

2 Recordar que un espacio X es Hausdorff si y sélo si la diagonal A := {(x,x) : x € X} C X x X es
cerrada [19, ejercicio 13, §17]. Sea g : B — C x C la funcién continua definida como g(b) = (f(b), g(b)).
Entonces ¢~ }(A) = {b € B: f(b) = g(b)} es cerrado en B.
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En conclusién, la subcategoria CompHaus C Top es reflexiva. Hemos demostrado la
existencia de la compactificacién de Stone-Cech usando un teorema general de la teoria de

categorias.

Ejemplo 3.2.20. Un functor F : R-Mod-T — R-Mod-S es aditivo si es un morfismo de
grupos abelianos a nivel de las flechas. Es decir, si F(f + g) = Ff + Fg para todo par de
flechas f,g : M — N de R-Mod-T.

Se puede probar que F es aditivo si y sélo si preserva productos finitos [15, p.193].

Los functores tensor y hom del ejemplo 2.4.2 son functores aditivos.

Los siguientes teoremas de Eilenberg y Watts caracterizan los functores aditivos
R-Mod — Ab que preservan limites o colimites. Una parte de su demostracién se de-
duce directamente del teorema especial del functor adjunto y de su dual. Observar que la

hipétesis de aditividad sélo involucra al tercer item.

Teorema 3.2.21 (Eilenberg-Watts). Sea G : R-Mod — Ab un functor aditivo. Son

equivalentes:
1. G preserva limites,
2. G es un adjunto a derecha,
3. G = Homg(A, —) para algin A € R-Mod.

Demostracién. (1 = 2) La categoria R-Mod tiene un cogenerador (ejemplo 3.2.7), es bien
potenciada (ejemplo 3.2.11.2), y es completa (ejemplo 1.4.38). Por lo tanto se aplica el

teorema especial del functor adjunto 3.2.16.

(2 = 3) Sea F el adjunto a izquierda de G. Existe un isomorfismo natural

Homz(—,G—)
o /\)
Ab°® x R-Mod /= Set
\_/
Homg(F—,—)

Como G es aditivo, podemos aplicar el teorema 3 de [15, p. 83] que afirma que el

functor F : Ab — R-Mod también lo es, y ademas existe un isomorfismo natural

Homyz(—,G—)
o /_\
Ab® x R-Mod |}= Ab (3.15)
\_/

Homg(F—,—)

El ejemplo 1.3.5.4 garantiza que Homz(Z, —) = idap, y por lo tanto G = Homy(Z, G—).
El isomorfismo natural (3.15) garantiza que Homyz(Z, G—) = Homg(FZ, —), y por lo tanto
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concluimos que G = Homg(FZ, —).

(3= 1): ver ejemplo 2.4.2. O
Los dos teoremas siguientes se demuestran de manera andloga al anterior.

Teorema 3.2.22 (Eilenberg-Watts). Sea G : R-Mod — Ab un functor aditivo y contra-

variante. Son equivalentes:
1. G lleva colimites en limites,
2. G es parte de un par adjunto contravariante a derecha,
3. G = Homg(—, B) para algin B € R-Mod.

Teorema 3.2.23 (Eilenberg-Watts). Sea F : R-Mod — Ab un functor aditivo. Son

equivalentes:
1. F preserva colimites,
2. F es un adjunto a izquierda,
3. F=2 A®g — para algun A € Mod-R.

Observacion 3.2.24. La categoria R-Mod de moddulos sobre un anillo R satisface las
hipétesis del teorema especial del functor adjunto y de su dual, y por lo tanto un functor
con dominio R-Mod preserva limites si y sélo si es un adjunto a derecha, y preserva
colimites si y sélo si es un adjunto a izquierda.

Se puede demostrar que esto vale mas generalmente para una categoria de Grothendieck,
viendo que una tal categoria satisface las hipdtesis del teorema especial del functor adjunto
y de su dual.

Una categoria de Grothendieck es una categoria abeliana que satisface el axioma AB5
(i.e. es cocompleta y el functor Ii_>mJ es exacto para toda categoria pequefia filtrada J) y
tiene un generador (ver [18, seccién .20 y capitulo Ill]. El autor le llama C; al axioma
ABS).

Si C es una categoria de Grothendieck, entonces [18, proposiciones | 14.3 y Il 15.1]
prueban que es bien potenciada; [18, corolario Il 3.4] prueba que tiene un cogenerador, y
la completitud de C se deduce del dual del corolario 3.2.18, ya que C es bien copotenciada

por [18, proposicién | 14.2].
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