GAL II - Wz6r na odleglos¢ punktu od hiperpowierzchni afinicznej

Jesli M jest hiperpowierzchnia w R”", czyli jest (n — 1)-wymiarowa podprzestrzenia
afiniczna R", to wiemy, ze istnieja a1, ...,a,,b € R takie, ze

(0.1) M={(x1,...,x,) E R":ay1x1+ -+ +a,x, = b}.

Innymi stowy, mozemy opisaé M jednym réwnaniem afinicznym w R". Z tego wynika
nastepujacy wzoér na odleglos¢ jakiegos$ punktu p = (y1,...,y,) € R" do M:
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gdzie a = (a1,...,a,) i (—, —) to standardowy iloczyn skalarny. Zauwazcie, ze a L M.
Ten wzo6r moze by¢ uzyteczny ale zawsze mozemy obliczy¢ te odleglos¢ jako odlegtos¢ od
punktu do dowolnej podprzestrzeni afinicznej, niekoniecznie wymiaru n — 1. Czyli jako
norme wektora faczacego p ze swoim rzutem prostopadlem na M. I tak wlasnie mozna
robi¢ dowéd wzoru, korzystajac z (0.1).

Czy mozemy uogoélni¢ ten wzor, i zamiast mie¢ M C R"” wymiarun — 1, mie¢c M C H
wymiaru n — 1, gdzie (H, (—, —)1) to dowolna przestrzeri euklidesowa afiniczna? Tak.
Zrébmy to.

Niech (H, (—, —)1) bedzie przestrzenia euklidesowa afiniczna, niech M C H bedzie
podprzestrzenia afiniczna wymiaru n — 1, niech pg € H i niech B = {ey,...,e,} C T(H)
bedzie baza ortonormalna. Bedziemy pracowa¢ w ukladzie bazowym {po; B}. Najpierw
uogdlnimy (0.1). Wiemy, ze T(M)+ C T(H) jest podprzestrzenia liniowa wymiaru 1, wiec
T(M)*+ = lin(a) dlajakiego$ a € T(H). Z tego wynika, ze

T(M)={veT(H): (av) =0}
Przypomnijmy sobie teraz, ze w bazie ortonormalnej dowolny iloczyn skalarny wyglada

jak iloczyn skalarny standardowy w R™: (Y1 xje;, Y g yiei)1 = Y11 Xiy;, wiec jesli (a;) to
wspotrzedne a w bazie B, czylia = Y/ | aje;, wtedy

T(M) = {i‘xiei S T(H) : illaixi = 0} ,

n
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= {po+p1—po+2xiei €H: Zﬂixizo}
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wiecjesli p; € M, to

n
M=p +T(M) = {p1+2x,~ei€H:
=1
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Alejesli p1 — po = popi = XLy cie; € T(H), to

M = {po—l—Z(ci—i—xi)ei € H: Zaixi :O}

i=1 i=1

(0.3) = {po—i—ZzieiEH:Zaizi:b}

i=1 i=1

gdzie b =)' ajc;. To jest nasz opis M podobny do (0.1).

Teraz znajdujemy wspétrzedne punktu p € W w uktadzie bazowym {po; B}, czyli
p = po+ Yijyiei, i to nam daje te y; ktére sa potrzebne we wzorze (0.2), ktéry dziata
w tym kontekscie z podobnym dowodem. To jest naszym zadanym uogdélnieniem.

Podsumowujac, jesli (H, (—, —)1) jest przestrzenia afiniczna euklidesowa wymiaru #,
M C W jest podprzestrzenia afiniczna wymiaru n —1i p € H, to zeby znalez¢ p(p, M)
mozemy postepowac tak:

(1) Znalez¢ wektor a € T(H) taki, ze (a,v); = 0 dla wszystkich v € T(M). Mozemy to
zrobi¢ za pomoca bazy T(M).

(2) Znalez¢ baze ortonormalna T(H), B = {ey,...,en}.

(3) Znalez¢ wspotrzedne a w bazie B: a = Y} | aje;, to po prostu a; = (a;, e;)1.

(4) Wzia¢ punkty po € H, p1 € M, znalez¢ wspolrzedne p; w ukladzie bazowym
{po; B}: popt = Y-, ciej, i znalezé b podstawiajac te wspétrzedne w réwnaniu, czyli
b= Z?:l a;c;.

(5) Znalez¢ wspéirzedne punktu p w uktadzie bazowym {po; B}: pop = Y, yie;, wiec

yi = (pop,ei)1.

(6) Mozemy uzywaé wzoru (0.2), bo mamy juz ay, ..., a,,b,y1,...,y,. Czyli

o gy — b (g, pop)s — bl

(0.4) M

Mozemy ulatwi¢ sobie zycie wybierajac po € M C H zamiast ogdlny pg € H, wtedy
czwarty punkt powyzszego przepisu sie upraszcza:

(4) Wziaé punkt pg € M (i p1 = po), wtedy b = 0.
Innymi stowy: jesli mamy M jak w (0.3), to b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy po € M.

Wezmy przyklad w R? z iloczynem skalarnym (u,v); = (u,v)s. Czyli ten iloczyn
skalarny ma te same katy co standardowy (wiec to samo pojecie prostopadtosci), ale ma
dtugosci takie, ze np. wektory (1,1) i (1, —1) maja norme 1. Niech

M= (0,1) +1in((1,1)),
e1=(1,1),e2=(1,-1), po = (1,0), p1 = (0,1) (zob. rysunek na ostatniej stronie). Wtedy
M = {p1 + x161 + x202 : xp = 0}
= {po + x1€1 + x2€p : xo = —1}.

czylia; = 0,ap = 1: mamy wieca = e;. Mamy tezb = —1. Jedli p = (0,0), to zeby

znalez¢ p(p, M) najpierw znajdujemy wspéirzedne p w ukladzie bazowym ortonormalnym
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{po;er,e2}: p = po — %el - %ez, czyliy; = yo = —%. Zatem
|a1y1 + axys — b| 1
p(p, M) = =5
\/ a2+ a3
Zauwazcie, ze tez mozemy korzysta¢ z drugiej czeSci wzoru (0.4):
(L, =1),(=L0)) +1] _| 1 ‘ 1

p(p, M) = 7
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