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Prefacio

Este libro esta inspirado en el curso de Célculo III dictado en 2009 por Miguel
Paternain.

Mi meta y motivacién a lo largo de su escritura fue conseguir concentrar
la mayor cantidad posible de contenido, de manera coherente y con un orden
légico-formal adecuado, para un curso de un semestre. Es mi intencién que el
lector con los conocimientos previos necesarios (célculo en una y varias variables y
algo de algebra lineal) pueda hacer una lectura integra autocontenida. Es por esto
que hay escasos ejercicios: si algtin resultado se precisa para avanzar en la teoria,
es probado en el texto. Y si no, es una omisién de mi parte que agradeceria se me
hiciera saber.

Encarezco al lector me haga llegar todo tipo de sugerencia, critica constructiva,
duda o comentario en general a través de mi correo electrénico. Es mi motivacién
que la calidad sea la mayor posible y los errores, minimos, pero por mucha
relectura que haga, siempre se me deslizan errores. Si le pido un favor al lec-
tor, es ése: que perdone mis despistes y me los haga saber para poder ser corregidos.

Agradezco profunda y sinceramente a Miguel Paternain por introducirme con
tanto entusiasmo a un curso tan bonito (y por hacer de su estudio un gusto).

Asimismo agradezco a Fusebio Gardella por la paciencia y dedicacién que tuvo
al evacuarme las dudas que me fueron surgiendo durante el dictado de dicho curso.

Doy las gracias también a Jonathan Acunia, Ana Cortazzo, Gonzalo Cousillas,
Maximiliano Escayola, Pablo Ferrari, Cécile Mezzera, Maru Sarazola, Diego Silvera,
Paula Verdugo y Andrea Viscarret por senalarme diversas erratas en el texto.

Las imagenes y graficos fueron hechos con gnuplot, Adobe Illustrator, xfig,
y/o el entorno picture del propio IATEX. Excepciones: en la Parte I, las figuras
4.11 y 6.1 (dominio publico); en la Parte II, la figura 2.1 (Creative Commons
Attribution ShareAlike 3.0, Eric Gaba, modificacién: traduccién de la leyenda), 2.3
y 2.7 (debidamente citadas en la bibliografia).

Un ultimo agradecimiento a mi padre, Daniel, por ayudarme mas de una y de
dos veces con el Illustrator.



Parte 1

Calculo en variedades



Nos proponemos definir formas diferenciales en variedades, y de esta manera
poder demostrar el teorema de Stokes. Es un teorema que, por un lado, vincula la
topologia con el andlisis; y por otro, generaliza y engloba varios teoremas clasicos
(teorema del gradiente, teorema de Green, teorema de Stokes clédsico, teorema de
la divergencia de Gauss...).

El teorema dice basicamente que:

/dw-/ w
M oM

Esta concisa expresion resume y vincula muchas ideas: variedades, variedades
con borde, formas en variedades, derivada exterior de formas en variedades e
integracién de formas en variedades. Es por ello la culminacién de esta primera
parte del curso.

Para llegar a ello hay que trabajar bastante: la construccién que haremos
en el capitulo primero lo pone en evidencia.



Capitulo 0

Diferenciabilidad

Definicién 0.0.1. Llamaremos espacio euclideo al espacio vectorial con producto
interno R", para algin n > 1, donde el producto interno es el producto escalar
usual.

En Caélculo II definimos diferenciabilidad de esta manera: si U C R"™ es abier-
to, f : U — R™ es diferenciable en p € U si existe una transformacién lineal
T :R™ — R™ (que llamaremos el diferencial de f en p y notaremos df,) tal que:

i P+ 0) — f(p) —T(v)

=0
v=0 o]

o lo que es equivalente, escribiendo ya 1" como df,,

f(x) = f(p) =dfpy(x —p)+r(x), VreU
donde r : U — R™ verifica:

m ﬂ -0
a=p ||z — p|

La definiciéon precedente es mas débil que la que usaremos en este curso, sin
embargo nunca estd de mas recordarla. Nuestras funciones seran generalmente
infinitamente diferenciables:

Definicion 0.0.2. Sea U C R™ un conjunto abierto, f : U C R” — R una funcién.
Decimos que f es infinitamente diferenciable o de clase C™° si existen todas sus

derivadas parciales de todos los 6rdenes en todo punto de U. Denotaremos su
of

derivada parcial segin x; indistintamente como 7:- 0 como fy,. Escribiremos como
Vf= (aa—xfl, e %) : U — R" su gradiente y como df, : R" — R su diferencial

en un punto p € U. Recordamos que el diferencial es una transformacion lineal y
que df,(v) =V f(p)-v = %(p), donde % es la derivada direccional de f segin v.

Observacion 0.0.3. Recordar que el diferencial de una transformacién lineal
es la propia transformacion lineal, y que el diferencial de idy : U — U es
idgn : R — R™,



Definicién 0.0.4. Sea U C R™ un conjunto abierto, f = (f1,..., fm): U = R™
una funcién diferenciable. Definimos la derivada parcial de f segun z; como la
funcién:

PR <8f1 3fm>

761‘2' 8%1’78x1

Definicién 0.0.5. Sea U C R™ un conjunto abierto, f = (f1,..., fm): U = R™
una funcién. Decimos que f es infinitamente diferenciable, o de clase C*°, si
existen todas las derivadas parciales de todos los érdenes de f en todo punto de U.
Escribiremos como df}, : R™ — R™ su diferencial en un punto p € U. Recordamos
que es una transformacion lineal y que df, = (d(f1)p,- .-, d(fm)p)-

Esta definicion vale para conjuntos abiertos, nos proponemos extenderla para
conjuntos cualesquiera.

Definicion 0.0.6. Sea p € R™. Decimos que W C R" es un entorno abierto de p
si W es abiertoy p e W.

Definicién 0.0.7. Sea A C R" un conjunto y f: A — R" una funcién. Decimos
que f es infinitamente diferenciable o de clase C'*° si para todo p € A existen:

= U C R™ un entorno abierto de p,

» F:U — R™ de clase C* de modo tal que F|any = f|lanv (una extension
diferenciable).

Las llamaremos sencillamente funciones diferenciables. Notaremos por C*°(A) al

conjunto:
def.

C*(A) = {f:A—=R: f esde clase C*}
Si A, B C R™ son subconjuntos, decimos que una funcién f : A — B es un
difeomorfismo si es diferenciable, biyectiva, y f~!: B — A es diferenciable.

Observacion 0.0.8. Esta definicién no es circular, si bien puede parecerlo a golpe
de vista. Estamos definiendo lo que significa que una funcién sea diferenciable en
un subconjunto cualquiera de R™, en base a la diferenciabilidad conocida en un
subconjunto abierto. La funcién F de la definicién es diferenciable en el sentido de
Calculo II (recordado més arriba), esto es, en un subconjunto abierto.

Observacion 0.0.9. Ahora sabemos lo que es una funcién diferenciable en un
conjunto cualquiera, pero no hemos definido el diferencial de una tal funcién. Si
p es un punto interior del dominio A, entonces podemos tomarnos un entorno
U suficientemente pequeno para que esté incluido en A, por lo que todas las
extensiones de f tendran el mismo diferencial en p, que es el de f|y, y por lo
tanto no habria problema en definirlo como el diferencial de alguna extension.
Sin embargo si p no es interior al dominio, no todas las extensiones tienen por
qué tener igual diferencial, y ya no podriamos definirlo de esta manera:

Sea A C R? el eje de las abscisas, f : A — R definida por f(x,0) = 0. f
es diferenciable pues se puede extender a todo R? como la funcién nula. También
se puede extender por la funcién g : R? — R, definida por g(z,y) = y. ;Cémo
hariamos entonces para definir el diferencial de f7



Ejercicio 0.0.10. Demostrar que la restricciéon de una funcién diferenciable a
un subconjunto cualquiera es diferenciable, y que la composiciéon de funciones
diferenciables es diferenciable.

Definicién 0.0.11. Sean A C R", B C R conjuntos. Sea f : A — B una funcién.
Decimos que f es un difeomorfismo si f es invertible, diferenciable y la funcién
inversa f~! es diferenciable. En este caso decimos que A y B son difeomorfos.

Ejercicio 0.0.12. Demostrar que la composiciéon de difeomorfismos es un difeomor-
fismo, y que ser difeomorfo es una relacién de equivalencia.

Dos cosas difeomorfas (intuitivamente: que podemos deformar una en la
otra “suavemente”) son indistinguibles para el topdlogo diferencial. Para el
top6logo general, dos cosas homeomorfas (que podemos deformar una en otra
“continuamente”) son indistinguibles (la rosquilla y la taza de café...).

Recordamos los siguientes resultados demostrados en Calculo II.

Regla de la cadena. Sean U C R™, V C R™ abiertos y sean f : U — R™,
g:V = R funciones diferenciables, con f tal que Im f C V. Entonces la funcion
gof:U — Rl cumple:

d(go f)p=dgsp odfy, YpeU

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

df, dg
R™ P R™ f(p) Rl

d(gof)p

Corolario 0.0.13. Sean U C R™ y V' C R™ abiertos, f : U — V un difeomorfismo.
Entonces m = n, y el diferencial df, : R" — R" en un punto p € U es un
isomorfismo (lineal) cuya inversa es tal que:

(dfp)_1 = d(f_l)f(p)

Demostracién. Aplicamos la regla de la cadena en las igualdades idy = f~'o f
eidy = fo f~1, recordamos que el diferencial de la identidad es la identidad, y
obtenemos:

idgn = d(idy)p = d(f " o flp = d(f ) ) 0 dfy
idgen = d(idv) 4) = d(f o [ ) = dfp 0 d(f 1) 5
Esto implica que df,, es invertible, y su inversa es d(f™!) f(p)- Tenemos entonces

que dfp : R — R™ es un isomorfismo, luego m = n. O

Observacion 0.0.14. No basta con que el diferencial en cierto punto sea un isomor-
fismo para garantizar que f sea un difeomorfismo. Por ejemplo, sea f : R — R dada
por f(z) = 2%. Su diferencial en el punto 1 es df; : R — R, df1(z) = f/(1) - = = 2z
que es un isomorfismo, sin embargo f no es un difeomorfismo entre R y R.

Si podemos afirmar que lo es localmente, gracias al

10



Teorema de la funcién inversa. Sea U C R" abierto, f: U — R" una funcion
diferenciable y p € U. Si dfy, es un isomorfismo, entonces existe X C U un entorno
abierto de p tal que f(X) C R™ es abierto y flx : X — f(X) es un difeomorfismo.

Léase: si una funcion diferenciable tiene diferencial invertible en un punto,
entonces es localmente un difeomorfismo.

Observacion 0.0.15. La condicién df,, es invertible (que es lo mismo que decir que
dfp es un isomorfismo) es equivalente a la condicién det dfy, # 0 donde det df), es el
determinante jacobiano de f en p.

11



Capitulo 1

Algebra exterior

Sea V un R-espacio vectorial de dimension n.

1.1. Espacio dual

Hagamos un pequeno repaso sobre el espacio dual.

Definicion 1.1.1. Definimos el espacio dual de V que notaremos V* como el
espacio
V*={T:V - R:T es lineal}

Observacion 1.1.2. No es dificil ver que V* es un subespacio vectorial del R-espacio
vectorial de las funciones de V en R con las operaciones definidas punto a punto,
esto es:

(f+9)(x) = [f(z)+9(z)
(af)(@) = af(x), VaeR

Definicién 1.1.3. Sea B = {ey,...,e,} una base de V, entonces el conjunto
B* ={¢1,...,¢0n} C V* que verifica:

1 sii=3
‘bz(eﬂ)_{ 0 sii#j
se denomina base dual de B.

Notacién. Si {ej,...,e,} es la base canénica de R™, entonces notaremos su base
dual por {dx1,...,dz,}.

Observacion 1.1.4. Recordamos las siguientes igualdades: para todov € V, f € V*

se cumple
v = Z oi(v) €

=1

Observacion 1.1.5. No es dificil ver que una base dual es efectivamente una base
del espacio vectorial V*. Por lo tanto, dim V = dim V*.

12



1.2 Formas multilineales

Definicion 1.1.6. Si V, W son espacios vectoriales y T': V' — W es una transfor-
macién lineal, la transformacion dual de T es T* : W* — V* definida mediante

T*(f)=foT

1.2. Formas multilineales

Definicién 1.2.1. Una k-forma multilineal (o forma k-lineal, o k-forma lineal, o
k-tensor) en V es una funcién T : V¥ — R que es lineal en cada variable, esto es:

T(v1,...,av; + wi,...,v5) =aT(v1,...,05...,08) +T(v1,...,wi,...,0k)

para todo a € R, vy,...,vp,w; € V y todo i = 1,...,k. Notaremos .7%(V*) al
espacio de las k-formas multilineales en V.

Observacion 1.2.2. Es facil ver que .7 k(V*) es un subespacio vectorial del espacio
vectorial de las funciones con dominio V* y codominio R, con las operaciones
definidas punto a punto. Por lo tanto .7%(V*) tiene estructura de R-espacio
vectorial.

Ejemplo 1.2.3. Si tomamos k = 1, tenemos 7! (V*) = V*. Tenemos entonces que
T*(V*) es una generalizacién del espacio dual.

Ejemplo 1.2.4. Para k =2y V = R", si tomamos T'(v,w) = v - w, el producto
escalar, tenemos que T es una 2-forma multilineal en R™. Llamaremos a las 2-formas
multilineales, formas bilineales.

Ejemplo 1.2.5. Si k = ny V = R", entonces el determinante es una n-forma
multilineal.

1.2.1. Producto tensorial

Definicién 1.2.6. Sea T una k-forma multilineal en V' y S una r-forma multilineal
en V. Definimos su producto tensorial, T ® S € T*+7(V*) por:

(T® S)(Ul, ey Uk Vg1, e - - ,vk_._r) = T(Ul, ce ,Uk) S(Uk+1, . 7Uk+r)

Proposiciéon 1.2.7. El producto tensorial tiene las siguientes propiedades:

» (T+S)QR=TQRR+S®R (propiedad distributiva)
» TR(S+R) =T®S+T®R (propiedad distributiva)
» () @S =T®aS)=a(T®S) (propiedad homogénea)
s TR(S®OR) =(T®S)®R (propiedad asociativa)

La dltima propiedad nos permite escribir T'® S ® R. Observar que el producto
tensorial no es conmutativo:
TRS#S®T

Lema 1.2.8. Una k-forma multilineal T en V' queda determinada por los valores
que toma en todas las k-uplas de elementos de una base de V.

13



1.3 Formas multilineales alternadas

Demostracion. Sea {e1,...,e,} una base de V, vy,..., v € V. Escribimos:
n
(e E aiji ejl.
Ji=1

Por lo tanto:

n n
T(vi,...,v) = T E ai; €y s g ak;, €jy
Ji=1 Jr=1
n
= E alh ...akjkT(ejl,...,ejk)
Jiseenje=1

Entonces conociendo T'(ej,,...,e;, ) para todo j; = 1,...,n y todo i =1,...,k,
tenemos univocamente determinada T'. O

El producto tensorial permite expresar .7%(V*) por medio de .71(V*):

Proposicién 1.2.9. Sea {e1,...,e,} una base de V y {¢1,...,¢n} su base dual.
Entonces una base de T*(V*) viene dada por:

Demostracion. Sea T una forma k-lineal. Queremos ver que es posible escribir de
manera Unica:

n

T= Z Ujpreju @i @ @ Gy Ay, ER

J1sedk=1

Por la proposiciéon anterior, basta evaluar en todas las k-uplas de elementos de la

base {e1,...,en}: sea e;,...,e; una k-upla arbitraria.
n
T(eiys-vei) = D Ghogubin @ @ g (€, eq,)
Jise-ndk=1
= Gy, ip @i (€0r) - - - Dig (€3,
= iy,

Por lo tanto siempre es posible escribir 7' como arriba y de manera tnica: basta
tomar aj, . = T(ej,...,€j.). d

Corolario 1.2.10. El espacio vectorial T*(V*) tiene dimension n*.

1.3. Formas multilineales alternadas

Definiciéon 1.3.1. Una k-forma lineal T se dice alternada si para toda k-upla
{v1,..., v} CV se cumple:

T(v1, .3 Vigee s Uy ey Ug) = =T (V1,0 0,05, 0, Vs oo, V)
Notaremos A¥(V*) al espacio de las k-formas multilineales alternadas y definimos

A°(V*) = R por conveniencia.

14



1.3 Formas multilineales alternadas

Observacion 1.3.2. Es claro que AF(V*) es un subespacio vectorial de .7%(V*).

Definicién 1.3.3. Denotaremos por S, al grupo simétrico de p elementos, es decir,
el grupo de las permutaciones de p elementos con la composicién como producto.
Recordar que una permutacién o de p elementos es una funcién biyectiva

o:{1,....p} = {1,...,p}

Recordamos que dada una permutacion o, la podemos escribir como composicion
de transposiciones (ciclos de orden 2). La paridad del niimero de transposiciones
es invariante, y es lo que nos permite hacer la siguiente

Definicion 1.3.4. Si ¢ es una permutacion, definimos su signo, sg o, mediante:

def. (_1)m’1mero de transposiciones de o

sg(o) =

SiT e TK(V*), © € Sy entonces T™ € T#(V*) es tal que para todo v1,...,v, €V,

T (01,5 vk) = T(Vr(1ys -+ V(i)

Observacion 1.3.5. = Kl signo de una permutacién respeta el producto, i.e. se
cumple que sg(po 1) = sg(p) sg(1) Yp, T € Sp.
= Sip, 7 son permutaciones, entonces 777 = (T”)7. En efecto, ambas expresiones

significan que al evaluar en vy, ..., v debemos aplicar primero p a los indices
y después .

Proposicion 1.3.6. Una k-forma lineal T' es alternada si y sélo si
T° =sg(o)T, Vo€ S

Demostracion. (=) Hagdmoslo por induccién en el nimero de transposiciones que
aparecen en la descomposicién de o. Escribamos ¢ = 70 p = 7p, donde p es la
primera que aparece y no es la identidad, y 7 es la composicion del resto. Para el
paso inicial: si 7 es una transposicién que no es la identidad, como T es alternada,
T™ = —T = sg(m) T. Por lo tanto, aplicando la hipétesis inductiva y el paso inicial
a p,
T7 =T = (T")" =sg(1) 1" = sg(p)sg(1) T = sg(0) T

(<) Basta elegir 0 = (4,j), la permutacién que cambia ¢ con j y deja el resto
fijo. O

Definicién 1.3.7. Si T' es una k-forma lineal, definimos su alternador, Alt(T) €
TF(V*) mediante:

1
Alt(T)(Ula s 7vk) = H Z Sg(O’) T(”U(l)? s Ua(k))

€Sk

O, con una escritura mas compacta:

Al(T) = % Z sg(o)T7

) €Sk

15



1.3 Formas multilineales alternadas

Proposicién 1.3.8. » i T € TH(V*), entonces Alt(T) € AF(V*).
= i T € A¥(V*) entonces Alt(T) =T.
x Si T € TFV*), entonces Alt(Al(T)) = Alt(T).

Demostracion. » Sea (i,7) la permutacién que cambia entre si i y j y deja los
otros niimeros fijos. Si o € Sk, definimos ¢’ = ¢ o (4, ). Por lo tanto

AL(T)(v1, .0y Uy, V) =

1
= E Z Sg(O’) T(”U(l)? <5 Ug(i)y o5 Va(g)s - - - 7va(k))

ocESE

1
= E Z sg(a) T(Uo./(l), < Ugl(§)y - o5 Vgl (4)s - - - ,’Uax(k))

’ oESK

1
= E Z —Sg(J/) T(’Ual(l),...,’uax(j),...,’Ual(i),...,val(k))
o'eSk
= —Alt(T)(vl,...,Uj,...,vi,...,vk)

= Si T € A¥(V*), entonces para todo o € Sy se cumple T° = sg(o) T. Por lo

tanto:
1 . 1 1
AIY(T) = > sgl0)T7 = T > sg(o)sg(o)T = i Y T=T
€Sy, €Sk oES
pues #S; = k.

= Por el primer item, Alt(T) € A¥(V*), entonces por el segundo item
ALt (AIR(T)) = AlL(T). O

El primer item nos dice que aplicar el alternador es una manera de obtener
tensores alternados a partir de tensores cualesquiera.

Definiciéon 1.3.9. Si A: V — W es una transformacién lineal y k& > 0, definimos
A% AR(W*) — AF(V*) mediante

A*(T)(v1, ..., v5) = T(A(v1), ..., A(vg))

para todo T € AF(W*), (v1,...,vx) € V. Decimos que A*(T) es el pull-back lineal
de T por A.

Observacion 1.3.10. Este mapa se puede definir también sin ningin problema de
manera tal que A* : 7*(W*) — 7*(V*), no lo haremos asf pues a nuestros efectos
no aporta nada. Observemos también que para k = 1 obtenemos la aplicaciéon dual,
por lo tanto este mapa lo generaliza (falta verificar que efectivamente A* es lineal).

Proposicion 1.3.11. Sea T : V — W una transformacion lineal. La aplicacion
T* tiene las siguientes propiedades:

= T* es lineal,

o (idy)* = idpeqres
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1.3 Formas multilineales alternadas

» S5iS:U —V es una transformacion lineal, entonces (T o S)* = S* o T™,

= 51T es un isomorfismo lineal, entonces T también lo es, y verifica
(T*)—l — (T—l)*

Observacion 1.3.12. Las propiedades segunda y tercera se resumen en la siguiente
sentencia categorica: la operacion * es un functor contravariante.

1.3.1. Producto exterior

Definicién 1.3.13. Sea T € A¥(V*), S € A"(V*). Definimos su producto exterior,
o producto cuiia, T A S € A*+7(V*), mediante:

(k+r)!

TAS ==

AT ® )

Es claro que el producto cuna de dos tensores alternados es un tensor alternado,
mientras que el producto tensorial de dos tensores alternados no tiene por qué serlo.
En ese sentido, el producto cuna es cerrado para los tensores alternados: es un
producto adecuado. La utilidad de los factoriales se ird mostrando progresivamente.

Proposicion 1.3.14. El producto cuna tiene las siguientes propiedades: para todo
T c AF(V*), Se A"(V*), Re AY(V*), a € R:

s TANS+R)=TANS+TAR (propiedad distributiva)
s (T+SANR=TANR+SAR (propiedad distributiva)
w (aS)ANT =SA(aT)=a(SAT) (propiedad homogénea)

s TAS=(-D)FSAT

También vale la asociatividad, pero vamos a tener que trabajar un poco para
probarla.

Observacion 1.3.15. Del cuarto ftem se deduce que si ¢, € AY(V*) = V*, entonces
dNY =Ny dA$=0,de donde A es anticonmutativo en A*(V*). Esta
propiedad de las 1-formas es crucial. Observar que

SRy =5 6DV —Y@9)

Lema 1.3.16. » SiT e THV*) ySec T (V*), yT es tal que Alt(T) = 0,
entonces

AT @ S) =0 = Alt(S & T)
» SiT e AF(V*), S e A"(V*), R € AY(V*), entonces

ALA(T ® S) ® R) = Al(T ® S ® R) = Alt(T ® Alt(S ® R))
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1.3 Formas multilineales alternadas

Demostracion. s Por definicién, tenemos que
At (T® S) = T®S)"
Te9) =Gy 2 T S)

TFES]H_T

Sea G C Sk, el subgrupo que deja fijos los ultimos k + 1, ...,k + r nimeros.
G es una copia de Sy en Sg. ., luego si m € G le asociamos 7’ € Sy de manera
natural. Es claro que (T'® S)™ = T™ ® S, luego:

Z sg(m)(T ® S)" = Z sg(n)T™ | @5 =0

TeG 7' €Sk

pues por hip6tesis, Alt(T) = 0. Resta ver que es 0 para aquellos 7 € G. Pero
G descompone Sk, en unién disjunta de coclases a la izquierda,

coG={com:meqG}

por lo tanto:

Y swmT s = 33 saloion)(T®S8)"

TESk4r i weG

— Z sg(0i) > sg(m)(T & S)7°

TeG

= Y sglon (Z s(m)(T @ S)”)
) TeG
=0
pues recién probamos que Y - sg(7)(T ® S)™ = 0.
= Tenemos que
ABA(S®R) — S®R) =Alt(S® R) —Alt(S® R) =0
por lo tanto utilizando el item anterior para Alt(S ® R) — S ® R tenemos:

0 = AB(T®[Alt(S® R) — S® R)])
= AT ®Al(S® R)) — Alt(T ® (S® R))

de donde por la asociatividad de ®,
AB(T ® S® R) = Alt(T ® Alt(S ® R))
y la otra igualdad se deduce de manera andaloga. O

Teorema 1.3.17. El producto exterior A es asociativo, es decir, si T € AF(V*),
SeA"(V*) y Re AYV™), vale

k !

(TASYAR=TA(SAR) = (;:‘;)Au (T®S®R)

y por tanto escribiremos simplemente T' NS N\ R.
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1.3 Formas multilineales alternadas

Demostracion. En virtud del segundo item del lema anterior,

(E4+r)+1)!

| |
_ (’(“ki”r; 5? Alt ((kkfrf)' AT ® S) ® R>
(k+r+0)! (k+71)!
Als(T
G g AMTESeR)
(k+r+1)!
La otra igualdad es andloga. O

Ejercicio 1.3.18. Sea A : V — W es una transformacién lineal y T € A¥(V*), S €
A" (V*). Entonces
A*(T ANS)=A"(T) N A*(S)

Ahora que sabemos que el producto cufia es asociativo, podemos dar facilmente
una base de A¥(V*).

Teorema 1.3.19. Si {¢1,...,Pn} es una base de V*, entonces
B={giy A" Ny : 1 <0y <0 <iigp <n}
es una base de Ak(V*),

Demostracion. Sea T € AF(V*), en particular T € .7%(V*), por lo tanto podemos

escribir
n

T= Z ajl,...,jkﬁbjl ®--® ¢jk7 gy, g € R

JsenJe=1
Como T es alternada, entonces Alt(T") = T, por lo tanto:

T=AWT)= > aj 5Alt(¢), @ ® ;)

J1sendk=1

Esto es igual a
n

S g (G A A D)
J1yejr=1
a menos de los factoriales, por lo tanto todos los {¢;, A- - <Ay, 1 i1,...9, =1,...,n}
generan AF(V*), pero no son linealmente independientes: por la anticonmutatividad
de A en 1-formas, tenemos ¢ A = —p A ¢, y ¢ A ¢ = 0. Eliminando redundancias
nos quedamos con {¢;; A--- A, 11 <iy3 <--- <ip <n} O

Corolario 1.3.20. dim A*(V*) = (}) 4 #k'),k,

Ejemplo 1.3.21. Sea V = R" y consideramos {dz1,...,dz,} como base de (R™)*.
Entonces si T € A*((R™)*), la podemos escribir de manera tinica como

T = E iy, ... i, dxil VANRREIVAY dxik,, Qiy,...ip, € R
1<i1 << <n
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1.3 Formas multilineales alternadas

Ejemplo 1.3.22. Por el teorema anterior, ya sabemos A"((R™)*) tiene dimensién 1.
Sabemos que det € A"((R™)*), por lo tanto si T € A™((R™)*), entonces T = X det
para algin A € R.

El ejemplo que sigue es muy importante.

Ejemplo 1.3.23. Sean ¢1,...,¢, € AY((R")*) = (R®)*. Entonces ¢1 A--- A ¢, €
AR((R™)*). Sean vy, ..., v € R™

(¢1A--~/\¢k)(v1,...,vk) = k!Alt(qbl@“'@qbk)

k!
= E Sg(U) (¢1®"'®¢k)(va(1)v---avo(k))
’ gESy
= Z sg(0) P1(vo1)) - - - Pk (Vo(r))
gES)

$1(v1) ... o1(vx)

Pr(v1) .. Pr(vr)
= det(ei(vj))

En particular, si ¢; = dx; para todo i:
= si k = n, entonces

dzy A -+ Adzy, = det € A((R™)*)

= si k < n, obtenemos el determinante de alguna submatriz. Por ejemplo, si
k=2,n=3,yv=(v1,v2,v3), w = (wq,ws, ws) entonces:

dy N dz(v,w) = Zz Z;
dz A\ dz(v,w) = 23 53

1wy
dz N\ dy(v,w) = Z; Z;

Observar que esos tres determinantes son las coordenadas del producto
vectorial v X w, recordando que

(&) €9 €3
vXw “="1] vy v U3
wp w2 w3

En conclusion,
v X w=(dy Adz(v,w),dz A dz(v,w),dzx A dy(v,w))

El producto cuna de formas multilineales efectivamente generaliza el producto
vectorial.
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1.3 Formas multilineales alternadas

Observacion 1.3.24. Vemos aqui la utilidad de los factoriales que normalizan la
definicién de producto cuna. Si no estuvieran, no nos habria quedado el determi-
nante sino % veces el determinante, hecho bastante molesto y contraintuitivo que
distanciaria el producto cuna de ser una generalizaciéon del producto vectorial usual
por tan sélo un factor multiplicativo.

Proposicion 1.3.25. Sea A : V — V una transformacion lineal. Consideremos
A* L AM(V*) — A™(V*). Entonces A*(T) = (det A) T.
Ezxplicitamente, para todo vy, ...,v, € V se tiene que

T(Avy,...,Av,) = (det A)T'(v1,...,v,)
En particular, si ¢1,...,0, € V* entonces
AN (Pr) A- o NAY(Pn) = (det A) d1 A -+ A gy

Demostracion. Como A" (V*) tiene dimensién uno, entonces A*(T) = AT para
cierto A € R. Veamos que \ = det A.

Sea B : V — R"™ un isomorfismo. Consideremos B* : A"(V*) — A"((R™)*). Sea
T = B*(det). Entonces A*B*(det) = AB*(det), y por lo tanto

(B*)"1A*B*(det) = \(B*)"'B*(det) = A(BB™1)* = Adet

de donde (BAB~1)*(det) = Adet. Evaluando en la base canénica de R", obtenemos
que A = det(BAB™!) = det(A), terminando la demostracién. O
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Capitulo 2

Formas diferenciales en R"

En una palabra, las formas diferenciales son integrandos: objetos creados para
ser integrados con facilidad. Para R™ no estaremos consiguiendo nada muy nuevo,
pero solo con las formas diferenciales podremos integrar de manera razonable en
variedades. Necesitamos pasar primero por este caso mas sencillo, no sélo por
motivos didacticos sino porque la construccién posterior hace uso de ésta.

2.1. Definicién y ejemplos

Definicion 2.1.1. Sea U C R” abierto. Si k > 0, definimos una k-forma diferencial
en U como una funcién w : U — AF((R™)*) que depende diferenciablemente del
punto. Notaremos por Q¥(U) al conjunto de las k-formas diferenciales en U.

Més explicitamente, una k-forma diferencial w € QF(U) se puede escribir de
manera Unica como

w = Z Qiq ... ik d$i1 FANKIERIVAN dl‘lk (21)

1<t << <n
donde a;, ... i, : U — R son funciones diferenciables.

Seamos mas rigurosos y veamos esto con cuidado. Para todo p € U,
w(p) € AF((R™)*). Entonces como {dx; A - Adz;, : 1 < iy < -+ < i < n}
es base de A¥((R™)*), para todo p € U podemos escribir

w(p) = Z afh--.,ik dxi, A« Ndx,

1< << <n

donde afl i € R (p es un superindice) son unicos. De esta manera, definimos

Ay, g - U — R mediante iy, ige (p) = afl i Vp € U, y pedimos que sean
IR}

diferenciables.

Seamos atn més rigurosos. ;Qué significa la ecuacién (2.1)7 Hay pro-
ductos de funciones U — R por k-formas multilineales y sumas de es-
tos productos. Esto a priori no tiene sentido. Ahora, si consideramos
oxiy 4 = U — Ak((R”)*),ij € {1,...,n} V5 = 1,...,k ciertas funciones
constantes tales que dx;, 4, (p) = dxiy N--- Ndz;, € AF((R™)*) Vp € U, entonces
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2.1 Definicién y ejemplos

la siguiente expresiéon
w= E @iy ooy Oy i,
1<iy<-<ip<n

st tiene sentido: estos son productos y sumas punto a punto de funciones U — R
por funciones U — AF((R™)*). En efecto, para cada p tenemos bien definido
(@iy,. i 0%iy i) (D) = @iy, 4, (D) dziy A --- A dx;, siendo éste el producto por
escalar del R-espacio vectorial AF((R™)*).

Distinguir dz;, .. ; de dx;; A --- A dx;, no nos aporta demasiado pues la
primera es constante de valor la segunda, por lo tanto hacemos un pequeno abuso
de notacién al notar la k-forma diferencial que en cada punto de U vale la k-forma
multilineal no constante dx;, A --- A dx;, también mediante dx;, A--- A dx;, .

Observacion 2.1.2. » En el caso k = 0, como A’((R")*) = R, una 0-
forma diferencial es una funcién diferenciable U — R. En otras palabras,
QUU) = C>(U).

= Observar también que Q¥(U) = {0}, para todo k > n, pues A*((R")*) = {0}
para todo k > n.

= QF(U) es un R-espacio vectorial con las operaciones definidas punto a punto.

De ahora en mas y si no hay riesgo de confusion, si decimos una forma o una
k-forma nos estaremos refiriendo a una forma diferencial.

Ejemplo 2.1.3. Una 1-forma diferencial en R3 es de la forma
w=adr+bdy+cdz

donde a, b, c: U — R son funciones diferenciables. Si evaluamos en un punto p € U,
tenemos
w(p) = a(p) dz + b(p) dy + c(p) dz : R* = R

una funcional lineal. Ahora evaluamos en un vector v € R3:

w(p)(v) = a(p) dz(v) + b(p) dy(v) + ¢(p) dz(v)

donde dz(v), dy(v), dz(v) son la primera, segunda y tercera coordenadas de v
respectivamente.

Ejemplo 2.1.4. Hagamos lo mismo para una 2-forma en R3. Una 2-forma se puede
escribir como
w=adyNdz+bdz ANdx + cdx N dy

donde a,b,c: U — R son funciones diferenciables. Si evaluamos en p € U tenemos:
w(p) = a(p) dy Adz + b(p) dz Adx + c(p)dx Ady : R x R® = R

Evaluando en dos vectores v = (v1,v2,v3), w = (w1, ws, w3) € R3 obtenemos:

wp)(v,w) = a(p)dy Adz(v,w) + b(p)dz A de(v,w) + c(p) dx A dy(v, w)
_ V2 W2 U3 w3 V1 w1
= a®)| s | TEO ] [ TR

Escribiendo X : R? — R3, X = (a,b,c) la férmula anterior queda:

w(p)(v,w) = X(p) - vxw
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2.2 Producto exterior

Ejemplo 2.1.5. Si w € Q3(U), entonces se escribe de manera tinica como
w=adxrANdyAdz

donde a : U — R es una funcién diferenciable.

Terminamos con un ejercicio (més bien una observacién en un lenguaje apro-
piado) para el lector con conocimientos béasicos de teoria de médulos:

Ejercicio 2.1.6. Verificar que QF(U) es un C*°(U)-médulo libre de rango (7).

2.2. Producto exterior

En esta seccién aprenderemos a acunar formas diferenciales. Ya sabemos
que podemos sumar formas y multiplicarlas por escalares, ahora definiremos su
producto, llamado producto cuna o producto exterior, igual que con las formas
multilineales.

Definicién 2.2.1. Sea U C R" abierto, w € Q¥(U), n € Q"(U), con k,r > 1.
Definimos w A n € Q¥*"(U) punto a punto, es decir:

(wAm(p) = w(p) Anp) € AP ((R"))

Observar que el producto cuiia de la derecha es el producto cuna de formas
multilineales ya definido.

Sik=0,fecQ%U), definimos f Aw=wA f = fw.

Ejemplo 2.2.2. Hagamos el producto cuila de una 1-forma en R3 con una 2-forma

en R3.

(zyzdx) A (ydz Adx + zdy Adz) = xy?zde Adz Ade+ zyz?de Ady A dz
= ayz?de Ady A dz

recordando que dx A dx = 0.
La siguiente proposicién se deduce inmediatamente de su andloga para formas

multilineales.

Proposicion 2.2.3. El producto cuna tiene las siguientes propiedades: para todo

weU), neQU), 0cQU), acR:

s wA(MAO)=(wAN)NE (propiedad asociativa)
s (WM AO=wAO+nA0 (propiedad distributiva)
s wAn+0)=wAn+wAl (propiedad distributiva)
» (aw) An=wA (an) =a(wAn) (propiedad homogénea)

wAn=(—1)*"nAw
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2.3 Derivada exterior

2.3. Derivada exterior

Definicién 2.3.1. Sea U C R" abierto. Si f € Q°(U), es decir, si f : U — R es
una funcién diferenciable, definimos su derivada esterior df € Q'(U) como

df = Z d:cl

Observacion 2.3.2. Esto no es nada mas que el diferencial de f, es decir,
df(p) = df, para todo p € U. Hagamos la prueba para n = 3 para ahorrar
indices. Sea v = (v, v2,v3) € R3. Por un lado, el diferencial es:

) = V) 0= o) v+ o) e+ S oy

Por otro lado, la derivada exterior es:

Ho)0) = G0 e+ 5w ayw) + G dsto)
= %(p) v+ g:];(p) v2 + %(p) U3

y por lo tanto df (p)(v) = dfp(v).

Definicién 2.3.3. Sea U C R" abierto y sea w € Q¥(U). Podemos escribir de
forma tnica

w = Z Qiy .. ig dl‘il FANRIREIVAN dl’ik

1<i1 << <n

con a;, .. 4, : U — R funciones diferenciables. Definimos la derivada exterior de w
como dw € QF1(U) tal que:

dw d;f' Z daih---,ik VAN Cl.%'z‘l JARERIVAN Cl.%'zk

1<i1 << <n

_ Z Z 3@11, ik dazj A du’Uzl A dxik.

1<ip<-<ip<n j
De esta forma, para todo k > 0 estd definido d : QF(U) — QF1(U).
Observacion 2.3.4. Si w € Q*(U), entonces dw = 0, pues dw € Q"1 (U) = {0}.
Teorema 2.3.5. Sean r,k > 0. El operador d tiene las siguientes propiedades:
» d(aw +n) = adw+dn, para todo w,n € Q" (U),a € R (R-linealidad),
» dwAn) = (dw) An+ (=1)"w A dn para todo w € Q" (U),n € Q¥(U),
s d’>=dod=0.

Demostracion. Verifiquemos el tercer item. Sea

w= E @iy, i dziy N - Ndxy, = E ardzy
I

1<iy <--<ix<n
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2.4 Pull-back

El subindice I del término de la derecha es un multi-indice. Escribimos

I = (i1,...,ix) para cada secuencia estrictamente creciente de indices.
dw—Zda Adz —Z @dx- Adz
a I I a i Bz, I

Por lo tanto

d(dw) = EI: 3 Z aijg; - day | Adai | Aday
J

Pero usando que:

32a1 82(1[
= dz; A dx; = —dz; A dxj
aﬂfiaiE]’ 895]8@ l'] A da i A xj

los términos se anulan uno a uno, de donde d(dw) = 0. O

Observacion 2.3.6. Siw € QO(U), es decir, w = f : U — R diferenciable, entonces
aplicando la segunda propiedad:

d(fn) =d(f An) =df An+ fdn

para todo n € QF(U).

2.4. Pull-back

Definicion 2.4.1. Sean U C R", V C R™ abiertos del espacio euclideoy f: U —
V un mapa diferenciable. Definimos la aplicacién f*: lleva k-formas diferenciales en
V en k-formas (diferenciales') en U tal que, siw € Q¥(V), p€ U y v1,..., v, € R",
entonces:

Sr @) () (ve, - - k) = w(f (P))(dfp(v1), -, dfp(vr))
Para k = 0 definimos f*(g) =go f.
Decimos que f*(w) es el pull-back de w por f.

Observacion 2.4.2. Esto no es nada més que el pull-back lineal de
w(f(p)) € A¥((R™)*) por df, : R® — R™ es decir:

[ (w)(p) = df, (w(f(p)))

El nombre pull-back se justifica de la definicién: este mapa “tira para atras’
k-formas en V hacia k-formas en U.

)

Proposicion 2.4.3. Sean f : U — V, g : V. — W mapas diferenciables entre

abiertos del espacio euclideo. La aplicacion f* tiene las siguientes propiedades: para
todo w € QF(V), n e Q"(V):

' A priori no sabemos que el mapa asi como estd definido efectivamente tenga Q(U) como
codominio: no sabemos que produzca k-formas diferenciales, sélo que produce k-formas en U.
Sin embargo esto es cierto a posteriori, lo demostraremos en el corolario 2.4.8: esto justifica el
paréntesis.
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2.4 Pull-back

f* es lineal,

[rlwnn) = frw)Afrn),
(idy)* = idgk vy,

(gof) =f"oyg",

Si f es un difeomorfismo entonces f* es un isomorfismo lineal, y verifica

Las propiedades tercera y cuarta nos dicen que la operacion * es un functor
contravariante.

Observacion 2.4.4. Aplicando la segunda propiedad a una 0-forma, obtenemos:

frlgw) = fFgnw) =g Afw) =(gof)Af(w) = (g0 f)f (w)

Lema 2.4.5. Sean U C R", V. C R™ abiertos, f = (f1,..., fm) : U = V mapa
diferenciable. Notemos x1, . ..,y las coordenadas en R™, y1, ..., ym las coordenadas
en R™. Entonces:

~ 0f;

[ (dyi) = d(fi) = o, drj, Yi=1,...,m

Jj=1

Demostracion. Sea v = (v1,...,v,) € R™. Veamos que f*(dy;)(p)(v) = d(fi)(p)(v).
Por un lado tenemos:

d(f:)(p)(v) = d(fi)p(v)
y por el otro:
fH(dys)(p)(v) = (dys)(f (P))(dfp(v)) = dyi(dfp(v))
= dyi(d(fl)p(v)v <o 7d(fm)17(v))
= d(fi)p(v) O

Observacion 2.4.6. Usamos en la demostracion el hecho que dy; es constante
como forma diferencial pues al evaluarla en cualquier punto, obtenemos la forma
multilineal dy;.

Proposicién 2.4.7. Sea w € Q¥ (V) tal que

w = Z Qiq ... g dyil VANRREIVAY dyzk

1<ii <<y, <m

entonces su pull-back por f es tal que

F@= S (@no £)dfi) A Ad(fi)

1<i1 << <m

Demostracion. Basta combinar el lema anterior con la linealidad de f*, la regla
frwAn) = f*(w) A f*(n) y el hecho que f*(gw) = (g o f)f*(w). O
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2.4 Pull-back

Corolario 2.4.8. Siw € QF(V), entonces f*(w) € QF(U), por lo tanto restringien-
do el pull-back a las k-formas diferenciales en V', diremos que f* : QF(V) — QF(U).

Demostracion. Basta observar la proposicién anterior, que f es diferenciable
y sus derivadas parciales son diferenciables, y que a;, . 4 o f son funciones
diferenciables. O

Ejemplo 2.4.9. Consideremos el difeomorfismo de las coordenadas polares:
U={(p,0) eR?:7>0,0< 6 <27} V =R*\ {(z,0) : z > 0}
y f=(f1,f2) : U — V definida por f(r,0) = (rcosf,rsenf). Tenemos que:
f*(dx)(r,8) = d(f1)(r,0) = cos@dr — rsenf df
A (dy)(r,0) = d(f2)(r,0) = sen 6 dr + r cos 6 df

Entonces si w € QY(V) es tal que w = adx + bdy:

[fw) = (aof)d(fr) +(bo f)d(f2)
= a(rcosf,rsenf)(cosfdr —rsenfdf) + b(rcosf,rsenb)(senfdr + rcosf db)

Para hacer el cdlculo de pull-backs esto es muy cémodo, pues basta componer a y
b con f y realizar en w la sustitucion:

r=rcosf = dx=cosOdr—rsenfdb

y=rsenf = dy=senfdr+ rcosfdd

Proposicién 2.4.10. Sean U,V C R" abiertos, f = (f1,...,fn) : U = V un
mapa diferenciable. Sea w € Q" (V). Entonces f*(w)(p) = (detdf,) w(f(p)).
Ezxplicitamente, si a : V — R es una funcion diferenciable, entonces

ffladzy N+~ Ndxzy) = (ao f) det(df) dzy A - -+ Aday,
Demostracion. Basta combinar la proposicién 1.3.25 con la observacién 2.4.2. [

Observacion 2.4.11. Esta proposicién nos dice explicitamente cémo luce el pull-back
de una n-forma por una funcién diferenciable entre abiertos de R™. El lector atento
quizds haya reconocido la forma del teorema de cambio de variable para integrales
multiples y difeomorfismos... Exploraremos esta conexion mas tarde.

Teorema 2.4.12. La derivada exterior y el pull-back conmutan. Esto es, siU C R",
V. C R™ son abiertos, y f = (f1,...,fm) : U = V es un mapa diferenciable,
entonces do f* = f*od, es decir:

d(f*(w)) = f*(dw), Vw € QF(V)

Demostracion. Lo haremos en tres pasos. Primero lo probaremos para 0-formas,
luego para w = dy;; A --- Ady;,, y luego aplicaremos la linealidad de d y de f*
para deducirlo en el caso general.
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2.5 Formas y campos en R3

» Caso k=0. Sea a € QO(V) = C>®(V).

fida) = f° (Za‘fdyj) -y (gy of) £*(dy;)

=1 %Y j=1
" [ da "~ [ Oa of;
= —of|d(fj) = <of> ! da;
]; (3.%‘ > Us) ;; Iy, Ox;

Oa of; e " d(ao f) A
<ayjof> 8;2‘ dw,Z( oz, >dwz

i=1

» Caso w=dy;, N---Ady;,,con 1 <k<m, {i1,...,ig} C{1,...,m}.

d(f*(w)) = d(f*(dyiy A--- Ndyi)) = d(f*(dyi) A== A P (dyiy))
dd(fi,) A--- Nd(fi,)) =0

La dltima igualdad se deduce aplicando iteradamente la regla
d(wAn) =dwAn+ (=1)*w Adn y la relacién d? = 0.

Por otro lado dw = 0, luego f*(dw) = 0.

» Siw e QF(V), entonces

W = Z iy, i, dyil ARERNA dyik

1< <<t <m

Por la linealidad de f* y de d, basta probarlo para w = an = a A con
n = dyi, A--- Ndyi,. Como dn =0y f*(dn) = d(f*(n)) = 0:

fHldw) = fH(d(ann)) = f*(dann+andny)
= f(da) A f*(n)

d(f*(w)) = d(f*(ann))=d(f*(a) A f*(n))
= d(f*(a) '
= d(f*(a)

Pero ya probamos que f*(da) = d(f*(a)), de donde f*(dw) =d(f*(w)). O

2.5. Formas y campos en R?

FEjercicio 2.5.1. Verificar las siguientes férmulas (es un célculo directo partiendo de
la definicién):

dado+bdy+cdz) = (% — %) dyndz+ (32 — %) dzndu+ (32— 22) dundy
d(ady N dz +bdz Ade + cda A dy) = (%+§—§+%) dx A dy A dz
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2.5 Formas y campos en R3

Definicién 2.5.2. Sea U C R? abierto. Un campo vectorial es una funcién dife-
renciable F': U — R3. Un campo escalar es una funcién diferenciable f : U — R.

Notacién. Notaremos C*°(U) al conjunto de los campos escalares en U, y X(U)
al conjunto de los campos vectoriales en U.

Vamos a ver que hay una correspondencia biunivoca entre formas y campos en
R3, y entre la derivada exterior y ciertos operadores cldsicos (como el gradiente).

Si w € Q%U), entonces w es un campo escalar.

Si w € QYU), entonces w = adx + bdy + cdz, donde a,b,c : U — R son
funciones diferenciables. Le podemos asociar el campo vectorial X = (a, b, c).

Si w € Q2(U), entonces w = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy, con a,b,c: U — R
funciones diferenciables. Le podemos asociar el campo vectorial X = (a, b, ¢).

Si w € Q3(U), entonces w = adr Ady Adz, con a : U — R una funcién
diferenciable. Le podemos asociar el campo escalar a.

Reciprocamente, si f € C*°(U) entonces f € QO(U).

Si F = (Fy, Fy, Fs) € X(U), le asociamos w}. € Q' (U)
wll; = Fidr + Fody + Fsdz
Si F = (Fy, F», F3) € X(U), le asociamos w% € Q?(U):
wh = Fydy Adz + Fydz Ade + Fydx A dy
Si f e C*(U), le asociamos wf’[ e B(U):
W‘?‘ = fdx Ndy Ndz

Claramente esta correspondencia es biunivoca.
Definicién 2.5.3. Sea f € C°(U), F € X(U). Los operadores cldsicos son:

s El gradiente, V f def- (%, %5’ %) e X(U),

= El rotacional, rot F def- (% — O O _ OFy OFy _ @) e X(U),

= La divergencia, div F = def. 8F1 + %5 aF2 aFP’ e C>(U).

» El laplaciano, Af = ik 8yf +3 i f e C=(U).

ox?

Si escribimos simbdlicamente V = ( 8830, Bay’ 8‘1 ), entonces obtenemos las igual-

dades simbdlicas:
rot F =V x F div F=V- -F Af=V.-Vf
Observar que la ultima igualdad es equivalente con A = divo V. A veces se emplea

también la notacién V? para el laplaciano.
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2.6 Formas cerradas y exactas

Observacion 2.5.4. La derivada exterior se relaciona con el gradiente, el rotacional
y la divergencia mediante las férmulas

df = wy; d(wk) = Wit F d(wh) = wiiy F

La primera esta clara de la definicion, y las otras dos se deducen del ejercicio al
comienzo de la seccion.

Resumimos esta correspondencia de campos y formas, y de derivada exterior
con gradiente, rotacional y divergencia mediante el siguiente diagrama conmutativo:

Corolario 2.5.5. Sea f € C*(U), F € X(U). Como d* = 0, deducimos:

rot(Vf) =0 div(rot F) =0

2.6. Formas cerradas y exactas

Definiciéon 2.6.1. Sea w € Qk(U) Decimos que es cerrada si dw = 0; que es
ezacta si existe n € QF1(U) tal que dn = w, en cuyo caso 1 es un potencial de w.

Como d? = 0, toda forma exacta es cerrada. El reciproco no es en general
valido. El estudio de “por cuanto” una forma cerrada no es exacta es objeto de
estudio de la cohomologia de De Rham.

Ejemplo 2.6.2. Sea U = R?\ {(0,0)} y definimos w € Q'(U) mediante

_ Y x
w——x2+y2dm+$2+y2dy

B 0 x 0 Y
o = (aw <w2+y2) " oy (w2+y2>) dw A dy

a? +y? — x(2x) + 2 + y* — y(2y)
(ZL‘2 +y2)2

w es cerrada:

= 0

Pero no es exacta. Podriamos demostrarlo directamente pero lo haremos en el
ejemplo 3.2.4, usando integrales de linea.

Este es un ejemplo clasico que vale la pena recordar. A veces w se dice
forma de dngulo y se escribe w = df, en virtud del siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.6.3. Sea U = {(r,0) € R? : 7 > 0,0 < 0 < 27}, V =R?\ {(z,0) e R?:
x>0}, f: U — V el cambio a coordenadas polares, es decir

f(r,0) = (rcosf,rsenb)
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2.6 Formas cerradas y exactas

. . . = 0
Como f es un difeomorfismo, el sistema de ecuaciones { i B :s;sl 0 define r, 0 :
V' — R como funciones de x e y. Probar que df = — :c2-l|/-y2 dr+— iyz dy, justificando

el nombre forma de dngulo.

Observacion 2.6.4. Si definimos V = {(x,y) € R? : x # 0}, entonces definiendo
w € QYV) como antes, resulta ser exacta. Tenemos que w = dn definiendo
n=f:V —=Rcomo f(x,y) = Arctg (¥).

Concluimos entonces que el dominio de una forma tiene una importancia
suprema en su “exactitud”. Enunciaremos ahora un criterio importante para
decidir si una forma es exacta.

Definicién 2.6.5. Sea U C R". Dos curvas cerradas o,y : S' — U son homotdpi-
cas si existe un mapa F : S1 x [0,1] — U diferenciable tal que:

F(z,0) = afz) VYze St
F(z,1) = ~(z) VzeS!

Podemos pensar el segundo pardmetro como el tiempo, por lo tanto dos curvas son
homotdépicas si es posible deformar diferenciablemente la una en la otra sin salirse
de U.

Definicién 2.6.6. Una curva diferenciable « : [a,b] — R? se dice cerrada si
a(a) = a(b).

Definicion 2.6.7. Un conjunto U C R" se dice simplemente conexo si es conexo
y toda curva cerrada es homotépica a una curva constante (i.e. v : S' — U es
constante si existe p € U tal que v(z) = p para todo x € S!).

Un conjunto es simplemente conexo si toda curva cerrada se puede contraer
a un punto diferenciablemente. Intuitivamente, en R? simplemente conexo sig-
nifica que no tiene agujeros. Observar que esto no es cierto en R3, por ejemplo
R3\ {(0,0,0)} es simplemente conexo, pero “tiene un agujero”.

Definicion 2.6.8. Un conjunto U C R"™ se dice contrdctil si existe un mapa
diferenciable F': U x [0,1] — U tal que:

F(z,0) = x Yz eU

F(z,1) = p VzeU
para algin p € U fijo. (Decimos que la identidad es null-homotdpica, esto es, que

la identidad es homotdpica a un punto, llegando a una definicion mas general de
homotopia que la dada antes).

Ejercicio 2.6.9. Verificar que los conjuntos con forma de estrella son contractiles.
Un conjunto U C R” tiene forma de estrella si existe pg € U (el “centro”) tal que
para todo p € U se cumple que el segmento que une p con pg esta en U, es decir si

{tp+ (1 —t)po:te0,1]} CU
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2.6 Formas cerradas y exactas

Intuitivamente, un espacio es contractil si puede ser diferenciablemente contraido
a un punto. Siguiendo con el ejemplo anterior, R3 \ {(0,0,0)} serfa simplemente
conexo pero no contractil. La reciproca siempre vale: si un espacio es contractil
entonces es simplemente conexo. Esta condicién més fuerte nos permite enunciar
el siguiente

Lema de Poincaré. 5i U C R" es un abierto contrdctil, entonces toda k-forma
cerrada w € QF(U) es exacta, para todo k > 0.

Corolario 2.6.10. Toda forma cerrada w € QF(R™) es exacta, para todo n > 0,
k> 0.

Lo hemos enunciado en su maxima generalidad: observemos qué ocurre en
dimension dos. Lo que pasa es que no precisamos la contractibilidad, en este caso
basta con la conexién simple. Obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.6.11. Si U C R? es un abierto simplemente conexo, entonces toda
1-forma cerrada w € QY (U) es ezacta.

Lo reenunciaremos en el teorema 6.9.7, donde lo demostraremos con todo rigor
(lo cual no haremos con el Lema de Poincaré general: ver [GP], por ejemplo).

Ejemplo 2.6.12. Si definimos V = R?\ {(z,y) € R? : 2 > 0} yw € Q}(V) es la
forma del ejemplo 2.6.2, entonces por el lema de Poincaré es exacta (resta ver que
V' es un abierto simplemente conexo, pero esto estd geométricamente claro).
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Capitulo 3

Integrales de linea

3.1. Definiciones

Definicién 3.1.1. » Una curva (parametrizada) diferenciable es una funcién
diferenciable « : [a, b] — R3.

» Si a(a) = a(b), decimos que « es cerrada.

» Decimos que « : [a,b] — R? es diferenciable a trozos si es continua y ademds
existen a = tg < t1 < -+ < 1 < t, = b de modo tal que O[|[ti7ti+1] sea
diferenciable para todo i =0,...,n — 1.

» Sean « : [a,b] — R3, B : [b,c] — R? diferenciables a trozos tales que
a(b) = B(b). Definimos su concatenacion, af : |a, c] — R® mediante

a(t) site€|a,b
(aB)(t) = { B(t) site b

» Sean «a : [a,b] — R3, B : [c,d] — R? diferenciables. Decimos que 3 es
reparametrizada de « si existe o : [a,b] — [c, d] biyectiva tal que foo =a'y
o'(t) > 0 para todo t € [a,b]. Decimos que o es una reparametrizacion.

= Sea « : [a,b] — R3 diferenciable. Definimos —a : [~b, —a] — R3 tal que
—a(t) = a(-t).

Ejercicio 3.1.2. Probar que la relacién ser reparametrizada de es de equivalencia.

Observacion 3.1.3. En el caso de una reparametrizacion: al ser o biyectiva, resulta
que « y [ tienen la misma traza, C, tenemos entonces el siguiente diagrama

conmutativo:
C
N
la,b] ————[c. d]

Observacion 3.1.4. La curva —« tiene la misma traza que «, pero la recorre en
sentido contrario.
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3.1 Definiciones

Definicién 3.1.5. Sea U C R? abierto, w € Q' (U), a : [a,b] — U una curva
diferenciable. Si w=adr+bdy+ cdz, a,b,c: U — R funciones diferenciables; y
at) = (z(t), ) definimos la integral de linea de w a través de a como:

/ def/ t) +b(a(t)) y' () + c(a(t)) 2'(t)) di

Observacion 3.1.6. Si definimos el campo F' = (a,b,¢) la anterior definicién nos
queda en:
b
/w = / F(a(t)) - o/ (t)dt
« a

lo cual motiva la siguiente
Definicién 3.1.7. Sea F = (a,b,c) : U — R? es un campo vectorial, definimos la

integral de linea de F' a través de «, también llamada la circulacion de F' a lo largo

de «a, como:
/aF:/abF(a(t))-o/(t) dt

Observacion 3.1.8. Por la observacién anterior, tenemos faF = fa w}?.

Proposicién 3.1.9. Sea U C R? abierto, a : [a,b] — U, B : [c,d] — U diferencia-
bles, B reparametrizada de o, w € QY (U). Entonces

I

En otras palabras, la integral de 1-formas en curvas no depende de como se
parametriza la curva.

Demostracion. Sea F el campo asociado a w, o : [a,b] — [c, d] la reparametrizacién

de a. /w_/ / -

/ F(Bo(®))) - (B (o () o' (1)) dt

a

/abF(a(t)) Lo (t) di = /aw 0

Corolario 3.1.10. No perdemos generalidad si suponemos que una curva o estd pa-
rametrizada de modo tal que o : [0,1] — R3.

IS

]
I

Generalizamos la definicién de integral de linea a curvas diferenciables a trozos.

Definicién 3.1.11. Sea U C R? abierto, w € Q(U), « diferenciable a trozos tal
que « : [a,b]—>Ucona:t0§t1 < th_1 <tn—bdem0dotalqueoz|tl
sea diferenciable para todo ¢ = 0,...,n — 1. Entonces:

/ defz/a[tt

t1+1

1+1

Ejercicio 3.1.12. Probar que

= [ w=—[ w
. faﬁw:faw—i-fﬁw
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3.2 Relacién con formas cerradas y exactas

3.2. Relacion con formas cerradas y exactas

Teorema 3.2.1. Sea U C R? abierto, w € QY(U). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. [ w sélo depende de los extremos de a, para toda « : [a,b] — U curva
diferenciable a trozos.

2. faw = 0 para toda curva cerrada « : [a,b] — U diferenciable a trozos.
3. w es exacta.

Demostracion. Haremos la demostraciéon para curvas diferenciables (no a trozos).
(1 = 2) Sea a : [a,b] — U una curva cerrada diferenciable. Definimos 7 : [a,b] — U
mediante v(t) = a(a) = a(b), para todo t € [a,b] y sea F el campo asociado a w.
Como « y v tienen los mismos extremos, entonces

/awz/wwz/:m(t))w'(t)dt:o

pues 7/ (t) = 0 para todo ¢ € [a, b].

(2 = 1) Sean «a : [a,b] — Uy B : [a,b] — U curvas diferenciables tales
que a(a) = B(a), a(b) = B(b) (i.e. a y B tienen los mismos extremos). Queremos

ver que [ w = f/j

Sea f3 reparametrizada de B tal que B : [—c, tb] — U para un cierto c.
Entonces —3 : [b,c] = U y (=B)(b) = B(—c) = B(b) = a(b). Podemos entonces
considerar a(—f3) que es una curva cerrada en U. Tenemos pues:

R o e e

(3=1) Sea « : [a,b] — U. Como w es exacta, existe f : U — R tal que w = df.
Sabemos que df = wlv #» entonces:

Jo = [ar=[wb=[vi- /Vf ol (1) dt
& / (foa) (t)dt = f(a(d)) - f(a(a))

Por lo tanto fa w depende sélo de los extremos de a.

(1 = 3) Sea pg € U fijo. Definimos f : U — R como f(p) = [ w, donde
«a es una curva diferenciable en U que une py con p. Esto esta bien definido
porque fa w es independiente del camino, por hipétesis; en otras palabras, f(p) no
depende de qué a utilicemos para unir pg con p. Queremos ver que df = w, es
decir, si w = Pdx + Q dy + Rdz, tenemos que probar que

of of of

=r oy ¢ 0z

oz oy =R
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3.2 Relacién con formas cerradas y exactas

Probaremos que %(p) = P(p) para todo p € U, las otras son andlogas. Si fijamos
p € U, por definicién:

%(p) g S0 te) = (p)

t—0 t

Calculemos f(p + tey). Definimos 7, : [0,¢] — U mediante v(7) = p + Te1. Sea «
una curva que une pg con p, v podemos suponer que estd parametrizada de tal
forma que ay; esté definida. Tenemos entonces:

f(p—i-tel):/a%w:/aw—i-/nw

Sea F' = (P,Q, R) el campo asociado a w. Entonces:

fp+ter) — f(p) _ 1/%wzl/%le/OtF('yt(T))-%(T)dT

t t t t

1

¢ 1 [t
— 75/0 F(’Yt(T))‘eldT:t/O P(yi(7)) dr

~ | =

t P(y(7)) = P(n(7))
= Plp+7e) = P(p)

habiendo aplicado el teorema del valor medio para integrales con 7 € [0, t]. Tenemos

entonces que %(p) = P(p), para todo p € U. Hacemos lo mismo con las otras
derivadas y probamos que V f = F', o equivalentemente, df = w. O

Definicion 3.2.2. Si un campo F' verifica el teorema anterior, entonces decimos
que es de gradientes o conservativo.

Observacion 3.2.3. Decir que un campo es de gradientes es equivalente a decir que
su 1-forma asociada es exacta. La palabra conservativo viene de la fisica, donde el
campo F' es una fuerza.

Ejemplo 3.2.4. Sea U = R?\ {(0,0)} y definimos w € Q'(U) mediante

Y T
- d
2+ T e

dy

Ya sabemos que w es cerrada (ejemplo 2.6.2), y estamos ahora en condiciones de
demostrar que no es exacta. Sea F'(z,y) = (—ﬁ, ﬁ) el campo asociado a
w,y a:[0,2r] = U, at) = (cost,sent).

/aw = /QF:/O%F(a(t)).a’(t)dt
= /027r F(cost,sent) - (—sent,cost)dt

2m

= / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt
0

= 2m

Entonces por el teorema anterior w no es exacta.
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3.2 Relacién con formas cerradas y exactas

Observacion 3.2.5. Al final de esta Parte I veremos como aplicaciéon de un resultado
mas general que la integral de la forma de dngulo en cualquier curva cerrada que
rodea al origen y recorrida una vez debe dar también 27.

Esta forma nos permite probar lo siguiente con facilidad:

Ejemplo 3.2.6. R? y R?\ {(0,0)} no son difeomorfos. Supongamos que existe
f: R? — R?\ {(0,0)} difeomorfismo. Sea w € Q*(R?\ {(0,0)}) la forma de
angulo del ejercicio anterior. Acabamos de ver que no es exacta. Sin embargo,
f*(w) € QY(R?) es exacta por el lema de Poincaré. Esto es absurdo: f*(w) exacta
implicaria w exacta, pues f es un difeomorfismo. Esto hay que probarlo, no es
dificil: el pull-back por una funcién diferenciable lleva formas exactas en exactas,
pues la derivada exterior y el pull-back conmutan. Si ademés f es un difeomorfismo,
aplicamos este razonamiento a f~! y deducimos que si f*(w) es exacta, entonces
w es exacta.

38



Capitulo 4

Variedades diferenciables

Nos proponemos definir variedad diferenciable. Para ir teniendo una idea,
queremos que las superficies en R3, y las curvas en R? y R? caigan dentro de la
definicién de variedad, bajo ciertas hipotesis de regularidad.

Queremos que una variedad sea “localmente euclidea”, es decir que en el entorno
de cada punto “se parezca” a un espacio euclideo fijo (por ejemplo, para una
superficie, éste serd R?; y para una curva, R). Empecemos con algunas definiciones.

4.1. Definiciones

Definicién 4.1.1. Sea M C R*. Decimos que M es una variedad diferenciable de
dimension n o una n-variedad (en inglés: n-manifold) si para todo p € M existe
un difeomorfismo ¢ : U € R — W N M, donde W C R¥ es un entorno abierto de
py U CR" es un abierto (ver figura 4.1).

Definicion 4.1.2. Sea M una variedad diferenciable. Dado V' C M, decimos que
V es un abierto relativo en M (con la topologia relativa de R¥) si existe W C RF
abierto tal que V' = W N M. Decimos entonces que V' es un entorno abierto relativo
de p en M si ademas p e V.

Observacion 4.1.3. Con la definicién anterior, la definicién de variedad queda asf:
Decimos que M es una variedad diferenciable de dimension n si para todo p € M
existe un difeomorfismo ¢ : U C R" — V C M, donde V es un entorno abierto
relativo de p en M.

Observacion 4.1.4. En el resto del texto diremos simplemente variedad para refe-
rirnos a variedad diferenciable. El nombre completo es justificado por la existencia
de variedades mas generales, las variedades topoldgicas. Una n-variedad topoldgica
es un espacio de Hausdorff X con base numerable tal que todo punto x € X tiene
un entorno homeomorfo a un abierto de R™ (ésta es la definicién de [Mu2], sin
embargo otros autores como [ST| omiten pedir que el espacio tenga base numerable).
Lo importante de la diferenciabilidad (es decir, que usemos difeomorfismos y no
homeomorfismos para caracterizar la semajanza local con un espacio euclideo) es
que nos permite hacer calculo, lo cual nos es de gran interés.
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4.1 Definiciones

X

Figura 4.1: Variedad de dimensién 2 en R?

Definicién 4.1.5. Sean M C R una variedad de dimensién n, p € M,
p: U CR" - V C M un difeomorfismo como en la definicién de variedad.
Entonces:

= El mapa ¢ se llama parametrizacion de V o carta local.

1

= Elmapa o= : V C M — U C R"” se llama sistema de coordenadas en V.

» El entorno ¢(U) se llama entorno coordenado de .

= Un atlas A es un conjunto de parametrizaciones que cubren la variedad, es
decir, un conjunto de parametrizaciones tales que la unién de sus entornos
coordenados da M: M = {J,¢ 4 Im(p).

» Si tenemos ¢ : U C R" = oU) C M, : V C R* - (V) C M
dos parametrizaciones tales que o(U) = 9(V), entonces el mapa
f=1v"low:U — V sellama cambio de coordenadas.

= Decimos que la variedad M tiene codimension k — n.

Observacion 4.1.6. El cambio de coordenadas es un difeomorfismo por ser compuesta
de difeomorfismos.

Definicién 4.1.7. Un conjunto S C R? es una superficie reqular (o sencillamente
superficie) si es una variedad de dimensién 2.

Pedimos S C R3 para que la definicién vaya de la mano con la intuicién
geométrica. Podemos tener variedades de dimensiéon 2 en R? (abiertos de R?,
como ya veremos), o variedades de dimensién 2 que no podemos tener en R3.
Intuitivamente podriamos pensar que las variedades de dimension 2 se pueden
tener siempre en R3, pero eso es falso. Por ejemplo, la botella de Klein (ver figura
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Figura 4.2: Botella de Klein inmersa en R?

4.2) es una variedad de dimensién 2 que no puede ser inmersa en R3, recién en R*
(si no, hay autointersecciones). El teorema de inmersiéon de Whitney nos dice que
podemos “sumergir” en algin sentido cualquier m-variedad en R?™*! (para més
informacién, ver [GP], capitulo 1, §8). Por ello uno puede estudiar las propiedades
abstractas, intrinsecas de las variedades, sin pensarlas inmersas en ningin espacio
euclideo.

Observacion 4.1.8. Nos gustaria definir curva regular como un subconjunto
C C R¥, k = 2,3 que es una variedad de dimensién 1. Sin embargo no lo haremos,
porque en la geometria de las curvas se usa esa nomenclatura para una curva con
hipétesis diferentes. Una variedad de dimensién 1 es en particular una curva que
no se autointersecta, mientras que las curvas regulares podran autointersectarse.

Una tltima definicién que nos serd 1til en el futuro es la de conexidn:

Definicién 4.1.9. Una variedad M es conexa si no existen A, B C M abiertos
relativos disjuntos no vacios tales que M = AUB (es decir, si es conexa como espacio
topoldgico con la topologia relativa del espacio euclideo en donde estd inmersa).

Geométricamente, una variedad es conexa si estd formada por un sélo trozo.

Definicion 4.1.10. Una variedad M es conexa por caminos si para todo p,q € M
existe una curva continua « : [a,b] — M tal que a(a) =p y a(b) = g.

Observacion 4.1.11. Inciso topoldgico: se puede probar que una variedad siempre
es localmente conexa por caminos. Esto implica que una variedad es conexa si y
solo si es conexa por caminos. Gracias a ello, en las demostraciones que involucren
conexién usaremos indistintamente ambas caracterizaciones.

4.2. Ejemplos

Uno podria demostrar facilmente que, por ejemplo, la esfera unitaria
S? = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 = 1} C R3 (ver figura 4.3) es una super-
ficie regular, a partir de la definicién. De la manera mas directa, esto nos requeriria
tomarnos seis parametrizaciones (hay una imagen en la seccién 2.2 de [dC] que es
bien explicativa), lo cual es innecesariamente tedioso pues en poco tiempo podremos
demostrarlo simple y elegantemente.
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Figura 4.3: La esfera unitaria, 52

Ejemplo 4.2.1. Si U C R™ es un abierto, entonces es una variedad de dimensién n.
Basta tomar M = U, W =U y ¢ = idy en la definicién. En particular, R™ es una
variedad de dimensién n.

Proposicion 4.2.2. Sea U C R" abierto, f : U — R una funcion diferenciable.
Entonces el grifico de f, M = graf (f) = {(z, f(z)) : 2 € U} € R"! es una
varitedad de dimension n que se cubre con una sola parametrizacion.

Demostracion. Sea W = {(z,y) ER" xR : 2z € U} = U x R, es abierto de R**!
(es producto de abiertos). Basta ver que W N M = M es difeomorfo a U, es decir
hallar ¢ : U — M diferenciable, invertible, con inversa diferenciable. Definimos
la ¢ mas logica: p(z) = (x, f(x)). Es diferenciable pues f es diferenciable. Su
inversa es la proyeccién sobre R™: si definimos 7 : R” x R — R" por 7(z,y) = z,
es lineal, luego diferenciable. Por definicién, m|y; es diferenciable en M, y ademds
¢! = 7|, lo cual concluye la demostracion. O
Observacién 4.2.3. Estamos identificando R™! con R™ x R. Esta es una practica
que adoptaremos siempre que sea necesario.

Veamos algunos ejemplos de esta proposicion:

Ejemplo 4.2.4. El paraboloide: S = {(x,y,2) € R?: 22 +4? = 2} (ver figura 4.4)
es una superficie regular, pues definiendo f : R?> — R como f(x,y) = 22 + 3>
estd claro que S = graf (f), que es una funcién diferenciable. Aqui cubrimos todo
el paraboloide con un solo entorno coordenado de la parametrizacién ¢ : R? — S
dada por ¢(u,v) = (u,v,u? + v2), es decir este atlas estd formado sélo por .

Ejemplo 4.2.5. La parabola C = {(z,y) € R? : y = 2%}, andlogamente, es una
variedad de dimensién 1.

Ejemplo 4.2.6. El hemisferio superior de la esfera unitaria,
ST ={(z,y,2) eR®: 2’ +¢y* +2° = 1,2 > 0}

es una superficie regular. Definamos U = {(x,y) € R?: 22 + 32> <1}, f: U = R

dada por f(z,y) =+/1— 22 — y2. Entonces f es diferenciable, luego S? = graf (f)
es una superficie regular.

No toda variedad es el grafico de una funcién:

Contraejemplo 4.2.7. Una bola B C R? es una variedad de dimensién 2 (pues es
abierta) que no es el gréfico de ninguna funcién.
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Figura 4.4: Paraboloide

Pero tenemos una suerte de reciproco local para superficies: toda superficie es
localmente el grafico de una funcién diferenciable. Esto lo demostraremos més
adelante, en la proposicion 4.4.11.

Veamos ahora una manera mas potente de conseguir variedades: veremos que
la preimagen de un valor regular es una variedad.

Definicion 4.2.8. Sea U C R™ un conjunto abierto y f : U — R™ una funcién
diferenciable.

Decimos que p € U es un punto regular de f si df, es sobreyectivo. Si p no es
regular decimos que es un punto critico de f.

Sea y € R™. Decimos que ¥y es un valor regular de f si el conjunto f~1({y}) C U
no contiene puntos criticos.

Generalmente trabajaremos con el caso m = 1, es decir f : U - Ry
dfp : R" = R.
Observacion 4.2.9. En el caso m = 1, la matriz asociada a df}, (la jacobiana) resulta
ser el vector V f(p), es decir dfy(v) = V f(p) - v. En este caso df, es sobreyectivo si
y s6lo si dim Im (df,) = 1, o sea si V f(p) # 0. Es decir p es un punto critico si y
sélo si V f(p) = 0. Encontramos aqui la definicién de punto critico dada en Célculo
II.

Teorema de la preimagen de valor regular. Sea n > m, f : R” — R™ una
funcién diferenciable y v € R™ un valor regular de f. Entonces M = f~*({v}) es
una variedad de dimension n — m.

Demostracion. Sea p € M, queremos encontrar una parametrizaciéon de M alrede-
dor de p. Como p € f~1({v}), entonces p es un punto regular, luego df, : R"* — R™
es sobreyectivo: tiene rango m. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
son las primeras m columnas de df, que son linealmente independientes y las
dltimas n — m que conforman el nicleo.

Sea A la matriz formada por las primeras m columnas de df,. Esto es, si
escribimos R™ = R™ x R™™", A es la matriz asociada a d(f|rm)p. Es cuadrada e
invertible.
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Definimos f : R” — R" por f(x1,...,2n) = (f(Z1,...,Zn) Tmsl, - - -, &n). Esta

funcién es diferenciable. Calculemos su diferencial en p. Tenemos que f = (f,id), y

dfp = (A 0), por lo tanto:
5 A0
dfp = ( 0o I >

Es invertible ya que A e I (la identidad) lo son. Luego, por el teorema de
la funcién inversa, existen entornos abiertos de p y f (p), lamémosles U y V
respectivamente, tales que f : U — V es un difeomorfismo. Entonces restringiendo
a M = f~'({v}) tenemos f: MNU — VN ({v} x R" ™) que es un difeomorfismo
entre un abierto de M y un abierto de R"™™ identificando {v} x R"™™ con R"~".

Por lo tanto el mapa f~!|yn {v}xRn—m €s la parametrizacion de M alrededor de
p buscada. ]

Observacion 4.2.10. En realidad esta nueva manera de obtener variedades contiene
a la anterior; es decir, si una variedad es el grafico de una funcién diferenciable,
entonces es preimagen de valor regular. Supongamos n = 2 por comodidad:

Sea f : U c R? — R diferenciable y consideremos S = graf (f). Si defini-
mos F : graf f € R® — R como F(z,y,z) = f(z,y) — 2z, entonces S = F~1({0}).
Pero ademas, 0 es valor regular de F', pues:

VF(z,y,2) =(0,0,0) < (fo(z,y), fy(z,y),—1) = (0,0,0) absurdo

Ejemplo 4.2.11. Veamos finalmente que S? = {(z,y,2) € R3 122 +y?2 + 22 =1} es
una variedad de dimensién 2. Sea f : R? — R definida por f(x,y, 2) = 22 +y?+22—1.
Entonces V f(z,y, 2) = (2z,2y,22) y el Gnico punto critico es (0,0,0). 0 es valor
regular porque f~1({0}) = {(z,y,2) : 2 +y* +22 =1} = %2 y (0,0,0) & f~1({0}).
Por lo tanto S? es una variedad de dimensién 2.

Cuidado: la preimagen de un valor regular es una variedad, pero esto no
significa que dada una funcién diferenciable, sélo seran variedades las preimagenes
de los valores regulares:

Contraejemplo 4.2.12. Sea f : R® — R definida por f(z,y,2) = 22. Entonces 0 no
es valor regular, porque f(0,0,0) = 0 y el gradiente de f se anula en (0,0,0), por
lo tanto (0,0,0) es un punto critico. Sin embargo f~1({0}) es una variedad: es el
plano z = 0.

Contraejemplo 4.2.13. Sea f : R® — R definida por f(z,y,2) = (x +y + 2z — 1)
Entonces Vf(z,y,2) = 2+ 2y + 22 —2,2x + 2y + 22 — 2,20 + 2y + 22 — 2) =
(0,0,0) <= z+y+z2z=1.Six+y+ 2z =1 entonces f(x,y,z) = 0 por tanto
los valores regulares son todos salvo el 0. Veamos que f~!({0}) también es una
variedad:

0N = {(@y,2) eR: (m+y+2-1)" =0}
= {($ayaz)€R3ZZ’:1—x_y}
= graf (F)

definiendo F : R? — R por F(z,y) = 1 —z —y, F es diferenciable. Luego f~1({0})
es una variedad, aunque 0 no sea un valor regular.
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En la proxima seccién nos detendremos un poco en las variedades de dimensién
2, dando ejemplos y difeomorfismos. Recordemos que para el topdlogo diferencial dos
cosas difeomorfas son indistinguibles. Esto lleva a preguntarse cudntas variedades
“diferentes” de dimensién 1, 2, etc. existen. Llegamos al teorema de clasificacién de
superficies: enunciaremos el resultado pero no entraremos en mayor detalle. Antes
de entrar en las superficies, enunciamos el siguiente resultado, que se encuentra
demostrado por ejemplo en el apéndice de [Mil]. Observar que utilizamos la palabra
“curva” en un sentido informal.

Teorema de clasificacion de curvas. Toda variedad diferenciable y conexa de
dimension 1 es difeomorfa o a la circunferencia S' o algin intervalo de niimeros
reales.

La imagen de la pagina 3 de [GP] es bastante ilustrativa.

4.3. Superficies regulares

4.3.1. Ejemplos

Ya sabemos que el paraboloide y S? son superficies regulares. Veamos otros
ejemplos.

Ejemplo 4.3.1. El hiperboloide de una hoja S = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? — 22 =1}
(ver figura 4.5) es una superficie regular, ya que si f : R®> — R est4 dada por
f(z,y,2) = 22 + y*> — 22 — 1 entonces S = f~1({0}). 0 es valor regular pues:
Vf(z,y,2z) = (22,2y,—2z) = (0,0,0) < (z,y,z) = (0,0,0) pero (0,0,0) &
FH{op.

Ejemplo 4.3.2. El paraboloide hiperbdlico S = {(z,y,z) € R? : 22 — y? = 2} (ver
figura 4.6), también conocido como LA SILLA DE MONTAR, es una superficie regular
al ser el grafico de una funcién diferenciable.

Ejemplo 4.3.3. El cono sin el vértice, S = {(x,y,2) € R® : 22 +¢% = 22,2 >

0} es una variedad pues es el grafico de f : R?\ {(0,0)} — R dada por
fla,y) = Va2 +y2

Ejemplo 4.3.4. El cono con el vértice, S = {(z,y,2) € R® : 22 + y*> = 22,2 > 0} no
es una variedad. Basta suponer que lo es, entonces en un entorno de p = (0,0, 0) la
superficie es el gréafico de una funcién diferenciable, y esto es absurdo (dejamos los
detalles como un ejercicio para el lector).

Figura 4.5: Hiperboloide de una hoja Figura 4.6: Paraboloide hiperbdlico
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Ejemplo 4.3.5. Demos ahora una parametrizacién explicita de S2, las coordenadas
esféricas o geograficas. Sea U = {(u,v) € R? : 0 < u < 7,0 < v < 27} y sea
@ : U — R3 definida por:

¢(u,v) = (senw cosv,sen usen v, cos u)

Claramente ¢(U) C S2. Observar que ¢ es un caso particular del cambio a
coordenadas esféricas visto en Céalculo 11, en el que el radio es variable y no fijo.
Entonces ¢ es un difeomorfismo (Ver seccién 2.2 de [dC] para una explicacién
un poco mas satisfactoria). {Qué parte de S? cubre esta parametrizacién? Casi
todo S2. El semicirculo C = {(x,y,2) € S?: 2 > 0,y = 0} no es cubierto. Esto es
consecuencia de no tomar U como {(u,v) € R?: 0 <u < 7,0 < v <27}, cosa que
no podemos hacer pues U debe ser abierto. Como adelanto, digamos que esto no
nos va a molestar para integrar, pues la diferencia entre U y ese conjunto tiene
medida nula.

Ahora veremos que esta parametrizaciéon contempla a S? como superficie de
revolucion.

Ejemplo 4.3.6. Superficies de revolucién. Sea S C R? el conjunto que se obtiene
al rotar una variedad de dimensién 1 plana C' (i.e. contenida en un plano) alrededor
de un eje en el plano de la curva, no incidente con ésta. Tomaremos el plano zz como
el plano de la curva y el eje z como eje de rotacién (ver figura 4.7). Sea « : (a,b) —
R? definida por a(t) = (f(t),0, g(t)) con f(t) > 0, una parametrizacién de la curva.
Sea U = {(u,v) € R?: 0 < u < 2w, a < v < b}, definimos ¢ : U — R? por

p(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v))

Observar que ¢ es una parametrizaciéon de S (es directo). Fijado u, consigo un
meridiano. Fijado v, consigo un paralelo. Si la curva es un arco de circunferencia
obtenemos la parametrizacién de S? del ejemplo anterior. La curva C se llama
curva generatriz de S, y el eje z es el eje de rotacion de S.

Otros ejemplos de superficies de revolucion ademas de la esfera incluyen
al cilindro, el cono, el paraboloide, etc.

Es interesante observar también que ¢ es el resultado de aplicar la matriz
de rotaciéon de eje z a la curva «a. En efecto:

cosu —senu 0 f(v)
o(u,v) = | senu cosu 0 0
0 0 1 g(v)

Ejemplo 4.3.7. El toro T? es la superficie de revolucién obtenida al girar la
circunferencia C' = {(z,y,2) € R®: (x —a)?+22 =72, 0 <7 < a, y = 0} contenida
en el plano zz alrededor del eje z. Geométricamente, una rosquilla o donut (ver
figura 4.8). Parametrizando C' con « : (0,27) — C, definida por:

a(t) = (a+rcost,0,rsent)

tenemos la parametrizacién ¢ : U — T2 con U = {(u,v) € R? : u,v € (0,27)}
definida por:

o(u,v) = ((a+ rcosu)cosv, (a+rcosu)senv, rsenu)
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(f(v), 9(v))

Meridiano

Eje de rotacion
Paralelo

Ny

X

Figura 4.7: Ejemplo de superficie de revolucién con f(v) = 2 + cos(v), g(v) =v

Figura 4.8: Toro
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Ejemplo 4.3.8. Sigamos con el toro. Veamoslo como preimagen de valor regular.
Viéndolo atin como superficie de revolucién, y usando el teorema de Pitagoras
tenemos que:

T2 = {(2,,2) € B : (Va? + 4% — ) + 22 = %) = P ({r?})

donde F : R? — R estd definida por F(z,y, z) = (v/22 + y? — a)? + 2%. Resta ver
que % es valor regular de F. Es facil observar que VF(z,y,2) = (0,0,0) <=

(z,y,2) = (0,0,0). F(0,0,0) = a® # r? pues r < a, luego 2 es valor regular de F.

Ejemplo 4.3.9. Superficies regladas. Intuitivamente, una superficie reglada
es aquélla que dado cualquier punto de la superficie, hay una recta que pa-
sa por el punto que estd contenida en la superficie. Mas formalmente: sean
a : [a,b] = R3 w : [a,b] = R3 dos curvas diferenciables. Entonces la superfi-
cie regular parametrizada por ¢ : (a,b) x R — R3, con

o(t,v) = at) + vw(t)

se llama superficie reglada. La curva « se denomina directriz, y las rectas
L; obtenidas fijando t € (a,b) se llaman generatrices. Con un ejemplo se
verd mas claro: consideremos la superficie determinada por la parametrizacién
¢ :(0,27) x R — R3 dada por:

o(t,v) = (cost —vsent,sent + v cost,v)

(ver figura 4.9). Es facil verificar que ésta es otra parametrizacién del hiperboloide
de una hoja (verificar que 2% + y? — 22 = 1). Pero ademsés, si a : (0,27) — R3
estd dada por a(t) = (cost,sent,0), entonces:

o(t,v) = a(t) +v(d(t) + e3)

Entonces con w : (0,27) — R3 dado por w(t) = o/ (t)+e3, vemos que el hiperboloide
es una superficie reglada. ;Qué es lo que esta sucediendo? Pongamos v = 0 y
“movamos” t. Obtenemos la traza de a, S', la directriz. Ahora, fijemos t. Tenemos
un punto en la traza de a y el vector o/(t) + e3 que nos marca la direccién de la
recta que obtenemos al mover v (ver figura 4.9). Como tltimo comentario, observar
que la superficie reglada determinada por el mismo « pero con w(t) = —a/(t) + e3
obtenemos de nuevo el hiperboloide: tiene dos familias de generatrices (por un
punto cualquiera de la superficie, pasan dos rectas contenidas en la superficie).

4.3.2. Difeomorfismos entre superficies regulares

Ejercicio 4.3.10. Sea B, = {x € R?: ||z|| < 7}, con r > 0. Mostrar que la funcién

f : B, — R? definida por:
re

r? —[lz?

fz) =

es un difeomorfismo. (Pista: la inversa es g : R> — B, dada por g(z) = ——2—).

Vrete|?

Si S es una superficie de R®, deducir que todo punto de S tiene un en-
torno difeomorfo a todo R? y que, en consecuencia, las parametrizaciones pueden
ser elegidas con dominio en todo R2.
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3 A w(t)

Generatriz L¢
-

A\

a'(t)

o(t)

Directriz

Figura 4.9: El hiperboloide como superficie reglada

Ejemplo 4.3.11. Proyeccion estereografica. Veamos que la esfera unitaria menos
un punto es difeomorfa al plano.

Sea N = (0,0,1) el polo norte. Identificamos R? con el plano zy C R3. El mapa
7n : 82 \{N} que lleva cada punto P de S? en la interseccién de la recta [N P] con
el plano xy se llama proyeccion estereogrdfica. Es un ejercicio probar que su inversa
es una parametrizacién de la esfera menos el polo norte: deducimos que S? se puede
cubrir con dos entornos coordenados (usando la proyeccion estereografica desde el
polo sur). En el capitulo 1 de [Mil], el autor usa esta proyeccién para demostrar el
teorema fundamental del dlgebra. La demostracién es muy interesante.

FEjercicio 4.3.12. El cilindro, el cono menos el vértice, y el plano menos el origen
son difeomorfos. (Pista: del cono al plano es fécil. Del cilindro al plano, pensar en
la funcién exponencial. Del cono al cilindro, componer.)

Hemos probado positivamente que dos superficies son difeomorfas. ;Pero cémo
probar que dos superficies no son difeomorfas? Para ser difeomorfas, primero tienen
que ser homeomorfas. Debemos pensar en los invariantes topolégicos, es decir,
aquellas propiedades que no varian a través de homeomorfismos. La compacidad
es una de ellas (cf. curso de Topologia). Podemos usar esto para demostrar que:

Ejemplo 4.3.13. S? y R? no son difeomorfos. Si lo fueran, deberfan ser homeomorfos,
es decir, deberfa haber un homeomorfismo v : S? — R2. Esto implicaria que
1(S?) = R? fuera compacto, pues S? es compacta. Esto es absurdo.

Observar que no podemos usar este método para demostrar que R? y
R2 \ {(0,0)} no son difeomorfos (lo cual ya hemos hecho en el ejemplo 3.2.6
utilizando formas diferenciales).

El siguiente resultado se encuentra demostrado por ejemplo en [Yan| y en el
capitulo 12 de [Mu2]. Para comprenderlo por completo hace falta la nocién de
orientabilidad; releerlo una vez asimilada la seccién 4.6.2.
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Figura 4.10: Proyeccion estereografica

Teorema de clasificacion de superficies. Toda variedad compacta, conexa y
orientable de dimension 2 es difeomorfa o a la esfera S* o a una esfera con n asas

(ver figura 4.11).
-

Figura 4.11: Una esfera con tres asas

4.4. Espacio tangente

Queremos definir el espacio tangente a una variedad de dimensiéon n en un
punto de ella. Graficamente, en una curva queremos tener la recta tangente, y en
una superficie el plano tangente, a raiz de una sola definiciéon para variedades.

Vamos a intentar construirlo. ;Qué sabemos? Sabemos de Célculo II que dada
una funcién f: U C R" = R™, U abierto y p € U, entonces df, : R" — R es su
mejor aproximacién lineal (como mapa) alrededor de p. Es lo que vamos a usar
para encontrar el mejor subespacio lineal (i.e. vectorial) que aproxima una variedad
M C R* de dimensién n. Tomemos una parametrizacion ¢ : U — M alrededor
de p. Por lo tanto si ¢(q) = p, entonces el mapa lineal que mejor aproxima a ¢
alrededor de q es dp, : R" — R*. Si miramos la imagen de este mapa, tenemos el
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4.4 Espacio tangente

espacio lineal que mejor aproxima a M alrededor de p. La siguiente definicion es
entonces natural:

Definicién 4.4.1. Sea M C R* una variedad de dimensién n y p € M. Sea
U C R™ abierto y ¢ : U — M una parametrizacién alrededor de p. Si p = ¢(q) con
q € U, definimos el espacio tangente a M en p que denotamos 1), M como

T,M L Im dp,

Observacion 4.4.2. El diferencial dy, : R" — R* es una transformacion lineal, luego
Im dyp, = T, M es un subespacio vectorial de R* (esta observacién es trivial, en
realidad, porque la motivacién de la definicién de T, M es que sea un subespacio
lineal). Lo que es de mds interés destacar, es que, geométricamente, si queremos ver
al T}, M como hiperplano que mejor aproxima a la variedad alrededor de p, tenemos
que trasladarlo por p, es decir, debemos considerar el subespacio afin T, M + p.

Pero una pregunta que esta latente desde la motivacién es: jcomo sabemos
que mas alld de cémo parametricemos M alrededor de p, siempre conseguiremos
el mismo subespacio? Hace unas lineas dijimos: “si miramos la imagen del mapa
dpg, tenemos la mejor aproximacion lineal de M alrededor de p”. En realidad,
tenemos la mejor aproximacion lineal alrededor de p de ¢(U) , ino de M! Es de
imaginar que si tomamos otra parametrizaciéon ¢ : V' — M alrededor de p, la mejor
aproximacién lineal de (V') coincida con la de ¢(U). Probémoslo:

Proposicién 4.4.3. El espacio tangente estd bien definido. Es decir, T,M no
depende de la parametrizacion elegida.

Demostracion. Sea v : V — M otra parametrizacién alrededor de p, y sear € V

tal que ¥(r) = p.
M
N
U %4

Queremos probar que Im dyp, = Im di),. Definamos:

U=¢  (pU)np(V))

A

V=97 pU)Ny(V))

y sean ¢ = ¢|, ) = Y|y (ver figura 4.12). Como ¢ y 1 son difeomorfismos, UyV
son abiertos. Sea el cambio de coordenadas f : U — V definido por f = @Z_l o .

p(U) Np(V)

/ x
U 7 |4

Apliquemos la regla de la cadena a zﬂ of =¢:

diﬂr odfq = dgqg
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4.4 Espacio tangente

Qu)nyY)

Figura 4.12: Las parametrizaciones ¢ y ¥ inducen parametrizaciones ¢ y ¥ con
mismo codominio, y un cambio de coordenadas f

observando que £(q) = $~1((q)) = ¥~ (p) = -

Observemos que dp, = dp, (el diferencial son derivadas parciales que de-
penden de un entorno de ¢) y diy, = di, (por el mismo razonamiento).
Entonces

Im dypy = Im (di), o dfy)
Pero como f es un difeomorfismo, entonces df, : R" — R™ es un isomorfismo lineal,
luego Im df, = R". Por lo tanto Im (di, o df;) = Im dy, y:
Im dypy = Im di,
que es lo que queriamos probar. ]

El razonamiento anterior (intersectar los entornos coordenados y “tirar pa-
ra atras”) es un razonamiento que repetiremos. A menudo nos lo ahorraremos
suponiendo que p(U) = (V).

Observacién 4.4.4. Si consideramos como variedad de dimensién n un abierto
U C R", entonces T,U = R" para todo p € U. En efecto, una parametrizaciéon de
Uesidy : U — U, entonces T,U = Im d(idyy)p, = Im idgn = R" para todo p € U.

Dado que el espacio tangente es un subespacio vectorial, le podemos calcular
la dimensién:

Proposicion 4.4.5. La dimension del espacio tangente es la dimension de la

variedad. Es decir, si M C R¥ es una variedad de dimension n yp € M, entonces
dim T,M = n.
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4.4 Espacio tangente

Demostracion. Sean U C R™ abierto, p € M tales que ¢ : U — ¢(U) C M es una
parametrizacién alrededor de p tal que ¢(q) = p. El problema es que no sabemos
calcular el diferencial de ! (no estd definida en un espacio euclideo), entonces la
extendemos a un abierto.

o~ ! es diferenciable, entonces existe W C R* entorno abierto de p, F : W — R"
diferenciable de modo tal que:

Flwnew) = ¢ wne)

Sea U = ¢~ Y(W N p(U)). Por construccién, F o ¢|y = idg, aplico la regla de la
cadena:
d(F o pl|y)g = dFy o dpg = idgn

Entonces dyp, : R" — R* admite inversa por izquierda, entonces es inyectiva,
luego es un isomorfismo lineal sobre su imagen. Por lo tanto T, M = Im dyp, tiene
dimension n. O

Observacion  4.4.6. Acabamos de ver en esta demostracién que
dpg : R" — R* es inyectiva. Por lo tanto, si restringimos el codominio a la imagen:
dpg : R" — Im dyp, = T, M, es un isomorfismo lineal.

Y entonces ahora podemos encontrar explicitamente una base del espacio
tangente.

Proposicién 4.4.7. Si M C R¥ es una variedad de dimension n, U C R™ abierto,
¢ : U — M es una parametrizacion de M alrededor de p € M con p = ¢(q),
entonces una base de TyM es {py,(q), ..., 0u,(q)}-

Demostracion. El mapa dp, : R™ — T, M es un isomorfismo lineal, entonces lleva
bases en bases. Si transformamos la base canénica de R", {ej,...,e,} entonces
{dpg(er),...,dpq(en)} es una base de T,M. Pero dyq(e;) = ¢u;(q) para todo
i1=1,...,n, pues

(P (@) - (P1)un(q)
dpg = : : = (@ur (@)s -+ -+ Pun () O
(Pr)ur (@) - (Pr)un(q)

Definicién 4.4.8. A una base como en la proposicién anterior le llamaremos base
inducida por la parametrizacion .

Observacion 4.4.9. Bajémoslo a dimensién 2. Si tenemos una superficie S C R?
con una parametrizacién alrededor de (zg,y0,20) € S dada por ¢ : U C R? — S,
con ¢(ug,vo) = (o, Yo, 20) entonces una base de T, M es {p,(uo,v0), pu(uo, vo)}

Ejemplo 4.4.10. Consideremos el paraboloide S = {(x,y,2) € R3 : z = 22 + 3?}.
Recordemos que tenemos la parametrizacién ¢ : R? — S definida por op(u,v) =
(u,v,u? + v?). Veamos cusl es el espacio tangente al punto (zg, o, 20) € S tal que
©(ug, vo) = (o, Yo, 20). Resulta:

(Pu(u()vvo) = (170> QUO)
©u(uo,v0) = (0,1, 2vp)
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4.4 Espacio tangente

entonces 7,5 es el subespacio vectorial generado por {(1,0,2ug), (0,1, 2vg)}.
Por ejemplo, el punto (1,1) € R? se corresponde por ¢ con (1,1,2) € S. El
espacio tangente en ese punto estd generado por {(1,0,2),(0,1,2)}, de donde
1,8 = {(z,y,z) € R3: 2z + 2y — 2 = 0}. Recordar que éste es el plano tangente
trasladado al origen, si queremos conseguir el plano tangente geométrico tenemos
que considerar el subespacio afin:

T, 4+ (1,1,2) = {(z,y,2) €ER*:2(x —1)+2(y— 1) — (2 — 2) = 0}
{(z,y,2) €ER3: 22 + 2y — 2 = 2}

Podemos probar ahora que toda superficie es localmente un gréfico:

Proposicién 4.4.11. Sea S C R3 una superficie reqular. Entonces para todo
p € S existe una parametrizacion alrededor de p tal que su entorno coordenado es
el grdfico de una funcion diferenciable.

Demostracion. Sea ¢ : U C R? — ¢(U) C S con U abierto, una parametrizacién
alrededor de p = ¢(q). Queremos conseguir una parametrizacién con entorno coor-
denado lo suficientemente chico para que sea el gréfico de una funcién diferenciable.

Si ¢ = (1, p2, p3) entonces:

(#1)u(q)  (#1)o(q)
dpg = | (p2)u(q) (#2)u(q)
(w3)ula)  (p3)u(q)
Tenemos la transformacién lineal dg, : R? — dip,(R?) que es un isomorfismo
(observacion 4.4.6), de donde esta matriz tiene rango 2. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que:

(e1)ula)  (p1)u(q)
det ( (p2)ulq) (p2)u(a) ) 70

Definimos ahora ¢ : U — R? por ¢(u,v) = (¢1(u,v), p2(u,v)) = (4,9). En-
tonces dg : R? — R? tiene determinante no nulo, luego es un isomorfismo lineal.
Ahora estamos en las hipotesis del teorema de la funcién inversa: podemos tomar
un U mas pequeno si es necesario de modo que ¢ sea un difeomorfismo. Defini-
mos v : ¢(U) — o(U) como ¢ = ¢ o ¢~ . Es una parametrizacién de S pues es
compuesta de difeomorfismos:

Luego:
w(ﬂa 5) = (ﬂa v,p30 ¢_1(aa l_)))
Definiendo f : ¢(U) — R como f = @30 ¢!, tenemos que:
w(@» 7_}) = (ﬂ, v, f(ﬂ, Q_j))
Es decir, el entorno coordenado de p, ¥(¢(U)) es el grafico de f, una funcién
diferenciable. O

o4



4.4 Espacio tangente

Observacion 4.4.12. La proposicién vale para variedades en general. La demostracién
es andloga.

Antes de pasar al diferencial entre variedades, vamos a dar un par de caracteri-
zaciones muy utiles del espacio tangente.

Definicion 4.4.13. Si M es una variedad de dimensién n, un vector velocidad de
p € M esd(0),si a:(—€e€) — M con € > 0 es una curva diferenciable tal que

a(0) = p.
Teorema 4.4.14. Sea M una variedad de dimension n, U C R™ abierto, ¢ :

U — M, una parametrizacion de M entorno a p € M tal que p(q) = p. Entonces
T,M = {vectores velocidad de p en M}.

Demostracion. (=) Sea w € 1T,M, entonces existe v € R" tal que
w = dpg(v). Ahora, v = +/(t), con v : (—€,€) — U dada por v(t) = tv + q. Sea
a=poy:(—ee€) — M, entonces tenemos que o(0) = p(¢) =p, y:

o/ (0) = d( 0 )o(1) = (dpy(0) © d0)(1) = dipg(v'(0)) = dpg(v) = w

U—2 M

\(
oy
(_67 6)

(<) Sea w un vector velocidad de p, es decir: existe « : (—¢, €) — M diferenciable
tal que a(0) = p y w = o/(0). La curva 8 = ot oa : (—¢,€) = U es diferenciable,
NE
B'(0) = dBo(1) = d(¢~" o a)o(1) = dp™" 49y © dao(1) = dp ™", (/(0)) = dp™" (w)
Entonces dpg(8'(0)) = dpg(dp, H(w)) = w = w € Im dp, = w € T,M.

(—€,6) —— M

Proposicion 4.4.15. Sea U C R" abierto, f : U — R™ una funcion diferenciable
ya€R™ tal que M = f~1({a}) es una variedad. Entonces sip € M:

T,M = Ker df,
En particular, si m = 1, se deduce {V f(p)}*+ =T,M.
Demostracion. (D) Sea v € T,M, entonces v = ¢/(0) con « : (—¢,€) — M curva

diferenciable tal que a(0) = p. Entonces f(«a(t)) = a, en particular f(«(0)) = a.
Aplicamos la regla de la cadena:

(foa)(0)=0 = dfyg)odag=0
= dfy(d/(0)) =0=0a/(0)=veKerdf,, ysim=1:
= Vf(p) o'(0)=0
= o (0)=ve{Vip}

(C) Tenemos una inclusién entre subespacios vectoriales de dimensién n — 1,
entonces son iguales. O
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4.5 Diferencial de un mapa entre variedades

Ejemplo 4.4.16. Como aplicacién de este teorema, vamos a encontrar explicitamente
la ecuacién del espacio tangente en p de una superficie regular S = f~1({a}), con
f:U C R?® = R diferenciable y a valor regular de f.

Sabemos que si (x,y,2) € T,M entonces V f(p) - (z,y,2) =0, es decir:

fz(p)z+ fy(p)y + f2(p) 2 =0

Por lo tanto 7,5 = {(z,y,2) € R3: f.(p)z + fy,(p) y + f-(p) 2 = 0}. Si queremos
tener la ecuacién del “plano tangente”, o sea, el espacio tangente trasladado por p,
entonces nos queda, si p = (xo, Yo, 20):

fe(p) (x — 20) + () (y — yo) + f2(p) (2 — 20) = 0

Hallemos la ecuacién explicita del espacio tangente para una superficie que es
un grafico. Usamos el mismo truco que ya utilizamos para demostrar que si una
superficie es un gréfico, entonces es preimagen de valor regular: si f : U C R? - R
es diferenciable, consideremos S = gréf (f). Definiendo F' : graf (f) — R por
F(z,y,2) = f(x,y) — z, entonces S = F~1({0}), con 0 valor regular de F (ver
observacion 4.2.10). La ecuacién de T),S con p = (x0,%0,20) = f(zo,%) € S
esta por lo tanto dada por:

F.(p)x+ Fy(p)y+ F.(p)z2=0
<~ fe(zo,y0) z + fy(zo,y0)y + (—2) =0
— fx($0ay0)x+fy(9507?/0)yzz

Por lo tanto TS = {(z,y,2) € R®: fu(x0,v0) z + fy(z0,%0) y = 2z}. De nuevo, la
ecuacion del plano tangente nos queda:

fe(20,%0) (v — x0) + fy(w0,90) (¥ —v0) — (2 —20) =0
< f(w0,0) + fz(z0,%0) (x — x0) + fy(x0,%0) (y —v0) =2

4.5. Diferencial de un mapa entre variedades

4.5.1. Definicién

Dado un mapa diferenciable f : M — N entre variedades, queremos construir
su mejor aprorimacion lineal. Si la mejor manera de aproximar linealmente M en
un punto p es tomar 7, M, y la mejor manera de aproximar linealmente N en f(p)
es tomar T, N, entonces resulta natural querer que el diferencial de f en p vaya
de T, M en T, N. Usaremos lo que ya sabemos, que es aproximar un mapa entre
abiertos del espacio euclideo.

Definicién 4.5.1. Sean M C R*, N C R variedades, f : M — N un mapa
diferenciable. Entonces si p € M, el diferencial de f en p es:

dfp : TpM — Tf(p)N
definido como df), def- dFp|1,n, donde F' es una extensién de f en un entorno abierto

de p; es decir, F': W — R es una funcién diferenciable tal que F|wnar = flwnas,
donde W C RF es cierto entorno abierto de p
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4.5 Diferencial de un mapa entre variedades

Para que esto tenga sentido tenemos que verificar que el mapa df,, asi definido
efectivamente produce vectores en T'y(,,) N; y que cualquier extension F' que tomemos,
conseguiremos efectivamente el mismo mapa df,.

Proposicién 4.5.2. En las hipdtesis anteriores, Im df, C Ty, N, y el diferencial
dfp no depende de la extension F' elegida.

Demostracion. Sean:

p:UCR"— oU)C M

Y:VCR" > y(V)CN
parametrizaciones alrededor de p € M y alrededor de f(p) € N, donde U
es tal que f(p(U)) C (V). Esto lo podemos hacer por la continuidad de

f (dado cualquier ¥ (V), entorno de f(p), podemos hallar un entorno Z de
pen M tal que f(Z) C ¢(V). Elegimos U suficientemente chico para que p(U) C E).

Gracias a esta eleccién, si definimos f : U — V como f =4~ o f o ¢ entonces
el siguiente diagrama conmuta:

P(U) —L (V)
. }p
U ey V7
f

Sea F': W — R! una extensién diferenciable de f tal que ¢(U) C W (quizés sea
necesario hacer atn mas chico U). Entonces F o ¢ = f o ¢ (podemos hacer la
composicién F o ¢ por como nos tomamos W) y el siguiente diagrama conmuta
(por la conmutatividad del anterior):

w LR

J ]

UT>V

Entonces ¢o f = Fo . Sip(q) =py¥(r)= f(p), aplicamos la regla de la cadena
a esa igualdad y tenemos otro diagrama conmutativo:

R* &)Rl

d‘PQT szp'r

R* —— R™
dfq

Pero como T,M = Im dy,, entonces dFyp|r,; = dF, o dpg = dip, o dfq, por

lo tanto df, no depende de la elecciéon de F' y ademés cae efectivamente en
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4.5 Diferencial de un mapa entre variedades

4.5.2. Propiedades

Observacion 4.5.3. Sean U C R™, V' C R™ abiertos, y sea p € U. Consideremos
el mapa diferenciable f : U — V como mapa entre variedades y calculémosle el
diferencial: dfy, : T,)U = R" — T,V = R™. Observemos que el propio U es un
entorno abierto de p, entonces podemos tomar como extensién F' la propia f.

def.
dfy = dFy|r,m = dFy|rn = dF, = df,
(ala izquierda, el “diferencial entre variedades”; a la derecha, el “diferencial usual”).
Obtenemos el diferencial usual que es lo que uno esperaba, y lo que nos permite
decir que este nuevo diferencial generaliza al anterior.

Observacién 4.5.4. Si M C R* es una variedad y consideramos el mapa entre
variedades idy; : M — M, entonces una extension de idys es idpk : RF — RF.
Hallémosle el diferencial a idps en un punto p € M. d(ida), : Tp,M — T,M es
tal que d(idas)p = (d(idgk)p)|T, 7 = id7,0s, usando al final que el diferencial usual
de la identidad es la identidad. Obtenemos que el diferencial de la identidad en
una variedad es la identidad en el espacio tangente, que es también lo que uno
esperaba.

Regla de la cadena. Sean M C R*, N C R™, Z C RP variedades, f : M — N,
g : N — Z mapas diferenciables, y p € M. Entonces vale la regla de la cadena:

d(go f)p=dgsp)odfy : TyM — Tys)Z

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

dfp dg(p)
T, M ——= Ty N —— Ty(sp)) 2

d(gof)p

Demostracion. Sean F'y G extensiones diferenciables de f y g alrededor de p y de
f(p), respectivamente. Como F' es continua, podemos suponer que la imagen de F'
estd contenida en el dominio de G. Entonces G o F' es una extensién de go f en p
y el siguiente diagrama conmuta:

UL,y -_C,Re

N

GoF

donde U es el dominio de F' y V es el dominio de G (recién nos tomamos
F(U) C V). Le aplicamos la regla de la cadena:

dF,

dG g
R™ (p)

R™ RP

d(GoF),
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4.5 Diferencial de un mapa entre variedades

Como dF,(T,M) C T f(p)N entonces podemos restringir a los espacios tangentes:

dFp |y, m dGp(p) | N
TM —————— T N ———— Ty %

\/

d(GoF)p|Tynt

Por definicién del diferencial, el diagrama anterior es igual al siguiente, concluyendo
la demostracién:

dfp dgs(p)
TyM ——= Ty N ——= Ty(sp)) 2

]
d(gof)p

Corolario 4.5.5. Si f : M — N es un difeomorfismo entre variedades y p € M,
entonces el diferencial df, : TyM — Tp,)N es un isomorfismo lineal, y:

(dfp)_l = d(f_l)f(p)

Ademds M y N tienen la misma dimension.

Demostracion. Ya sabemos que el diferencial de la identidad es la identidad y que
vale la regla de la cadena, asi que repetimos la demostracion de esta proposicién
para abiertos. Tenemos fo f~' =idy v f~' o f = idys, entonces:

idg,pr = d(ida)p =d(f " o f)p = d(f ") s o dfy
idry v = d(idn) p) = d(f o f ) gy = dfp 0 d(f 1) i)

Por lo tanto df, es un isomorfismo, y ademas (df,) ™" = d(f~!) (). Como la
dimensién de un espacio tangente es la dimension de la variedad, se concluye
también que M y N tienen la misma dimension. O

Teorema de la funcidon inversa. Sean M y N variedades, pe M y f : M — N
un mapa diferenciable tal que df, es un isomorfismo lineal. Entonces existe X C M
abierto relativo con p € X tal que f(X) C N es un abierto relativo y f|x : X —
f(X) es un difeomorfismo.

Demostracion. Hagamos un truco ya habitual: sean ¢ : U — M, ¢ : V — N
parametrizaciones, con ¢ elegida de modo tal que f(o(U)) C (V). Si definimos
f:U =V como f=1v"1o foy, entonces el siguiente diagrama conmuta:

M—tN

[

Uu .V
f

Sip(q) =py (r) = f(p), aplicamos la regla de la cadena y obtenemos el diagrama
conmutativo:

dfp
T,M » Ty N

d‘PqT Jd(w_l)f(p)

Rn - Rm
dfq
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Observar que son todos isomorfismos lineales. En efecto, df,, dp, v d(¢1) f(p) 10
son (el primero por hipétesis, los otros dos por ser diferenciales de difeomorfismos),
entonces por la conmutatividad del diagrama (i.e. por composicién), d fq es un
isomorfismo lineal.

Ahora, gracias a f estamos en las hipétesis del teorema de la funcién in-
versa para abiertos. Podemos encontrar U C U tal que f o - U— f (U) sea
un difeomorfismo. Restringiendo el primer diagrama a este U e invirtiendo las
parametrizaciones:

~ f| (0) ~
o(U) == f(o(U))
‘le(ﬁ)l Yl
U

Esta vez son todos difeomorfismos: f ;7 por el teorema de la funcién inversa, 1| £

y <p_1|§0(0) por restricciones de difeomorfismos, de donde por la conmutatividad

del diagrama (i.e. por composicién), f]w(U) :o(U) = f(p(U)) es un difeomorfismo.

Tomando X = ¢(U) tenemos demostrado el teorema. O

Que para algun p € M el diferencial de f en p sea un isomorfismo, ya sabemos
que no garantiza que f sea un difeomorfismo (el teorema de la funcién inversa nos
garantiza que serd un difeomorfismo local). Pero si pedimos hip6tesis mds fuertes,
podemos encontrar una condicién suficiente (muy fuerte, en realidad) para que un
mapa sea un difeomorfismo:

Corolario 4.5.6. Sean M y N wvariedades y f : M — N un mapa diferenciable,
biyectivo, y que verifica que dfy : Ty,M — Ty, N es un isomorfismo lineal para
todo p € M. Entonces f es un difeomorfismo.

Demostracién. Lo tinico que nos falta ver es que f~' : N — M es diferenciable.
Sea ¢ € N, entonces ¢ = f(p) para algin p € M. Por el teorema de la funcién
inversa, existe un entorno abierto relativo W, C N de ¢ tal que

Flw, Wy — fTHW,) c M

es un difeomorfismo (en particular, es diferenciable). Para cada ¢ encontramos un
Wy, entonces los W, cubren N y f~': N — M es un difeomorfismo global (en
particular, es diferenciable), y ya estd. O

4.6. Orientacion

La idea de esta seccién es introducir una orientacion en una variedad. Por
ejemplo, una curva cerrada en R? podemos recorrerla en sentido horario o
antihorario. En una superficie, la clasica “regla de la mano derecha” nos da una
orientacién. Pero éste no es un método muy satisfactorio, y no se puede generalizar
facilmente.

60



4.6 Orientaciéon

La estrategia para orientar una variedad serd orientar los espacios tangentes en
cada punto. Esto es més sencillo, ya que los espacios tangentes son hiperplanos y
quedan univocamente determinados eligiendo una base.

4.6.1. Orientacién de espacios vectoriales

En esta seccién, V' es un R-espacio vectorial de dimension finita.
Motivemos un poco la proxima definicién.

,Por qué decir “en sentido horario” nos “orienta” el plano? Bueno, el plano
esta determinado por linealidad por los vectores candnicos e; y es. Entonces si
yo tengo e1, digo que ir hacia es es ir en sentido antihorario y digo que es esa
“orientacién” la que voy a tomar. Podria haber dicho que desde e1, me voy hacia
—eg, v también “orienté” el plano (en sentido horario).

i Por qué la “regla de la mano derecha” nos “orienta” el espacio? Para empezar,
tomamos una orientacién del plano zy, por ejemplo, la antihoraria. Entonces, al
hacer ese juego con las manos, lo que estamos haciendo es, dados e; y ez, en ese
orden (no es lo mismo ir de uno al otro que viceversa), elegir e3, y decretar que
eso es un orden positivo (cf. producto vectorial).

En definitiva, en los dos casos estamos haciendo lo mismo, o sea, tomar una
base del espacio y darle un signo. Y ademds vemos que en un espacio vectorial sélo
habré dos orientaciones posibles. A una que elijamos le llamaremos positiva (en el
plano, solemos elegir la antihoraria, y en el espacio, la que cumple la regla de la
mano derecha), y la otra serd la negativa.

Definicién 4.6.1. Si B y B’ son bases ordenadas de V', diremos que B y B’ tienen
la misma orientacion si el determinante de cambio de base es positivo, es decir si

det g [ld]B >0

Observacion 4.6.2. La relacion “tener igual orientacién” es una relacién de equiva-
lencia en el conjunto de las bases ordenadas de V.

Demostracion. Verifiquemos las tres propiedades de una relacién de equivalencia:
» Reflexiva: det g[id]p = detid =1 >0
» Simétrica: Si det p/[id]s > 0, entonces:
det glid]p = det (g[id]g) " = (det g[id]g) ™" >0
» Transitiva: Si det z[id]g > 0 y det gr[id]g > 0, entonces
det gr[id]p = det (gr[id]p p[id|g) = det (p~[id]s/) det (g/[id]g) >0 O
Definicion 4.6.3. Una orientacion de V es una clase de equivalencia de la relacién

“tener igual orientacién”. Un espacio vectorial orientado es un par (V,£) donde  es
una orientacion de V.
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Proposicion 4.6.4. Hay exactamente dos orientaciones de V.

Demostracién. Si tomamos B = {x1,...,z,} y B' = {—z1,29,...,2,}, entonces
una base C cualquiera es equivalente o a B o a B’. Entonces hay sélo dos clases de
equivalencia, la de B y la de B'. O

Observacion 4.6.5. Al haber entonces sélo dos orientaciones posibles, orientar
un espacio vectorial (i.e. asignarle una orientacién) es lo mismo que elegir una
base y asignarle un signo, + o -. En R", la orientacion estdndar sera la clase de
equivalencia de la base canénica {ey,...,e,}, o en otras palabras, la base candnica
tendré signo positivo.

Proposicion 4.6.6. Sean V y W dos R-espacios vectoriales de dimensién fi-
nita orientados, y T : V. — W un isomorfismo lineal. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ezxiste una base positiva B de V tal que T(B) es una base positiva de W.

2. Para toda base positiva B de V' se verifica que T(B) es una base positiva de
W.

Demostracion. 2) = 1): es trivial sabiendo que todo espacio vectorial de dimensién
finita tiene una base.

1) = 2): para empezar, recordar que ya sabemos que si B es una base de V,
entonces T'(B) es una base de W (como T" es un isomorfismo lineal, lleva bases en
bases). Sea B una base positiva de V tal que T'(B) es positiva. Sea B’ otra base
positiva de V. Tenemos que:

plid]s = 7 lid]rs)

En efecto: sean B = {v1,...,v,} y B = {v],...,v,}. Si v; = a1v] + -+ + ayv),
entonces

T(v;) = T(a1v} + -+ + apvl) = a;T(v}) + -+ + a,T(v),)

Como eso se cumple para todo i = 1,...,n entonces las n columnas de esas dos
matrices son iguales, luego son iguales. Entonces ya estd, pues g [id]g > 0 pues las
dos bases son positivas, luego T(B/)[id}T(B) > 0, entonces T'(B’) es positiva, que es
lo que queriamos probar. O

Definicién 4.6.7. SiT : V — W es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita orientados, diremos que es compatible con la orientacién de W,
o que preserva la orientacion si existe una base positiva B de V' tal que T'(B) es
una base positiva de W, y que inwvierte la orientacién en caso contrario.

Observacion 4.6.8. Un isomorfismo lineal o preserva o invierte la orientacion.

Ejemplo 4.6.9. La identidad id: V' — V preserva la orientacién si y sélo si se
considera V' con la misma orientacion en el dominio y en el codominio.

Proposicion 4.6.10. Sea V un espacio vectorial orientado y T : V — V un
isomorfismo. Entonces T preserva orientacion si y sélo si detT' > 0.
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Demostracién. (=) Sean B, B’ C V bases positivas tales que T'(B) = B’. Entonces
det T = det g [T]g = det (5 [T]|B) det (g[id]s) > 0
pues p/[T]g = Id y T preserva orientacién, con B, B’ bases positivas.
(<) Sea B base positiva de V. Entonces

0 < detT = det T(B) [T]T(B) = det (T(B) [T]B) det (B[id}T(B)) = det B[id]T(B)

luego det g[id|7 () > 0; invirtiendo, det r()[id]s > 0 y por lo tanto T preserva
orientacion. O

4.6.2. Orientacién de variedades

Una orientacién de una variedad M serd una “eleccion diferenciable” de orien-
taciones de 1), M, para todo p € M. La definicién que daremos no parece condecir
con esta idea, pero la proposiciéon 4.6.16 las vinculara.

Definiciéon 4.6.11. Una variedad M es orientable si existe un atlas A de M tal
que: si o, € Ay o : U — M, vy : V — M cumplen que o(U) Ny(V) # 0,
entonces, si p(U)NY(V)=Zy f=(pto ¢)|p-1(z) (el cambio de coordenadas):

det df, >0, Vg€ p'(2).
Diremos que un tal atlas es una orientacion de M (o que un tal atlas es compatible).!

p(U)Np(V) =E

v @)

1 (2)

Definicién 4.6.12. Dada una orientacion A de una variedad M orientable, decimos
que el par (M, .A) es una variedad orientada.

La definicion de orientacién parece enrevesada pero no lo es tanto. Dicho con
palabras (de [dC]): una variedad es orientable si es posible recubrirla con una
familia de entornos coordenados de forma que si un punto p pertenece a dos entor-
nos de esta familia, entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano positivo en p.

Por qué el jacobiano? No es un capricho definirlo asi, viene de la orien-
tacién de los planos tangentes. Supongamos que p € = es tal que ¢(q) = py
¥ (r) = p. {Cémo se relaciona el jacobiano con la orientacién de los planos tangentes?

Tenemos dos parametrizaciones ¢ y ¢ alrededor de p. Cada una induce
una base para T,M: B = {0y, (q), .-, 0u, (@)} v B = {¢u, (r), ..., Yy, (r)}. Es

!Formalmente, debemos requerir ademés que semejante atlas sea mazimal, en el sentido que si
v:V — M es una parametrizacién tal que para toda A3 ¢ : U — M con ¢(U) = v(V) se tiene
que el cambio de coordenadas es diferenciable, entonces v € A.
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fundamental observar que g [id|g = Jf(q) (ver lema 4.6.21), por lo tanto By B’
tienen la misma orientacion si y sdlo si el jacobiano de f es positivo. O sea, cuando
pedimos que el jacobiano del cambio de coordenadas sea positivo, estamos pidiendo
que ¢ y % induzcan la misma orientacién al espacio tangente. En definitiva,
acabamos de probar la siguiente

Proposicion 4.6.13. Sea M una variedad. Un atlas A es una orientacion de M
st y solo st para cada p € M toda parametrizacion que rodea a p induce la misma
orientacion en T, M.

Observacion 4.6.14. La proposiciéon anterior nos dice que una variedad orientable
siempre admite al menos dos orientaciones. En efecto, dada una orientacion
A, podemos obtener una segunda tomando aquellas parametrizaciones que para
cada p € M inducen la orientaciéon opuesta en T,M que la que inducen las
parametrizaciones de A. Explicitamente, basta tomar el mismo atlas pero orientando
R™ con la orientacion opuesta. Podemos entonces hacer la siguiente

Definiciéon 4.6.15. Sea M una variedad orientada. Notaremos —M a la variedad
orientada con la orientacién opuesta (en el sentido de la observacién precedente).

Con la formulaciéon de la proposiciéon anterior, estamos induciendo a cada
T,M una orientacién por las parametrizaciones que rodean a p, y pidiendo que
todas induzcan la misma. Podemos mirarlo al revés, es decir, fijar primero una
orientacién de T, M y pedir que los diferenciales de las parametrizaciones preserven
su orientacion. Entonces conseguimos la siguiente formulacién equivalente:

Proposiciéon 4.6.16. Sea M wuna variedad. Un atlas A es una orientacion de
M si y sélo si para cada p € M podemos elegir una orientacion de T,M de
modo tal que toda parametrizacion ¢ de A que rodea a p, con @(q) = p verifica que
dpq : R" — T,,M preserva la orientacion (tomando R™ con la orientacion estdndar).

Definicién 4.6.17. Si (M, A) es una variedad orientaday ¢ : U — o(U) C M
es una parametrizacion cualquiera de M, decimos que ¢ es compatible con la
orientacion de M (o aun, que preserva la orientacion) si dog : R™ — T, M preserva
la orientacién, para todo p = ¢(q) € ¢(U). Tomamos en R™ la orientacién estandar,
y en T, M la inducida por la orientacién de M.

Definicion 4.6.18. En general, sea f : M — N un difeomorfismo entre variedades
orientadas. Diremos que f es compatible con la orientacion de N, o que preserva
la orientacion si dfy : T, M — Ty, N preserva la orientacion, para todo p € M.
Diremos que invierte la orientacién si df, invierte la orientacién, para todo p € M.
Tomamos en T}, M la orientacion inducida por M y en Ty,) N la orientacién inducida
por N.

Observacion 4.6.19. Un difeomorfismo f : M — N entre variedades orientadas no
tiene por qué preservar o invertir la orientacién. Es un ejercicio probar que si M
es conexa entonces f preserva o invierte la orientacién, y que basta verificarlo en
un punto p € M.

Con esta definicién, la proposicién anterior queda en:
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Proposiciéon 4.6.20. Sea M una variedad. Un atlas A es una orientacion de M
sty sdlo si para cada p € M podemos elegir una orientacion de T, M de modo tal
que toda parametrizacion ¢ de A que rodea a p preserva la orientacion.

Todo esto siempre y cuando uno se crea el siguiente

Lema 4.6.21. Sea M una variedad, ¢ : U — M y 1 : V — M dos parametriza-
citones alrededor dep € M, f:U — V el cambio de coordenadas. Si notamos B y
B’ a las bases inducidas por ¢ y 1 respectivamente, entonces p(id|p = J f(q).

Demostracion. Para simplificar notaciones, tomaremos como variedad una superfi-
cie regular S,y ¢ : U — p(U) C S, ¢ : V — (V) C S parametrizaciones tales
que (V) = p(U). Si f =171 o, el siguiente diagrama conmuta:

Luego aplicando la regla de la cadena: dpg = d(1 o f)q = dibs(q) o dfy entonces:

SOU(Q) = %(7‘) flu(Q) + 1/1u(7') qu(Q)
©u(q) = Yu(r) fro(@) + ¢u(r) f2u(q)

Esto nos dice exactamente lo que queremos probar por la definicion de matriz de
cambio de base. O

Ejemplo 4.6.22. Si tenemos un atlas formado por una sola parametrizacion, entonces
es una orientacién: el cambio de coordenadas es la identidad cuyo jacobiano es
1. En la practica, casi siempre utilizaremos una sola parametrizaciéon. Entonces
hablaremos de la orientacién que induce esta parametrizacién en la variedad.

Ejemplo 4.6.23. Si una variedad es el grafico de una funcién diferenciable, entonces
se puede cubrir por una sola parametrizacién, luego es orientable.

Como ya habiamos adelantado, venimos definiendo y caracterizando la
orientabilidad de una variedad en términos de la orientabilidad de sus espacios
tangentes, una tarea mas sencilla.

Habiamos observado que una variedad orientable admite al menos dos
orientaciones. Para terminar esta seccién, demostremos que una variedad orientable
y conexa admite eractamente dos orientaciones.

Teorema 4.6.24. Una variedad M coneza y orientable admite exactamente dos
orientaciones.

Demostracién. Sean Ay A’ dos orientaciones de M. Sea A C M el conjunto de
puntos p donde las parametrizaciones de A que rodean a p inducen la misma
orientacién a T, M que las de A’ que rodean a p, y B C M el conjunto donde
inducen orientaciones opuestas. A y B son abiertos, porque si en un punto de
A (resp. B) el jacobiano del cambio de coordenadas es positivo (resp. negativo)
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también lo es en un entorno del punto. Ademas M = A U B pues los espacios
tangentes tienen sélo dos orientaciones. Como M es conexo y esta unién es disjunta,
o B = (el jacobiano de los cambios de coordenadas siempre es positivo) o A =)
(el jacobiano de los cambios de coordenadas siempre es negativo). Nos elegimos
dos orientaciones cualquiera y vimos que eran la misma o eran opuestas, por lo
tanto s6lo hay dos maneras de orientar M. O

4.6.3. Orientacién de curvas y superficies

Definicién 4.6.25. Si M C R¥ es una variedad, entonces un campo vectorial en
M es una funcién diferenciable F : M — R*: un campo escalar en M es una
funcién diferenciable f: M — R.

Un campo tangente en M es un campo vectorial F : M — R¥ tal que F(p) €
T,M para todo p € M.

Un campo normal en M es un campo vectorial F : M — R* tal que F(p) L T,M
para todo p € M.

Un campo unitario en M es un campo tal que ||F(p)|| = 1 para todo p € M.

Orientacion de curvas

En esta seccién, una curva C' C RF serd una variedad conexa de dimensién 1.

Para orientar curvas, hay un criterio particular que resulta 1util e intuiti-
vo: una curva es orientable si y sélo si admite un campo tangente unitario.

Proposicion 4.6.26. Una curva C es orientable si y sélo si admite un campo
tangente unitario.

Demostracion. (=) Sea A una orientacién de C'y sean av: I — C, f: J — C dos
parametrizaciones de C' tales que «, 5 € A. Supongamos que «(I) = 5(J), y sea
f = pB"'oa el cambio de coordenadas.

Tenemos sg (f') > 0 ya que como « y ( preservan la orientacién de C, entonces f
es un difeomorfismo que preserva orientacion.

Como o = [ o f, entonces por la regla de la cadena, o'(t) = B'(f(t)) f'(t).
Definimos el campo T : o(I) — R* mediante

_ o) S U@ _ BU)
le’ @I [ @O IB G 18" (@)

Podemos tener entonces el campo 1" tangente unitario bien definido en toda C.

T(a(t))

(<) Sea T : C — RF un campo tangente unitario. Dada una parametriza-
cién a : I — C tal que «a(t) = p para ciertos t € I,p € C, tenemos que o bien
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Figura 4.13: Banda de Mobius: una superficie no orientable

T(p) = ”3{% o bien T'(p) = —HZ{%. Eligiendo parametrizaciones alrededor de
cada punto de C tales que cumplen todas lo primero o todas lo segundo, tenemos
un atlas que es una orientaciéon de C. 0

Observacion 4.6.27. De hecho, al final de la demostraciéon vemos cémo conseguir
dos orientaciones de C' que podemos calificar de opuestas: aquella coherente con el
campo T', y aquella coherente con el campo —T.

Observacion 4.6.28. Recordemos el teorema de clasificacion de curvas: toda variedad
conexa de dimensién 1 es difeomorfa a S' o a un intervalo real. Por lo tanto, toda
curva conexa es orientable, pues tanto S! como un intervalo real son orientables.

Orientacién de superficies

Para orientar superficies, hay un criterio particular que resulta muy tutil, y
es que una superficie es orientable si y solo si admite un campo normal unitario.
Por ejemplo, la banda de Mébius (ver figura 4.13) no es orientable porque si
una hormiga empieza a caminar desde un punto por arriba de la banda hacia
la izquierda, al dar una vuelta llega por la derecha al mismo punto, pero por
abajo. Entonces no tenemos un campo normal unitario continuo: a dicho punto
le estariamos asignando un vector normal hacia arriba y otro hacia abajo. Otro
ejemplo de superficie no orientable (en R*) es la botella de Klein mencionada en la
seccion 4.1.

Una manera de construir una banda de Mobius es la siguiente: si tenemos una
banda rectangular y unimos dos lados opuestos sin torcer los bordes, obtenemos
un cilindro. Torciéndolos, obtenemos una banda de Mobius.

Proposicién 4.6.29. Sea S C R? una superficie reqular, y p : U C R? — ¢(U) C
S una parametrizacion. Sip € p(U) y p = ¢(q), entonces el campo N : p(U) — R?
definido por:

def. 0ul(q) X u(q) def. Pu X Py
N lpu(q) x pu(@)ll  lleu X @oll )

donde x indica el producto vectorial, es un campo normal unitario. Ademds no
depende de la parametrizacion elegida (a menos de un signo).
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Demostracion. Estd claro que |[N(p)|| = 1 para todo p € ¢(U). Como
B = {vu(q), vs(q)} es una base de T},S entonces |I£Z§£ZII (q) es normal a T,,S (es

la gracia del producto vectorial). Estd claro que es diferenciable.

Sea ahora ¢ : V. — (V) C S otra parametrizacién tal que (V) = ¢(U).
Si p = 1(r), definimos Ny, : p(U) = R3 por Ny (p) = %(ﬂ queremos probar
que Ny = £N. Sea f = Y~ loy:U — V el cambio de coordenadas. Recordemos

que si B = {¢y,(r), 1, (r)} entonces p[id]p = J f(q), de donde:

u(q) = Yu(r) fru(q) + ¥u(r) f2u(q)
©o(q) = Yu(r) f1,(q) + Yu(7) f2,(q)

Hagamos el producto vectorial:

ou(q) X 0u(q) = (WYulr) f1u,(q) + Pu(r) f2,(0) X (Yulr) f1,(q) + Pu(r) f2,(q))
= u(r) fru(q) X Yu(r) fou (@) + Vo (1) f2u(q) X Yu(r) f1,(q)
= det(J f(q)) Yu(r) x tu(r)

por lo tanto p,(q) X ¢u(q) ¥ ¥y (r) X 1y(r) son colineales. Al normalizar nos
garantizamos que N (p) = £Ny(p), segin el signo del jacobiano. O

Lema 4.6.30. Si M es una variedad conexa y f : M — R es una funcion continua
que nunca se anula, entonces f es de signo constante.

Demostracion. Supongamos que f cambia de signo, es decir existen p,q € M tales
que f(p) <0, f(q) > 0. Sea a : [0,1] — M continua tal que a(0) =py a(l) = gq.
Entonces foa : [0, 1] — R es una funcién continua, y f(a(0)) = f(p) <0, f(a(1)) =
f(g) > 0. Por el teorema de Bolzano existe ¢ € [0, 1] tal que f(a(c)) = 0, pero
entonces f se anula en «(c), absurdo. O

Lema 4.6.31. Sea M una variedad. Entonces siempre es posible elegir un atlas
cuyas parametrizaciones tengan dominio y entorno coordenado coneros.

Demostracion. Sea p € M, ¢ : U C R™ — M una parametrizacion alrededor
de p, con p = p(q). Como U es abierto, existe § > 0 tal que B(q,d) C U. Sea
Up = B(q,0), entonces ¢|y, : Uy — ¢(Up) es una parametrizacion alrededor de p
cuyo dominio es conexo. Ademds como ¢ es continua, el entorno coordenado ¢(Up)
también es conexo. Tomando tales parametrizaciones para cada p, encontramos un
atlas como queriamos. O

Teorema 4.6.32. Una superficie reqular S C R? es orientable si y sélo si existe
un campo normal unitario N : S — R3.

Demostracion. (=) Sea A una orientacién de S. Definimos N de la siguiente
manera: si p € 5, entonces esta cubierto por una parametrizacion ¢ : U — S, y
definimos N como en la proposicién 4.6.29. Al ser A una orientacién, el jacobiano
del cambio de coordenadas es positivo, por lo tanto esta definiciéon no depende de
la elecciéon de la parametrizacion y N estd bien definido. Es diferenciable pues es
diferenciable en cada entorno coordenado, y ya sabemos que siempre es normal y
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unitario.

(<) Sea N : S — R3 un campo normal unitario. Sea .4 un atlas de S como en
el segundo lema. Sea py € S fijo, entonces pg = ¢(qp) para alguna parametrizacién
@ : U — S. Por la proposiciéon anterior, tenemos necesariamente que:

Pu X Py

m(%) = £N(po)

Si la igualdad anterior se da con un (+), entonces no hacemos nada. Si se da con
un (-), cambiamos U por U = {(u,v) € R?: (v,u) € U}. Definiendo ¢ en U en vez
de en U, tenemos, por la anticonmutatividad del producto vectorial, que se da la
igualdad con un (+). Modificando ¢ de tal manera si es necesario, tenemos que:

Pu X Py

m(fm) = N(po)

Probemos ahora que teniendo ¢ asi para un py € ¢(U), entonces se cumple la
anterior igualdad para todo p € p(U), p = ¢(q).

Sea f : ¢(U) — R definida por:

_ PuX Py
f(p)—iu%x%H(Q) N(p)

Sabemos que f no se anula (toma valores 1 6 -1), y que f(pg) = 1. Pero f es una
funcién diferenciable, definida en un conexo, que no se anula nunca, entonces es de
signo constante por el primer lema, luego f(p) = 1 para todo p € ¢(U). Entonces
se cumple:
Pu X Py

(@ =N({), Vpeepl)

I % @
Consideremos ahora el atlas A formado por tales p. Tomemos p : U — S,y : V — §
parametrizaciones de A, tales que o(U) N (V) # 0. Luego si p € p(U) Np(V),
p=¢(q)y f =110y es el cambio de coordenadas:

u(q) X @u(q) = det(Jf(q)) Yulr) x Pu(r)

Por cémo construimos A, necesariamente ©,(q) X @u(q) v Yu(r) X tby(r)
son colineales y de mismo sentido, de donde det(Jf(¢q)) > 0 para todo
q € o 1 (o(U) NY(V)), por lo tanto A es una orientacién de S y S es orien-
table. =

Observacién 4.6.33. Si v,w € R? son no colineales, entonces (v X w, v, w) es una
base positiva de R? con la orientacién usual. En efecto, recordemos de algebra
lineal que

det(v x w,v,w) = (v x w,v X w) = ||v x w||* >0

En particular, si tenemos un campo normal unitario N en la superficie regular
S, la orientacién que conseguimos con el teorema anterior es tal quesip € S'y
{v,w} C T,S es una base positiva, entonces { N(p),v, w} es una base positiva de
R3.
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4.7 Variedades con borde

Corolario 4.6.34. Si una superficie reqular S C R® es preimagen de un valor
regular, entonces es orientable.

Demostracion. Sea S tal que S = f~!({a}), con f : U C R® — R una funcién
diferenciable que tiene a a € R como valor regular. En la proposicién 4.4.15 ya
demostramos que si p € S, entonces T,S = {Vf(p)}+. Por lo tanto definiendo

N :S — R3 por N(p) = % tenemos un campo normal unitario, luego S es
orientable por el teorema anterior. O

Ejemplo 4.6.35. El toro T? es orientable, pues ya probamos que era preimagen de
valor regular en el ejemplo 4.3.8.

Observacion 4.6.36. s El reciproco del corolario anterior es cierto: toda su-
perficie regular S C R? orientable es preimagen de un valor regular. La
demostracién depende de la existencia de un entorno tubular: ver seccién 2.7

de [dC].

= Al final de esa misma seccién se da una referencia para la demostraciéon
del interesante teorema que afirma que toda superficie regular compacta es
orientable.

4.7. Variedades con borde

4.7.1. Variedades con borde
Definicién 4.7.1. Definimos el semiespacio superior como

H* < {(21,...,2,) € R" : 2, > 0} C R™.

Definimos su borde como

OH™ L {(21, .. @no1,0) iz €R Vi=1,...,n—1} =R x {0} c R".

Definimos también —H", el semiespacio inferior, como
def.
—H" = {(21,...,2,) € R": z,, < 0}

Observacion 4.7.2. Identificaremos canénicamente OH™ con R™ 1.

Definiremos variedad con borde andlogamente a como definimos variedad, sélo
que pediremos que sea localmente difeomorfa a un abierto de H™ en vez de a uno
de R™:

Definicién 4.7.3. Sea M C RF. Decimos que M es una variedad diferenciable con
borde de dimensidn n si para todo p € M existe un entorno abierto de p, W C RF
tal que W N M es difeomorfo a un abierto de H".

Como siempre, diremos variedad con borde a secas para referirnos a una varie-
dad diferenciable con borde. Mantendremos la terminologia usual de variedades,
es decir parametrizacion, entorno coordenado, atlas, etc. Con respecto a las pa-
rametrizaciones, en vez de tomar un abierto de R" como dominio, tomaremos un
abierto de H" como dominio.
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4.7 Variedades con borde

Observacion 4.7.4. Recordemos del curso de topologia que V' C H" es un abierto
de H” si V =U NH", donde U es un abierto de R™. Por ejemplo, las bolas de H"
son, ademés de aquellas bolas de R™ que no se intersectan con OH" (i.e. las que
estan enteras en el semiespacio superior), las intersecciones de bolas de R™ con H",
su “borde” incluido.

R

N §H" ~ R*1

Por esta razén, toda variedad es una variedad con borde (si es localmente
difeomorfa a un abierto de R", trasladamos el abierto entero al semiespacio superior
y nada cambia).

Definicion 4.7.5. Sea U C H" abierto de H"”, f : U — R™ un mapa diferenciable
v p € UNOH"™ Entonces si F': W — R™ es una extensiéon diferenciable de f a un
entorno de p abierto de R™, definimos el diferencial de f en p por:

df, & dF, : R" — R™

Esta definicién es necesaria: recordemos que al definir diferenciabilidad en con-
juntos cualesquiera, no pudimos definir sin embargo el diferencial: no conseguiamos
necesariamente la independencia de la eleccién de una extensién de la funcién. En
este caso en particular, podremos (tendremos que verificarlo a continuacién, si
no esta definicién seguiria sin tener sentido). Por otro lado, habiamos definido el
diferencial de un mapa entre variedades. Veremos que H™ no es una variedad (en
el sentido habitual), y por lo tanto no estamos trabajando de més.

Proposicion 4.7.6. El diferencial anterior estd bien definido. Es decir, todas las
extensiones de [ tienen el mismo diferencial.

Demostracion. Sip ¢ OH™, no hay nada que verificar. Supongamos p € U N 0H™:
queremos ver que si F' = (F,..., Fy,): W — R™ es una extensién diferenciable
de f = (f1,..., fm) con W entorno de p abierto de R", entonces dF, : R" — R™
no depende de la eleccién de F'. Tenemos que:

Ep) ... B
de:(d(Fl)p""7d(FM)p) =
Gm(p) ... =(p)

Seaie€ {l,...,m}, j€{l,...,n} entonces:

Fi Fi ) — Fi . F ) — Fi
OF; oy det g, Filpttey) = Filp) _ Filptte;) = Filp)
Ox;j t—0 t t—0+ t
_ oy fiptte) — filp)
t—0+ t
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4.7 Variedades con borde

Tenemos la ultima igualdad gracias a que F' es precisamente una extensiéon de f,
definida en H". Pero entonces dF), depende sélo de f. O

Teorema 4.7.7 (Invariancia de dominio, versién diferenciable). Sean U C R”
abierto, S C R™ un subconjunto y f : U — S un difeomorfismo. Entonces S es
abierto en R™.?

Demostracion. Sea p € U. Como f : U — S es un difeomorfismo, esto significa
que existen V' C R™ abierto tal que S C V' y g : V — R" un mapa diferenciable tal
que g|ls = f~1. De esta forma, g o f = idy.

Por la regla de la cadena, dgy(, o df, = idgn. Esto muestra que df;, tiene una
inversa por izquierda, asi que es inyectivo. Como df, : R" — R", entonces es un
isomorfismo.

Por el teorema de la funcién inversa, existen entornos abiertos U, C U y
Vi) CV de py de f(p) respectivamente, de manera tal que f|y, : Up = V) es
un difeomorfismo.

Esto prueba que f(p) € Vi) = f(Up) C f(U) = 5; como Vy(, es abierto en V'
y V es abierto en R", entonces Vj(,) es abierto en R™. Como p es arbitrario, esto
prueba que todo punto de S tiene un entorno en S abierto en R", y por lo tanto .S
es abierto en R™. O

Ahora podemos probar que un difeomorfismo entre abiertos de H"™ manda
puntos interiores en puntos interiores, y puntos del borde en puntos del borde.

Proposicion 4.7.8. Sean U,V C H" abiertos de H" y f : U — V un difeomorfis-
mo. Entonces f(U \ OH") C V'\ oH", y f(UNJH") C V NnoH".

Demostracion. Sea p € U \ OH". Entonces existe una bola B C H" abierta en
R™ tal que p € B. Por el teorema 4.7.7, f(B) es abierto en R". Por lo tanto
f(p) € f(B) Cc V\OH". Como p es arbitrario, esto prueba que f(U\OH") C V\0H".

Sea p € U N OH". Entonces f~'(f(p)) = p € U N OH". Como f~!
es un difeomorfismo, lo que probamos recién aplicado a f~! prueba que
f(p) € V\OH". Por lo tanto f(p) € VNIH". Como p es arbitrario, esto prueba que
fWUNOH™) C V NOoH". O

Corolario 4.7.9. H" y R™ no son difeomorfos.

Tenemos entonces que si ¢ : U C H® — M es una parametrizacién con
geUNJH" y p=p(q), entonces si ¢ : V. C H" — M es otra parametrizacién tal
que V. N OH™ = (), se tiene que p # ¥ (r), para todo r € V. Podemos pues hacer la
siguiente

Definicién 4.7.10. El borde de una variedad M, denotado por M, consiste en
aquellos puntos de M que son la imagen por alguna parametrizacién de un punto
que estd en OH", es decir:

oM {peM:3¢:U C H" — M parametrizacion : p = ¢(q), con ¢ € UN9H"}

2La versién continua de este teorema dice que si un subconjunto de R™ es homeomorfo a un
abierto de R™, entonces es abierto en R™. Ese teorema es considerablemente més dificil de probar.
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El interior de una variedad es M 2" M \ OM.

Decimos que M es una wariedad sin borde si es una variedad en el senti-
do usual, es decir si OM = (.

Observacion 4.7.11. Atencién: por més que utilicemos el signo 0 para el borde de
una variedad, no tiene en general nada que ver con el borde topolégico (la frontera)
de un conjunto. Idem para el interior.

Ejercicio 4.7.12. Probar que si f : M — N es un mapa diferenciable entre
variedades con borde, entonces f(OM) C ON,y f(M) C N.

Definicién 4.7.13. Damos las definiciones de espacio tangente y de diferencial
para mapas entre variedades con borde. Son anslogas a las de variedades sin borde
y verifican las mismas propiedades:

= Sea M C RF una variedad con borde y p € M. Si ¢ : U C H* — M es una
parametrizacion y p = ¢(q), definimos T, M 1 dpg (este diferencial es el
que definimos recién). Valen las propiedades dim T,M = ny dg, : R" — T,M
es un isomorfismo.

= Si M y N son variedades con borde, f: M — N es un mapa diferenciable y
p € M, definimos su diferencial mediante df), def- dFp|r,nr : TyM — Ty, N,
con F una extensién diferenciable de f a un entorno abierto de p en R¥.

Observacion 4.7.14. Es claro que si p : U C H" — M es una parametrizacién de
M, entonces ¢|ynsmr» es una parametrizaciéon de OM. Ademsds si tales ¢ forman
un atlas de M, entonces las ¢|ynggn forman un atlas de OM.

Proposicién 4.7.15. El borde de una variedad con borde M de dimension n es
una variedad sin borde de dimension n — 1.

Demostracion. Como U NJH" es un abierto de 9H", entonces con la identificacién
canénica OH" = R x {0} ~ R~ tenemos que ¢|yngmn : UNOH™ C R*~!1 — M
es una parametrizacién de OM en vista de la observacién anterior. Entonces 0M
es una variedad sin borde de dimensiéon n — 1. ]

Corolario 4.7.16. 9(0M) = (.
Esto nos permite escribir que 92 = 0 como operador.

Proposicion 4.7.17. Si M es una variedad con borde de dimension n, entonces
M es una variedad sin borde de dimension n.

Demostracion. Sea p € M , v @ : U CH" — M una parametrizaciéon alrededor de
p. Como p & OM, entonces U N OH"™ = ) (achicando U si fuera necesario), luego U
es un abierto de R™ y ¢ tiene como dominio un abierto de R™. Por lo tanto M es
una variedad sin borde de dimensién n. O

Proposicién 4.7.18. Sea M C RF wuna variedad con borde y p € OM. Si
¢ U C H* - M es una parametrizacion tal que p = ¢(q), entonces T,0M
tiene como base al congunto {pu,(q), ..., Pu, (¢}
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4.7 Variedades con borde

Demostracion. Hacemos una prueba andloga a la del caso de variedades sin borde.
Sea ¢ : U C H" — M una parametrizacién de M alrededor de p, con p = ¢(q).
Tenemos que ¢|pngun : U NOH™ — OM es una parametrizaciéon de 9M alrededor
de p pues p € M.

Por definicién, T,0M = Im d(¢|uromn)q, con d(elunomn), @ R*P — RE.
Como d(¢|ynamn)q €s un isomorfismo lineal sobre su imagen, entonces lleva bases
en bases. En particular:

{d(plunamn)q(e1), - .., d(@lunamn)q(en-1)} = {dpg(er), ..., doglen—1)}
{u (@), -+ s Pu, 1 (@)}

es base. O

Corolario 4.7.19. T,0M es un subespacio vectorial de T,M de codimension 1.
Ademds:
T M = (dpq(en)) ® T,0M

donde () significa “subespacio generado por” y @ es la suma directa de subespacios
vectoriales.

La demostracion del siguiente teorema es andloga a la de su versién para
variedades sin borde:

Teorema 4.7.20. Si f : R™ — R es una funcion diferenciable que tiene a a € R

como valor regular, entonces M = f~1((—oco,a]) es una variedad con borde de
dimension n, y OM = f~*({a}).

Ejemplo 4.7.21. Sea f : R? — R definida por f(z,y,2) = 22 + 3% + 22 — 1. Es
diferenciable y ya sabemos que 0 es valor regular. Entonces por el teorema anterior,
B3 = {(x,y,2) € R®: 22 + 9% 4+ 22 < 1} es una variedad con borde de dimensién 3,
y 0B% = §2.

4.7.2. Orientacién de variedades con borde

Si M es una variedad con borde y p € M, tenemos tres tipos de vectores en
T,M:
P

» Los vectores tangentes al borde, es decir aquellos que pertenecen a T,0M,
que sabemos que tiene codimensién 1,

= Los vectores “salientes”: geométricamente, que “apuntan hacia afuera” de la
variedad,

= Los vectores “entrantes”, aquellos que “apuntan hacia adentro” de la variedad.

Podemos visualizar por ejemplo el cilindro “unidad” (la superficie): su borde
son dos circunferencias. Situémonos en un punto p de la circunferencia inferior, por
ejemplo p = (0,1,0). T, M es el plano y = 0. Tomemos un vector en T,0M, que es
la recta y = 0,z = 0, por ejemplo —e;. A modo de ejemplo, un vector saliente en
T,M seria —e3 y un vector entrante serfa ez. Observar que si nos situamos en el
punto (0,1,1) de la circunferencia superior, los roles de —e3 y e3 se invierten.
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Podremos entonces orientar 7T,0M: diremos que una base ordenada de
T,0M tiene la orientacion inducida por M si poniéndole un vector saliente delante
nos da la misma orientacién que la de T}, M. Siguiendo con el ejemplo del punto
p = (0,1,0) del cilindro, supongamos que T, M tiene a {e3, e} como base ordenada
(sentido antihorario, si miramos el plano desde “dentro” del cilindro). Si tomamos
como base ordenada de T,0M a {—e;}, entonces {—e3, —e1} ~ {e3,e1}, que
tiene la orientacion de T, M, por lo tanto diremos que {—e;} tiene la orientacién
inducida por M. Formalicemos.

Vectores entrantes y salientes

Definicion 4.7.22. Sea M una variedad con borde de dimensién n, p € OM y
¢ : U C H" — M una parametrizacién tal que ¢(¢q) = p. Decimos que v € T, M es
un vector entrante (a M) si es de la forma dyg(vg), con vg - €, > 0, y decimos que
es un vector saliente (a M) si es de la forma dy,(vg), con vg - €, < 0.

U

€n
Vo

q
v = dpg(vp) es un vector entrante

Debemos ver que la definicién anterior no depende de la eleccién de la parame-
trizacién. Para ello, veamos una caracterizacion de los vectores entrantes y salientes
que no depende de parametrizaciones.

Proposicion 4.7.23. Sea M una variedad con borde de dimension n, p € OM y
v e TT,M. Son equivalentes:

1. emiste una parametrizacion ¢ : U C H* — M en torno de p tal que, si
©(q) =p yv=dpg(vy), entonces vy € R" es tal que vy - e, > 0,

2. v ¢ T,0M y existe una curva o : [0,€) — M tal que «(0) =p y /(0) = v,

3. para toda parametrizacion o : U C H" — M en torno de p se tiene que, si
©(q) =p yv=dpg(vy), entonces vy € R" es tal que vy - e, > 0.

Demostracion. (1 = 2) Definimos « : [0,€) — M como «a(t) = ¢(q+ tvg), tomando
e suficientemente chico para que g+ tvy € U para todo t € [0, €). Entonces «(0) = p,

y

o/(0) = it (g + tvg) = dpq(vg) = v
t=0

Vo
€n
q+ tvo
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(2= 3) Sea ¢ : U C H" — M una parametrizacién en torno de p. Supongamos
que ¢(q) =p y v = dipg(vo).

Como «(0) = p € ¢(U), entonces achicando € si es necesario podemos suponer que
a([0,¢€)) C (U). De esta forma, tenemos una curva 3 := ¢ ' oa :[0,¢) — U con

B(0) = qy B(0) = vo.

Queremos ver que f'(0) - e, > 0. Observar que '(0) = h’m+ BO=4. ahora,
—0

t
t
B(t) —q € H" pues g € OH" y B(t) € H" para todo t. Por lo tanto 8'(0) = vy € H".

Como ademés v ¢ T,0M, entonces vy ¢ OH", y por lo tanto vg - e, > 0.

3 = 1) Es obvio. O
( )

Observacion 4.7.24. 1. La proposicién anterior vale para vectores salientes, cam-
biando vg - e, > 0 por vy e, <0,y a:[0,e) = M por a: (—e,0] — M.

2. Por el corolario 4.7.19, si p € OM entonces el espacio tangente T,M se
descompone en suma directa de T,0M y un subespacio de dimensién uno.
Por la proposicién anterior, este subespacio unidimensional es unién de dos
semiespacios, el de los vectores entrantes y el de los vectores salientes, uniendo
también el vector nulo.

Veamos ahora que los vectores entrantes/salientes van a parar por una fun-
cién diferenciable a vectores entrantes/salientes respectivamente, i.e. una funcién
diferenciable respeta la descomposiciéon en suma directa de la observacién 4.7.24.2.

Proposicion 4.7.25. Sea f: M — N una funcion diferenciable entre variedades
con borde. Sea p € OM yv € T,M. Si v es un vector entrante (resp. saliente),
entonces dfp(v) € Ty N es un vector entrante (resp. saliente).

Demostracion. Observar primero que por el ejercicio 4.7.12, efectivamente
f(p) € ON y por lo tanto tiene sentido que df,(v) sea entrante o saliente.

Supongamos que v es entrante. Por la proposicién 4.7.23, existe una cur-
va «: [0,€) = M tal que a(0) = p,a’(0) = v. Consideremos f o« : [0,e) — M. Se
tiene f(a(0)) = f(p), ¥

(f 0@)'(0) = dfag)(a/(0)) = dfy(v)

Por la proposicién 4.7.23, esto prueba que dfy(v) es entrante. La demostracién en
el caso que v es saliente es andloga. O

Teorema 4.7.26. Sea f : R™ — R una funcion diferenciable que tiene a a € R
como valor regular, de manera que M := f~1((—oc,a]) es una variedad con borde
tal que OM = f~1({a}). Sea p € OM. Entonces V f(p) es un vector saliente a M.

Demostracién. Observar primero que V f(p) & T,0M, pues T,0M = {Vf(p)}+
por la proposicién 4.4.15. Supongamos por absurdo que V f(p) es entrante.
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Aplicdndole la proposicién anterior a la funcién fly : M — (—o0,al, te-
nemos entonces que df,(Vf(p)) € R es entrante a (—oo, a]. Explicitamente, esto
significa que df,(V f(p)) < 0.

En efecto, por la proposicién 4.7.23 un vector v € R es entrante a (—oo,al siy
so6lo si v # 0 y existe una curva « : [0,€) = (—o0, a] tal que «(0) = a, o/(0) = v.
Observar que como «(t) < a para todo t, entonces

v=2a'(0) = lim o) —a

<0
t—0+ t

luego v < 0.

Tenemos pues que df,(V f(p)) < 0. Llegamos entonces a una contradiccién, ya que

dfy(Vf(p)) =V f(p)- V) =IIVp)* >0 0

Orientacion

La definicién de variedad con borde orientable es la misma que para variedades
sin borde (sélo que las parametrizaciones tienen como dominio un abierto de H").
Escribamos formalmente la orientacién de T,0M que induce T, M que enuncidbamos
al comienzo de la seccion:

Definicion 4.7.27. Sea M una variedad con borde y ¢ : U C H* — M una
parametrizacién de M. Si un vector saliente (resp. entrante) N = dip,(vp) es tal
que vg - e, = —1 (resp. +1), tenemos un vector que llamamos normal saliente (resp.
normal entrante).

Definicion 4.7.28. Sea M una variedad con borde orientada. Sea p € M y
B = {v1,...,v,—1} una base ordenada de 7,0 M. Orientamos T,0M diciendo que
B es una base positiva de T,0M si {N,v1,...,v,—1} es una base positiva de T,M,
siendo /N un vector normal saliente. A esta orientacién de T,0M le llamamos
orientacion inducida por T, M.

Observacion 4.7.29. Podriamos pedir simplemente que N fuera saliente, sin pedir
que sea normal. Pidiendo que sea normal lo que ganamos es que si B es una base
ortogonal, entonces agregdndole N sigue siendo ortogonal. Observar que en todo
caso se cumple que (N) & T,0M = T,M.

Observacion 4.7.30. A veces en la préactica procederemos al revés: le daremos una
orientacién a T, M a partir de una base que previamente fijamos como positiva de
T,0M y poniéndole delante la normal saliente.

Tenemos una proposicién que nos caracteriza las orientaciones de las variedades:
un atlas A es una orientacion de M si y sdlo si para cada p € M podemos elegir
una orientacion de T, M de modo tal que toda parametrizacion ¢ de A que rodea a
p preserva la orientacion. En base a esto podemos hacer la siguiente

Definicién 4.7.31. Sea M una variedad con borde orientada. Decimos que OM
tiene la orientacién inducida por M (o la orientacion borde) si tomamos como
orientaciéon de OM un atlas tal que, para todo p € OM, toda parametrizacién
que rodea a p preserva la orientacién de T,0M, tomando en T,0M la orientacién
inducida por T),M.

"
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No esté claro que un tal atlas siempre exista, es decir, que siempre se pueda
dotar a OM de la orientacién borde. Esto es cierto, pero lo sacaremos como
corolario de la préxima proposicion.

Recordemos que si ¢ : U C H* — M es una parametrizacion de M, en-
tonces ¢|yngm» es una parametrizaciéon de M. De esta manera, si ¢ preservara
orientacién, uno querria que ¢|yngmn preservara la orientacién de M, con OM
orientada con la orientacién borde. Pero esto no siempre es asi: falla un factor.

Proposicién 4.7.32. Sea (M, A) una variedad con borde orientada. Si A estd for-
mado por ciertas parametrizaciones ¢ : U C H" — M, entonces el atlas
A= {¢lunsmr : ¢ € A} de OM lo dota de la orientacion borde si y sélo si
n es par.

Demostracion. Seap e M y ¢ : U C H" — M una parametrizacién alrededor de
p. Lo que queremos ver es que la orientacion que induce ¢|ynom» en T,0M es
la misma que la orientaciéon inducida por T,M si y sélo si n es par, o en otras
palabras, que {dyq(e1),...,dps(en—1)} es una base positiva de T,0M si y sélo si
n es par.

Como ¢ preserva orientacién, entonces By = {dy4(e1),...,dpy(en)} es una
base positiva de T, M. Queremos ver que si N es un vector saliente, entonces
By = {N,dpq(e1),...,dpg(en—1)} es una base positiva de T,M siy so6lo si n es
par. Escribamos IV en términos de la base By:

N = aidpg(er) + -+ - + andpg(en) = dpg(arer + - - - + anen)

Como N es saliente, (aje; + -+ + aney) - e, < 0= a, <0.

aj 1 ... 0

det g, [id]p, = det : ST (—=1)""a, det (id) = (=1)" " a,
Ap—1 0 ... 1
a, 0 ... 0

Entonces Ba es base positiva de T,M
(-1)""ta, >0 (—=1)"(—a,) > 0 < n es par, ya que —a, >0 O

Corolario 4.7.33. Si M es una variedad con borde orientable, entonces OM es
una variedad sin borde orientable, y siempre se la puede dotar de la orientacion

borde.

Demostracion. Sea A una orientacién de M. Si p € A, ¢ : U C H" — M entonces
ya sabemos que ¢|pngp» €s una parametrizacién de 9M, y sabemos que tales
©|lunemn conforman un atlas de M que notaremos A. Por la proposicién anterior,
sabemos que A es la orientacién borde si n es par, y la orientacién “opuesta” (en el
sentido que cada T,0M tendra orientacién opuesta a la inducida por T,M) si n es
impar. En tal caso, basta componer cada parametrizacién de A con el difeomorfismo
(x1,29,...,2n—1) — (x2,21,...,2yp_1) y considerar el atlas compuesto por esas
composiciones. O]
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4.7 Variedades con borde

Damos ahora un par de ejemplos. El primero sera importante en un futuro.

Ejemplo 4.7.34. La orientaciéon de 0H"™ como borde de H" es la misma que la
orientacién usual de R”™! si n es par, y la opuesta si n es impar. Basta tomar
como parametrizacién la identidad (recordemos que preserva la orientacién si
orientamos de la misma manera en el dominio que en el codominio).

Esto podemos verlo sin usar el teorema anterior, de todas formas. La ba-

se {e1,...,en—1} es una base positiva de OH" si {—ey,e1,...,€,—1} €s una base
positiva de R™. Observar que el signo de {—ey,e1,...,e,_1} es (—1)" veces el
signo de {ey,..., ey}, la base candnica de R™. Luego la orientacién de OH" como

borde de H" es la misma que la orientacién usual de R"~! si n es par, y la opuesta
si n es impar.

Ejemplo 4.7.35. Orientemos S? con la orientacién borde de B2, pues
5% = {(z,y,2) € R®: a®+¢2+2% =1} = OB® = 9{(z,y,2) € R® : a®+¢>+2% < 1}.

Para todo p € B? tenemos TPB3 = R3. Orientamos B? asigndndole a ca-
da TpB3 la orientacién estandar de R3, es decir tomando la base canénica como
positiva para TpB3.

Como normal saliente podemos tomar la de norma 1: para p € S?, N(p) = p. Para
darle la orientacién borde a S2, diremos que una base B = {u,v} de TpS2 es
positiva si {N(p),u,v} = {p,u,v} es una base positiva de T,B> = R3. La base
{p,u,v} es positiva si y sélo si {u,v,p} es positiva. Por ejemplo, para p = (0,0, 1),
basta tomar u =e1 y v = es.
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Capitulo 5

Formas diferenciales en
variedades

En esta secciéon consideraremos las variedades con o sin borde. Observar que
lo que hicimos en el capitulo 2 se adapta sin dificultades para conseguir formas
diferenciales en abiertos de H": utilizaremos este hecho sin reparos.

5.1. k-formas

Definicién 5.1.1. Sea M C R! una variedad. Una k-forma en M es una funcién

w:M— U AR(T, M)
peEM
tal que w(p) € AF(T,M*).

Para visualizar un poco esta definicién, podemos pensar en una esfera. En cada
punto, miramos el plano tangente, que es un subespacio vectorial de dimensién 2,
y ponemos alli una 2-forma bilineal, por ejemplo (serd el ejemplo mas 1til pues
integraremos n-formas en variedades de dimensién n).

Observacion 5.1.2. El espacio de las k-formas es un espacio vectorial con las
operaciones definidas punto a punto.

5.2. Pull-back

Definicion 5.2.1. Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades.
Definimos la aplicacion f*: lleva k-formas en N en k-formas en M de manera tal
que, si w es una k-forma en N, p e M y v1,...,v; € T, M, entonces:

frw)p)(v1, .. vk) = w(f ) (dfp(v1), .- -5 dfp(vr))

Para k = 0 definimos f*(g) =go f.
Decimos que f*(w) es el pull-back de w por f.

Observacion 5.2.2. Esto no es nada mas que el pull-back lineal de w(f(p)) €
A*((TypyN)*) por dfy : T,M — Ty, N, es decir:

fH(w)(p) = dfy (w(f(p)))
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5.3 Formas diferenciales en variedades

Proposicion 5.2.3. Sean f : M — N, g : N — Z mapas diferenciables entre
variedades, w una k-forma en N, n una r-forma en N. La aplicacion f* tiene las
siguientes propiedades:

n f* es lineal,

frwAn) = fr(w) A f*n),

(idpar)* = id,

(go f)"=[f"oyg",

Si f es un difeomorfismo entonces f* es un isomorfismo lineal, y verifica

() =y

Las propiedades tercera y cuarta nos dicen que el pull-back es un functor
contravariante, como sucedia con el pull-back en el espacio euclideo.

Observacidon 5.2.4. Aplicando la segunda propiedad a una O-forma, obtenemos:

frlgw) = fFgnw) =g A fHw) = (go f)f (W)

5.3. Formas diferenciales en variedades

Definicion 5.3.1. Sea w una k-forma en M. Decimos que w es una forma dife-
rencial si para toda parametrizacion ¢ : U — M vale que ¢*(w|,17)) es una forma
diferencial en U.

Observacion 5.3.2. Es por esta definicion que es légica y formalmente necesario
estudiar primero las formas y el pull-back en R™ (y en H").

Notacién. Notaremos QF(M) al conjunto de las k-formas diferenciales en M.

Observacion 5.3.3. QF(M) es un espacio vectorial con las operaciones definidas
punto a punto.

Proposicion 5.3.4. Para ver que una k-forma w en M es una forma diferencial,
basta verificarlo en un atlas.

Demostracion. Sean ¢ : U — M y ¢ : V — M parametrizaciones tales que
e(U) =¢(V).

Y~ lop

Escribamos para abreviar w = w|,;). Por las propiedades del pull-back, tenemos
que:

W™ o 9) (¥ (W) = ¢ (w)

Por lo tanto ¢*(w) es una forma diferencial si y s6lo si lo es (¥~ o ©)*(¥*(w)).
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5.3 Formas diferenciales en variedades

Si ¢*(w) es una forma diferencial, entonces ya sabemos (por el corolario 2.4.8) que
(¥ ~tow)*(¥*(w)) es una forma diferencial, de donde ¢*(w) es una forma diferencial.

Reciprocamente, supongamos que ¢*(w) es una forma diferencial, es decir
(=t 0 p)*(*(w)) es una forma diferencial. Como 1~ o ¢ es un difeomorfismo,
entonces invirtiendo tenemos:

(¥~ top)*
—r T

Q(v) QrU)

(o~ toy)*
—r

Q*U) QMV)

Entonces ¢*(w) = (¢~ 1ot))*(p*(w)) es una forma diferencial (por el corolario 2.4.8).

Esto prueba que ¢*(w) es una forma diferencial si y sélo lo es ¢*(w), de
donde se deduce la tesis. O

Observacion 5.3.5. Sea M una variedad de dimensién n, w € Q¥(M), ¢ : U — M
una parametrizacién de M. Tenemos en T, M la base {¢u, ..., ¢u,, |, de donde si
{%il s go;jm} es su base dual, podemos escribir

Wlo) =D iy, Prig, N NPy

Entonces w|<p(U) es una forma diferencial si y sélo si a;, ... ;, : M — R son funciones
diferenciables.

Proposiciéon 5.3.6. El pull-back lleva k-formas diferenciales en k-formas diferen-
ciales. Esto es, si f : M — N es un mapa diferenciable y w € QF(N), entonces
f*(w) € QF(M). Por lo tanto tenemos bien definido f* : QF(N) — QF(M).

Demostracion. Sean ¢ : U — M, 1) : V — N parametrizaciones, w € QF(N).
Queremos ver que f*(w) € Q¥(M). Como w es una forma diferencial, sabemos que

P*(w) € QF(V). Nos falta ver que p*(f*(w)) € QF(U). Sea f =1 o fo .

M-t N

.

f

Como 1*(w) € QF(V), sabemos que f*(1*(w)) € Q¥(U), pero

Fr (@ w)) (¥ o fop)(v*(w))
= (o (o /)W)
= (pFoffo () (W W)
= ¢ (["(w))
de donde se deduce la tesis. ]
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5.4 Orientacién de variedades con formas diferenciales y forma de volumen

5.4. Orientacion de variedades con formas diferencia-
les y forma de volumen

Proposicion 5.4.1. SiV es un R-espacio vectorial orientado con producto interno
de dimensidn n, entonces existe una tunica v € A"(V*) tal que

v(vi,...,vp) =1 Y{ui,...,v,} base ortonormal positiva de V.

Ezplicitamente, si {v1,...,v,} es una base ortonormal positiva de V y {¢1,...,on}
es su base dual, entonces

V=1 A Ady € ANV (5.1)

Demostracion. Sea B = {vi,...,v,} una base ortonormal positiva de V' y sea
{¢1,...,¢n} su base dual. Definimos v como en (5.1). Veamos que es la forma
buscada.

Sea B = {wi,...,w,} otra base ortonormal positiva de V', entonces por el
ejemplo 1.3.23:

(¢1 VANRRIVAN ¢n)(w1, e wn) = det(qﬁi(wj)) =det g [id]g (52)
En efecto, si wj = ), ag;vi entonces ¢;(wj) = > arjdi(vi) = azj.

El determinante de (5.2) es el determinante de un cambio de base de una
base ortonormal a una base ortonormal, por lo tanto es el determinante de una
matriz ortogonal: tiene determinante 1 6 —1. Como B y B’ son bases positivas,
debe ser 1.

Verifiquemos la unicidad: si n € A™(V*) cumple lo mismo, entonces como
dim A™(V*) = 1, tenemos 77 = cv para algin ¢ € R. Evaluando en una base
ortonormal:

n(vi,...,vp) =cv(v,...,v,) =c=1

de donde n = v. O

Observacion 5.4.2. Otra vez vemos la bondad de aquellos aparentemente molestos
factoriales que normalizaban el producto cuna. Pues de no tenerlos, tendriamos un
factor %, y tendriamos que haber pedido que v(vy,...,v,) = % para toda base
ortonormal positiva, lo cual es molesto y poco intuitivo.

Corolario 5.4.3. Si tomamos V = R"™ con la orientacion usual, entonces v = det.

Demostracion. Si{ey,...,e,} esla base canénica, entonces es una base ortonormal
positiva de R™. Su base dual es {dz1,...,dz,}, yv=dzy A+ ANdx, = det. O

Observacion 5.4.4. El corolario anterior tiene sentido geométrico. Si tomamos la

base canénica, {e1,...,e,}, al ser una base ortonormal positiva de R", entonces
det(eq,...,e,) = 1 = volumen del paralelepipedo n-dimensional generado por
{e1,...,en}. En el caso general, al pedir que v dé 1 en toda base ortonormal

positiva, podemos pensar que v es una manera general de medir volimenes de
paralelepipedos (de manera razonable) en espacios vectoriales orientados con
producto interno cualesquiera.
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5.4 Orientacién de variedades con formas diferenciales y forma de volumen

Definicién 5.4.5. Sea M C R* una variedad orientada de dimensién n. Definimos
dV € Q"(M), la forma de volumen, mediante lo siguiente: si p € M, entonces
dV(p) € A"(T,M*) es la tnica n-forma multilineal alternada en T,,M que verifica

av(p)(vi,...,vn) =1, V{vi,...,v,} base ortonormal positiva de T, M

Para variedades de dimensién 1 en R¥, la forma de volumen se llama forma de
longitud y se denota ds. Para superficies regulares, la forma de volumen se llama
forma de drea y se denota dA.

Observacion 5.4.6. El nombre, forma de volumen, estd motivado por la observacién
anterior. Esta forma es especialmente importante porque nos permitird definir la
integral de una funcion.

Proposicién 5.4.7. La forma de volumen dV' € Q"(M) eziste y es unica. Ademds,
st ¢ : U — M es una parametrizacion compatible con la orientacion y g;; =
(Pui> Pu;) : U — R, entonces

AV o) = \/det (gij) @y A= A pr, (5.3)

Demostracion. Por definicion de forma de volumen, dado p € M debemos definir
dV(p) = vp € A"(T,M*), la forma multilineal alternada que vale 1 en toda base
ortonormal positiva de T),M, que ya probamos en la proposicién 5.4.1 que siempre
existe y es unica. Esto prueba la unicidad de dV. Veamos que existe una tal forma
diferencial.

Sea ¢ : U — M una parametrizacién compatible con la orientacién y sea
p € ¢(U). Entonces

AVlpw) = fou, NNy,

para cierta f : ¢o(U) — R diferenciable. Sea (e, ...,e,) C T,M una base ortonor-
mal positiva.

Escribamos ¢y, (p) = >_; aije;. Observar que det((a;;)) > 0 al estar ambas
bases orientadas positivamente. Ahora calculamos. Por un lado,

AV (p) (fur(P)s -+ Pun () = F(0) (P, A+ AN oy,) (Pus (), - -5 un (P) = [ ()
Por otro lado, usando la proposicién 1.3.25:
AV (p) (Pur (), -+ Pun () = AV (D) | D arjej, -y ) anje;
J J
)) dV(p)(er, ... en)
)
Conseguimos entonces que f(p) = det((a;;)) > 0. Seguimos calculando:

9ik(p) = (u; (P), Pu;,(P)) = <Z agje;, Zakr€r> = Zaijakj

que es el coeficiente (i, k) de la matriz A*A, donde A = (a;j). Por lo tanto

det((gij(p))) = det(A'A) = (det A)* = (f(p))?

= det((aij
= det((aij
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5.4 Orientacién de variedades con formas diferenciales y forma de volumen

de donde se deduce la expresion (5.3) tomando raiz cuadrada, ya que f(p) > 0.
Observar ahora que g;; son funciones diferenciables. En efecto, el producto
interno es diferenciable, y las funciones dy(e;) : U — R¥ g — dy,(e;) son
diferenciables por la diferenciabilidad de las derivadas parciales.
Esto prueba que dV| ) € Q"(p(U)), y como ¢ es una parametrizacién
arbitraria, concluimos que dV' € Q"(M). O

Para orientar una superficie, tenemos que es orientable si y sélo si existe un
campo de vectores normales a la superficie. La versién “dual” en algtin sentido de
esta proposicion serfa: una superficie es orientable si y s6lo si admite una 2-forma
que nunca se anula. Esto es geométricamente intuitivo.

Esta manera de verlo tiene dos ventajas. Por un lado, orientar a través
de un campo normal sélo sirve para variedades de codimensién 1, mientras que
con una n-forma orientaremos variedades de dimensién n arbitrarias. La segunda,
es que para obtener una normal usamos el espacio ambiente, mientras que con una
n-forma nos quedamos en la variedad y en sus espacios tangentes.

Proposicién 5.4.8. Una n-variedad M es orientable si y solo si existe w € Q" (M)
que nunca se anula (i.e. w(p) nunca es la forma multilineal nula).

Demostracion. (=) Fijando una orientacién, ya sabemos que existe la forma de
volumen dV € Q"(M ), que nunca se anula.

(<) Sea ¢ : U — M una parametrizacién. Sea v : V. — M otra parame-
trizacién con ¢(U) = (V). Quiero ver que es posible tomarla tal que el cambio de
coordenadas f = 1)~! o ¢ tenga jacobiano positivo para todo ¢ € U.

e(U) =v(V)
¥ P

Supongamos que
(w)=adzi A--- Ndxy,

" (w)
Y (w) =bdxy A+ Ndxy,
Pero ya sabemos que f*(*(w)) = (bo f) det df dz1 A - -+ A dxy, por lo tanto:
a=(bo f) det df
Como w nunca se anula, podemos decir que det df = % > ( eligiendo b adecuada-

mente. O]

Observacion 5.4.9. Si una n-variedad M estd orientada, podemos elegir w € Q"(M)
que nunca se anula, coherente con la orientacion de M. Decimos esto en el sentido
que si p € M, tenemos en T, M la orientacién inducida por las parametrizaciones
del atlas. Elegimos w nunca nula para que w(p) induzca la misma orientacién en
T,M.

Reciprocamente, si tenemos w € Q"(M) que nunca se anula, ésta induce
una orientacién en M descrita en la proposicion anterior.
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5.4 Orientacién de variedades con formas diferenciales y forma de volumen

Observacion 5.4.10. Algunos autores llaman forma de volumen a una forma w
como en la proposiciéon anterior. Es mas general, pero con menos carga geométrica
y no es unica.

A continuacién daremos una expresién explicita para la forma de longitud y la
forma de area.

Proposicién 5.4.11. Sea C C R* wuna variedad de dimension 1, T : C — RF el
campo tangente unitario que determina la orientacion de C. Entonces

ds(p)(v) =v-T(p)

para todo p € C, v € T,C.
En otras palabras, si T = (Th,...,Ty) entonces

ds =Tidxy + -+ Tg dxy

Demostracion. Seap € C'y sea {v} una base ortonormal positiva de 7,,C, tenemos
que probar que ds(p)(v) = 1. Al ser T' coherente con la orientacién de C, T'(p) tiene
el mismo sentido que v. Como ambos son unitarios, deducimos que v-T'(p) = 1. O

Lema 5.4.12. Se cumple que
Tids =dx Tods = dy Ts3ds =dz

Demostracion. Veamos la primera igualdad, las otras dos son andlogas. Recordemos
que ds(p)(v) = T(p) - v. En particular, ds(p)(T(p)) = 1; como {T'(p)} es base de
T,C concluimos que {ds(p)} es la base dual de {T'(p)} en (T,C)*. Usando la
segunda igualdad de la observacién 1.1.4,

dz(p) = dz(p)(T(p)) ds(p) = T1(p) ds(p)
lo cual termina la demostracién. O

Proposicién 5.4.13. Sea S C R? una superficie reqular orientada, N : S — R3
el campo normal unitario que determina la orientacion de S. Entonces

dA(p)(v,w) = N(p) - (v X w)

para todo p € S, v,w € T),S.
En otras palabras, si N = (N7, Na, N3) entonces

dA = Nidy N dz + Nadz A dx + Nadx A dy

Demostracién. Sea p € S. Sea {v, w} C T,,S una base ortonormal positiva. De esta
forma, N(p) = v x w. Por lo tanto N(p) - (v x w) = N(p) - N(p) = 1.
La reformulacién se deduce del ejemplo 1.3.23 que decia que

v X w = (dy Adz(v,w),dz A dz(v,w),dx A dy(v,w)) O]
Observacion 5.4.14. Recordemos que
N(p) - (v x w) = det(N(p), v, w)

se llama el producto mixto de N(p),v y w y mide el volumen (con signo) del
paralelepipedo generado por N(p),v y w.
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5.5 Derivada exterior en variedades

Lema 5.4.15. Se cumple que
NidA =dyNdz NodA =dz Ndx N3 dA =dz Ndy

Demostracion. Veamos la primera igualdad, las otras dos son andlogas. Tenemos
que

Ni(p) dA(p)(v, w) = (e1 - N(p)) dA(p) (v, w)
Ahora bien, para cualquier u € R3 se tiene que (u- N(p)) dA(p)(v,w) = u - v x w.
En efecto, al ser v x w paralelo a N(p) y al tener || N(p)|| = 1, se tiene:

vxw=((vxw)-N(p))N(p) = dA(p)(v, w) N(p)

Al hacer el producto escalar con u,

u- (v xw)=u-(dA(p)(v,w) N(p)) = dA(p)(v,w) (u- N(p))

Siguiendo pues con la cuenta,

Ni(p) dA(p) (v, w) = (e1 - N(p)) dA(p)(v,w) = e1 - (v X w) = dy A dz(p) (v, w)

lo cual termina la demostracion. O

5.5. Derivada exterior en variedades

Proposicién 5.5.1. Sea M una variedad de dimension n. Dadas dos parametri-
zaciones ¢ : U — M y1p: V. — M tales que o(U) = 1p(V), se tiene que

(") Todoy* = W*) todoy*

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

QF(p(U)) QM (p(U))
lw* (¢*)1T
v QM U) ———— ) )

V) ————— (V)

Demostracion. Sea f =11 o ¢ el cambio de coordenadas.

e(U) =v¢(V)
® %

U 7 V

Como ¥ o f = ¢, entonces f* o™ = ¢*. Por lo tanto:
dop*=do ffop* = ffodoy)*
Aplicamos (p*)~t = (f*oyp*)~L = (¥*) Lo (f*)7! a esta igualdad:
(") odow" = () o (f) o frodoy” = () odoy”
y la proposicién queda probada. O
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5.5 Derivada exterior en variedades

Para definir la derivada exterior en variedades, tiramos para atrds la forma
como el pull-back de una parametrizacién, derivamos, y volvemos a subir por la
parametrizacién: no depende de cudl escojamos por la proposicién anterior. De
esta manera usamos lo que sabemos de la derivada exterior en el espacio euclideo.
Observar que la propiedad d o f* = f* o d en el espacio euclideo es esencial para
poder hacer esta definicién.

Definicién 5.5.2. Sea M una variedad de dimensién n, w € Q¥(M),y ¢ : U — M
una parametrizaciéon. Definimos
def. *\—1 *
dwlo@y =" ((¢%)7 0odo ") (wlyw)

QF (p(U7)) - Bemeted L, O+ (1))

@*J( T(w*)l

OF(U) ———— QLT

deuclideo

La derivada exterior en variedades se apoya en la derivada exterior euclidea,
por lo tanto las siguientes propiedades de la derivada exterior en variedades se
deducen directamente de aquellas en el espacio euclideo.

Proposicion 5.5.3. Sean M y N wvariedades, f: M — N un mapa diferenciable,
w € QF(M). El operador d : Q" (M) — Q"+ (M) tiene las siguientes propiedades:

v dlaw+n) = adw+dn, Va € R (R-linealidad)

» dwAn) = (dw) An+ (—=1)Fw Adn

[ ] d2 = 0
= d(f*(w)) = f*(dw).
Observacion 5.5.4. = Tenemos que el operador 9 de variedades con borde

cumple 9% = 0, y el operador d de formas diferenciales en variedades cumple
d? = 0. Esto no es coincidencia, y esta dualidad entre 0 y d sale un poco més
a la luz con el teorema de Stokes.

= Se puede dar una caracterizacién de la derivada exterior, mediante el siguiente
teorema: existe una tinica sucesién de operadores d : Q" (M) — Q"+ (M),
r € N que satisface los primeros tres items de la proposicién anterior y que si
f € Q%M) entonces (df)(p)(v) = df,(v) (teorema 14.24 de [Lee]).
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Capitulo 6

Integracion de formas en
variedades

6.1. Integracion en H"

Recordemos que A C R™ es compacto si es cerrado y acotado, o equivalente-
mente, si todo cubrimiento abierto de A admite un subcubrimiento finito (teorema
de Heine-Borel).

Definicion 6.1.1. Sea f: A C H” — R una funcién, definimos su soporte como

sop f = {w € A: J() £ 0}

Observacion 6.1.2. El soporte de una funcién siempre es un conjunto cerrado.

Definicién 6.1.3. Sea U C H" abierto, w € Q"(U). Definimos el soporte de w
como

sop w = {p €U :w(p) # 0}

Observacion 6.1.4. Como podemos escribir de manera tnica w = adxy A - -+ A dx,,
entonces sop w = Sop a.

Definicion 6.1.5. Si sop w es compacto, definimos

/ def. /
w = a
U U

donde fU a es la integral de Riemann de n variables. En otras palabras,

/adml/\---/\dajndgf'/adwl---d:ﬂn
U U

Pedimos que el soporte de w sea compacto para que el soporte de a lo sea y la
integral fU a esté bien definida.’!

'Hay un problema técnico que estamos barriendo bajo la alfombra. No estd definida la integral
de una funcién (acotada) en un abierto cualquiera, precisamos que sea medible Jordan. Esto se
puede arreglar probando que dados K C U C H" donde U es abierto y K es compacto, entonces
existe un conjunto medible Jordan D tal que K C D C U. De esta forma, podemos definir
Jyw=[,w donde D es un conjunto medible Jordan tal que sopw C D C U, y se verifica que no
depende de la eleccién de D. Ver [Lee], capitulo 16 para mdas detalles.
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6.2 Integracion en un entorno coordenado

Observacion 6.1.6. Se deduce inmediatamente la linealidad de esta “nueva” integral.

“Nueva” porque por ahora no hemos hecho nada novedoso. Pero la siguiente pro-
piedad empieza a mostrar por qué dijimos que las formas eran buenos integrandos.

Proposicion 6.1.7. Sean U,V C H" abiertos, f : U — V un difeomorfismo,
w € Q"(V) con soporte compacto. Entonces

= Si f preserva la orientacion, entonces

fw=[ 1w

= St f invierte la orientacion, entonces

-

Demostracion. Podemos escribir de manera tnica w = ady; A---Adyn, a: V — R
diferenciable. Ya sabemos que

f*(w)=(aof)det df dey A--- A dxy,

de donde f*(w) también tiene soporte compacto. Usando el teorema de cambio de
variable:

/ w—/ adyy Ao A dyn = / ady - dyy =/(a0f)\det df | day - - day
U
Si f preserva orientacion, entonces |det df| = det df y la iltma integral es [;; f*(w).

Si f invierte orientacién, entonces |det df| = —det df y la ultima integral
es — [ [*(w). O

Esto nos muestra que las integrales de formas se transforman bien bajo
pull-backs, mientras que las de funciones no. No vale que fV a= fU ao f, su obvio
pull-back. Tiene que aparecer el factor |det df| que mide cémo f altera el volumen.
Las formas lo llevan incorporado.

jPor qué es tan importante esto? Bueno, para integrales en R"™ no hay
mayor problema con las funciones, uno pone ese determinante y asunto arreglado.
Sin embargo, las integrales de formas seran una herramienta potente en variedades,
donde no podremos hablar de determinante (al menos no antes de introducir la
teoria de formas diferenciales).

6.2. Integracion en un entorno coordenado

Antes de definir cémo integrar una forma en una variedad, vamos a definir
como integrarla en un cierto entorno coordenado. Luego utilizaremos particion de
la unidad para integrar en una variedad. En el caso de una variedad cubierta por
una sola parametrizacion, el segundo paso es innecesario (en la practica, por tanto,
generalmente sélo serd necesario este primer paso).
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6.2 Integracion en un entorno coordenado

Definicién 6.2.1. Diremos que una variedad M C R¥ es compacta si lo es como
subconjunto de R¥.

Definicién 6.2.2. Sea M una variedad con borde, w € QF(M). Definimos el
soporte de w como

sop w = {p € M :w(p) # 0}

Lema 6.2.3. Sean M, N wvariedades con borde, f : M — N un difeomorfismo y
w € OF(N). Entonces

sop f*(w) = ! (sop w)

En particular, si w tiene soporte compacto entonces f*(w) € QF(M) tiene soporte
compacto.

Demostracion. Sea ¢ € M. Como f es un difeomorfismo, entonces df; es un
isomorfismo, y por lo tanto (dfy)* lo es también. Entonces

[rw)a) = (dfg)"(w(f(9) =0 <= w(f(g)=0
Esto prueba que
f{geM: f*(w)(q) =0}) ={p €N :w(p) =0}
de donde se deduce la tesis. ]

En particular, si ¢ : U — M es una parametrizacién, entonces
-1
sop " (w) = ¢~ (sopwl (1))

luego si w € QF(M) tiene soporte compacto, entonces *(w) € QF(U) también lo
tiene.

Proposicion 6.2.4. Sea M una variedad con borde de dimensionn orientada y w €
Q"(M) de soporte compacto. Si o : U — M y 1 :V — M son parametrizaciones
compatibles con la orientacion de M tales que sop w C o(U) = ¢ (V') entonces

zgmwzﬁww>

Demostracion. Sabemos de la existencia de ambas integrales por el ejercicio anterior.
Sea f: U — V el cambio de coordenadas, f =1~ o ¢, por lo tanto 1 o f = ¢.

e(U) =v(V)
¥ P

U 7 |4

Como ¢ y ¥ son difeomorfismos que preservan la orientacion, entonces por compo-
sicion f es un difeomorfismo que preserva la orientacién. Aplicando el teorema de
cambio de variable para formas (la proposicién 6.1.7) a la forma ¢*(w) y a f,

Léwwzﬂﬁwmmzﬁwwmmzéww> =
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6.3 Integracion en una variedad compacta

Figura 6.1: Una particién de la unidad de S* por cuatro funciones: S! fue desenro-
llado sobre la linea de abajo, y la linea punteada superior representa la suma de
las funciones.

Gracias a esta proposicién, podemos hacer la siguiente

Definicion 6.2.5. Sea M una variedad de dimensién n con borde orientada,
¢ : U — M una parametrizacién compatible con la orientacién de M, w € Q"(M)
tal que su soporte es compacto y cumple sop w C ¢(U). Definimos

/szsto*«u)

Observacion 6.2.6. Vemos finalmente el interés de las formas diferenciales. Como
los difeomorfismos (las parametrizaciones) van del espacio euclideo en la variedad,
no podemos hablar de determinante (como haciamos con un difeomorfismo en el
espacio euclideo, ahorrdndonos por ejemplo en Célculo II a través del teorema de
cambio de variable de tener que hablar de formas diferenciales). Por lo tanto las
formas nos permiten integrar en variedades: le podemos dar sentido a la expresién
J3; w definiéndola como [;; ¢*(w).

Observacion 6.2.7. De la linealidad tanto de ¢* como de la integral de formas en
H™, se deduce la linealidad de la integral de formas en un entorno coordenado.

6.3. Integracién en una variedad compacta

Ahora consideraremos que M es compacta (de manera que automaticamente
toda forma en M tiene soporte compacto), y no pediremos que w € Q"(M) tenga
su soporte contenido en algin entorno coordenado.

Definicién 6.3.1. Sea A C R". Decimos que U = {U;}icr es un cubrimiento
abierto de A si U; C A son abiertos relativos de A tales que A = J;c; Us.

Definicién 6.3.2. Sea A C R" compacto y U = {Uj,...,U,} un cubrimiento
abierto de A. Una particion de la unidad (finita) de A subordinada a U es una
familia de funciones diferenciables {p; : M — [0,1] : 4 =1,...,7} que verifican:

= sop p; CU; paratodot=1,...,7,
» Yo pi=1,esdecir Y, pi(x) =1 para todo z € M.
(ver figura 6.1).
Teorema de particion de la unidad. Sea M una variedad compacta con borde

y sead = {Uy,...,U.} un cubrimiento abierto de M. Entonces siempre existe una
particion de la unidad de M subordinada a U.
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6.3 Integracion en una variedad compacta

Observacién 6.3.3. Como M es compacta, podemos tomar una particién de la
unidad finita. Ver [Spi] para un enunciado més general del teorema donde no se
requiere que M sea compacta, pero posiblemente se precisan infinitas funciones p;.
No nos aporta mucho més, pues nosotros lo utilizaremos para variedades compactas.

Definiciéon 6.3.4. Sea M una variedad de dimensién n compacta con bor-
de orientada, w € Q"(M). Al ser M compacta existe un atlas finito
A=A{p1,...,0r 1 ;i : Uy = M} compatible con la orientacién de M. Tenemos
M= Sol(Ul) Uu---u (PT(UT)'

Sea {p1, ..., pr} una particién de la unidad subordinada a {p1(U1),...,¢-(U)}.
Tenemos entonces que

w= Z piw
(]

con pw € Q"(M) tal que sop (piw) C sop (p;) C ¢i(U;), para todo i = 1,...,7.

Podemos entonces definir .
w = piw
I

Proposiciéon 6.3.5. La definicion anterior tiene sentido, es decir, no depende de
la eleccion del atlas ni de la particion de la unidad.

Demostracion. Sea A = {1,...,¥m 19 : V; = M} otro atlas finito compatible
con la orientacién de M. Sea {u1, ..., fm} una particién de la unidad subordinada
a{v1(V1),...,9¥m(Vin)}. Tenemos que ver que

r m
X =2 e

Hagamos la cuenta. Por un lado:

m
o= [ {Sou| o=
M M\j=1 j

m

/ Hjpiw
M

T ™ m
;/M piw = ZZ/M 1piw

i=1 j=1

=1

Sumamos en i:

Misma cuenta con el otro término:

T T
//Jjw_/ (Zm) Mjw_Z/ Piftjw
M M\ ;=1 i=17M

Sumamos en j y permutamos las sumas:

g;/Mﬂjw: f:ZT:/]\/)ZWW = ii/}wﬂjﬂiw

j=1i=1 i=1 j=1

y la proposicién queda demostrada. O

93



6.3 Integracion en una variedad compacta

Observacion 6.3.6. Gracias a la linealidad de la integral en un entorno coordenado
deducimos la linealidad de esta integral general, y observamos que si el soporte
de la forma esta contenido en un entorno coordenado, entonces la integral de la
seccién 6.2 y ésta coinciden.

Tenemos finalmente bien definido lo que es integrar una forma en una variedad.
Ya vimos que las formas en el espacio euclideo se transforman bien bajo pull-backs
por difeomorfismos, lo cual es esencialmente el teorema de cambio de variable.
Probemos el analogo arriba, en las variedades.

Proposicion 6.3.7. Sean M y N variedades de dimension n compactas con borde
orientadas. Si f : M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion y

w € Q"(N), entonces
| rw =

Demostracion. Supongamos primero que existe una parametrizacion ¢ : V. — N
compatible con la orientacién tal que sop(w) C (V).

M—L.N

o

V

Observar que f~' o4 : V — M es una parametrizacién de M compatible con
la orientacion, luego

| rw=[urewrwre@ = [Gortowe= [ vew= [«

Hagamos ahora el caso general. Sea {¢1,...,%, : ¢; : V; = N} un atlas
compatible con la orientacién de N. Sea {p1, ..., p,} una particién de la unidad
subordinada a {¢1(V1),...,%,(V;)}. Entonces sop(p;w) C ¢;(V;) para todo 4, luego
utilizando lo recién demostrado:

/W—Z/PzW—Z/f piw) Z/ (pio f)f /f

pues las funciones p;o f : M — [0, 1] forman una particién de la unidad subordinada
a{(f~ o)Vi),..., (f7 o) (Vi)}, yaque 3oi(pio f) =1y
sop(pi o f) = [~ (sop pi) C f~H(wi(V7) O

Ejercicio 6.3.8. En las hipdtesis de la proposicion anterior, probar que si f invierte
orientacién entonces [, f*(w) = — [y w.

Proposiciéon 6.3.9. Sea M una variedad de dimension n compacta con borde
orientada, w € Q" (M). Entonces

L= b
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6.4 Integracion de funciones en variedades

Demostracion. Supongamos que existe ¢ : U — M una parametrizacién compatible
con la orientacién de M tal que sop w C ¢(U). Orientemos H" al revés: sea
h:R™ — R" tal que h(z1,73...,2,) = (—21,22...,2,). Definimos —U = h~1(U)
y —p = @ o h. Tenemos entonces —p : —U — —M una parametrizacién de —M
compatible con su orientacién.

[ o [ o= [ wenr=[ rosw
- [ o

En general, sea A = {¢1,...,¢r : ¢; : Uy — M} un atlas compatible con
la orientacién de M y {p1,...,pr} una particién de la unidad subordinada a
{e1(U1),...,¢.(U,)}. Entonces, usando lo recién demostrado:

dif._r .:r_ ‘:T  def.
Kt WEED SICY S D oF BTty I

6.4. Integracion de funciones en variedades

Ya habiamos adelantado que la forma de volumen nos permitiria integrar
funciones en variedades:

Definiciéon 6.4.1. Sea M una variedad de dimensién n compacta con borde
orientada, dV € Q"(M) la forma de volumen. Si f : M — R es una funcién

diferenciable, definimos
/ £ / fav
M M

Observacion 6.4.2. Hay que entender bien qué esta pasando. dV es una n-forma,
f es una O-forma, por lo tanto f AdV = fdV € Q"(M), de donde tenemos
perfectamente definida la integral del miembro derecho.

Esto es novedoso para variedades de codimensién mayor que 0. Para una n-
variedad M de codimensién 0 esto no nos dice nada nuevo, porque ya sabemos
integrar funciones en R™. Como todo estd bien definido, la integral de fdV en
M es igual a la integral de Riemann de f en M, porque dV =dzi A--- Adxy, y

tenemos que
/fdvz/fdxlA...Adxndéf'/fdxl.--dxn
M M M

En el caso particular en el que n = 1, o sea M C R, nos queda la inte-
gral de Riemann usual, donde la forma de volumen es dt € Q!(M) tal que
dt(x) =id : R — R.

6.5. Volumenes de variedades

Definiciéon 6.5.1. Sea M una variedad de dimensién n compacta con borde
orientada, dV € Q"(M) la forma de volumen. Definimos el volumen de M como

vol (M) = /M av
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6.5 Volimenes de variedades

Area de una superficie

En el caso de una superficie regular con borde S C R3, llamamos drea a su
volumen, que es entonces

area (S) = / dA
S

Proposicién 6.5.2. Sea S C R3 una superficie reqular compacta orientada con
borde cubierta por una parametrizacion compatible ¢ : U — o(U) = S. Entonces

P (dA) = ||pu X @yl du A dv (6.1)
y en particular

area () = / low X ool dudv (6.2)
U

Demostracion. Tenemos que ¢*(dA) = adu A dv, para a : U — R una funcién
diferenciable que determinaremos.

¢*(dA)(q)(e1, e2) = a(q) (du A dv)(e1, e2) = a(q)

Por otro lado calculamos

@ (dA)(q)(e1,e2) = dA(p(q))(dpg(er), dpg(e2)) = N(e(q)) - eula) X u(q)

Pula) X pu(9)
= ~ou(@) X po(@) = llpula) x @u(d)
leula) x eul@)ll ™" : ' ’
Tenemos entonces que a = ||¢y, X @y, y tenemos entonces

©*(dA) = |lou X @yl du A dv

El area de una superficie se calcula entonces asi:

area (S):/dA:/cp*(dA):/ low X ool du A dv
s U U

def.
= / lpu X @l dudv O
U

Ver [dC] §2.8 para una interpretacién geométrica de la férmula 6.2.

Longitud de una curva

En el caso de una variedad C' de dimensiéon 1, llamamos longitud a su volumen,
que es entonces

long (C) = /C ds

Proposicién 6.5.3. Sea C C R* una variedad de dimension 1 compacta conexa
orientada con borde cubierta por una parametrizacion compatible con la orientacion
a:[a,b] = C. Entonces

a*(ds) = ||| dt (6.3)

y en particular

b
long (€)= [ /(0] dt (6.4)
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6.6 Integracion en superficies

Demostracion. Sea T : C — RF el campo unitario tangente compatible con la

orientaciéon. Observar que T'(«(t)) = HZ:% para todo t. Por lo tanto

a’(ds)(t)(v) = ds(a(t))(dai(v)) = ds(a(t))(e'(t) v)

' ) o'(t) o v
«Q (t) v Ha/(t)H - H (t)”
= [o’(®)] dt(v)

donde dt es la forma definida en la observacién 6.4.2. Tenemos pues
a*(ds) = ||/|| dt de donde se deduce que

b
long (C):/ds:/ a*(ds):/ ||o/|dt:/ o/ (#)]] dt 0
C [a,b] [a,b] a

6.6. Integracion en superficies

Sea S C R3 una superficie regular compacta con borde orientada y
¢ : U — S = ¢(U) una parametrizaciéon de S que cubre toda la superficie y
es compatible con su orientacién. Consigamos algunas féormulas explicitas para el
célculo.

Integracion de campos escalares en superficies

Sea f:S — R un campo escalar en S, entonces

Af%féjmzlywwﬂzéwumwwm
= [(oolexpilldunds

def.
<[ (Foelllenx ildudo

Integracion de 2-formas en superficies

Sea w € Q?(R?) y la restringimos a S. Si w = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy
y definimos el campo vectorial F = (a,b,c) : S — R3, entonces

[o=[ew
S U
- /U ((ao ©) ™ (dy Adz) + (bo @) @*(dz Adx) + (cop) p*(dx A dy))

Si p*(dy A dz) = fdu A dv para cierta f : U — R, entonces por un lado tenemos
que
©*(dy ANdz)(q)(e1, e2) = f(q) (du A dv)(e1, e2) = f(q)

y por otro lado, conseguimos que

" (dyndz)(q)(e1,e2) = (dyndz)(p(q))(dpg(e1), dpg(e2)) = (dyndz)(pu(q), pu(q))
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6.6 Integracion en superficies

de donde
©*(dy N dz) = (dy N dz)(pu, o) du A dv (6.5)

Conseguimos férmulas andlogas para ¢*(dzAdx) y ¢*(dxAdy), de donde concluimos
gracias al ejemplo 1.3.23 que

/S w= /U (Fog. ((y A d2)(pur o). (dz A de)(9u p0). (d A dy) (gun00) ) ) du A do

:/U<Fo<p,<pu X gov>dudv

Integracion de campos vectoriales en superficies

Algo que no sabemos hacer atin es integrar un campo vectorial F : § — R3.
Si N : S — R3 es el campo normal unitario compatible con la orientacién de S,
entonces lo que haremos serd integrar en S la funcién F' - N. Esto tiene un sentido
fisico, lo cual justifica el nombre que le daremos, flujo.

Definicién 6.6.1. Sea I : S — R3 un campo vectorial. Definimos el flujo de F a

través de S mediante
/Fdéf'/F-Ndéf'/F-NdA
S S S

Observacion 6.6.2. Hay que asegurarse de entender bien qué significa cada miembro.
A la izquierda, estamos definiendo lo que es integrar un campo vectorial en una
superficie, algo que no sabemos hacer. Al medio, definimos integrar ese campo
vectorial como integrar su producto escalar con N, lo cual nos da una funcién
diferenciable, que sabemos integrar. Es por definicién el miembro de la derecha:
integrar la forma F' - N dA.

Veamos explicitamente cémo integrar un campo vectorial. Escribamos F =
(FlaF27F3) y N = (N17N27N3)'

/F def. /F-NdA:/(F1N1+F2N2+F3N3)dA
S S S
= /(F1N1 dA + F5 Ny dA+F3N3dA)
S

Recordemos el lema 5.4.15,
Ni1dA =dy Ndz NodA =dz Ndx N3dA =dx ANdy

por lo tanto usando la ecuacién (6.5) y sus expresiones andlogas, conseguimos que

/F:/(Fldy/\dz—i—dez/\dx—i-nga:/\dy)
s S
:/go*(Fldy/\dz+F2dz/\dac+F3dx/\dy)
U
:/ ((Fiog) ¢ (dy A dz) + (Fyo ¢) " (d= A da) + (Fs 0 ) " (dz A dy))
U

:/U<(Fogo),gou X <pv> du dv
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6.7 Integracion en curvas

Esto encaja perfectamente con el paragrafo anterior. Tenemos entonces:

fr-f
S S

donde w% se define como en la seccién 2.5.

6.7. Integracién en curvas

Sea C' C R? una variedad de dimensién 1 compacta conexa orientada con borde,
parametrizada por « : [a,b] — C compatible con su orientacién.

Integracion de campos escalares en curvas

Sea f: C' — R un campo escalar en C, entonces:

L [ ras- /[a’b] o (f ds) = /[aﬁb](foa) o/t = | " (Fla®) /(1) de

Integracion de 1-formas en curvas

Sea w € QYR3) y la restringimos a C. Si w = adzx + bdy + cdz,
a(t) = (x(t),y(t), z(t)) y definimos el campo vectorial F = (a,b,c) : S — R3,

entonces
/w:/ a*(w)
C [a,b]

= /[ ; a*(adr +bdy + cdz)
= /[ ) ((a0a)a*(de) + (boa) a*(dy) + (coa) a*(d2))

Si a*(dz) = f dt entonces por un lado o*(dz)(t)(1) = f(¢), y por otro lado
a*(dz)(t)(1) = dz(a(t))(doe(1)) = du(a(t)) = 2'(¢)

de donde
a*(dz) = o' dt (6.6)

Andlogamente o*(dy) = ' dt y a*(dz) = 2’ dt, y por lo tanto

/Cw:/[a’b]<(Foa),a’> dt:/ab<F(a(t)),a’(t)>dt

Integracion de campos vectoriales en curvas

Como en superficies, no sabemos ain integrar campos vectoriales en curvas.
Definimos 7' : C — R? el campo unitario tangente compatible con la orientacién
de C, y lo que haremos sera integrar el campo escalar F'-T. Esto también tiene un
sentido fisico que justifica su nombre, circulacion.
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6.8 Teorema de Stokes

Definicién 6.7.1. Sea F : C — R? un campo vectorial. Definimos la circulacion
de F' a lo largo de C mediante

/Fdéf'/F-Td%f'/F-Tds
C C C

/F def- /F-Tds:/(F1T1+F2T2+F3T3)ds
C C C

por lo tanto:

= /(F1T1d8+F2T2dS+F3T3d8)
C

Recordemos que Ty ds = dr  Tods = dy Tsds = dz (lema 5.4.12), por lo
tanto usando la expresién (6.6) y sus expresiones andlogas, conseguimos que

C C

= / a*(FleL‘+F2 dy + F3 dZ)
[a,b]

- /[ ’ <(F1 oa)a*(dz) 4+ (Fy o ) a*(dy) + (F3 0 ) a*(dz))

_ /W ((Foa),a’)di

De nuevo, esto encaja perfectamente con el paragrafo anterior. Tenemos enton-

ces:
[r-1
C C

donde wll; se define como en la seccion 2.5.

6.8. Teorema de Stokes

Con toda la maquinaria que hemos desarrollado, podemos expresar el teorema

de Stokes casi sin palabras:
/ dw = / w
M oM

Tenemos definido lo que es una variedad y su orientacién, el borde de una variedad
y su orientacion, la integral de una forma diferencial en una variedad y la derivada
exterior de una forma en una variedad: todo estd listo. Ademads, en la practica el
teorema es interesante leerlo de izquierda a derecha o de derecha a izquierda.

Teorema de Stokes. Sea M una variedad de dimension n compacta con borde
orientada, w € Q" Y(M). Consideremos OM orientado con la orientacion borde

inducida por M. Entonces:
/ dw :/ w
M oM

Observacion 6.8.1. Si OM = () entonces definimos faMw =0, y el teorema también
se aplica.
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6.8 Teorema de Stokes

Demostracion. Los operadores fM, de faM son lineales, por lo tanto podemos
asumir que w es tal que sop w C ¢(U), donde ¢ : U — M es una parametrizacion
compatible con la orientaciéon de M y U C H" es un abierto.

Supongamos primero que U es un abierto de R™. Como U NoH" = (),
entonces p(U) NOM = (), y por lo tanto

/de=/U<p*(dw):/Ud(<p*(w)) /8Mw=0

Queremos ver entonces que la integral de la izquierda es 0. Sea v = ¢*(w) €
Q"~1(U), por lo tanto se escribe de manera tinica como

v= (1) fidwy A Adzi Ao A da,
=1

donde dx; significa que el término fue omitido y f; : U — R son funciones
diferenciables. El factor (—1)*~! se introduce por conveniencia, pues ahora tenemos:

dyz< afi)dazl/\---/\dxn

o0x;
i=1 ¢

Como dv € Q"(U), podemos integrarla:

/ndV:Z/naj;da:l---dxn
i=1

usando la linealidad de la integral. Por comodidad escribimos la integral sobre R"
y no sobre U C R", valiendo 0 alli donde no estéd definida. Ahora podemos usar el
teorema de Fubini (o de integrales iteradas) para integrar en el orden que deseemos,
asi que para cada i, integremos primero el término i-ésimo con respecto a x;:

n +ooaf _
/n 4 ;/I‘Rn—1</oo 8$7, a;) X1 Xr €T

Estamos tomando la integral fj;o guf: z dz; sobre (—oo,+00), pero como v tiene
soporte compacto entonces una primitiva del integrando se anula fuera de un

intervalo suficientemente grande. Aplicando la regla de Barrow, obtenemos

+o0 .
/ 8fz dl’i =0

—00 8351

Esto vale para todo i = 1,...,n, de donde:

O:/ dl/:/dw
n M

que es lo que queriamos probar.
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6.8 Teorema de Stokes

Supongamos ahora que U es un abierto de H". Teniamos la expre-

sién
B dfi
/de—/nd E /n(‘)azz < odxy,

El mismo razonamiento hecho recién vale ahora para todas las variables x1, ..., xp_1,
pues alli H" es igual a R": se anulan todos los sumandos salvo el ultimo. Tenemos
entonces:

+00
/ dv = Ofn dry---dx, = / (/ Ofn dxn) dri - drn—1
n R™ 8 Rn—1 0 aﬂfn

Como v tiene soporte compacto, f, se anula si x,, estd fuera de un intervalo de la
forma (0, a) para un a suficientemente grande, pero aunque fy,(z1,...,2n—1,a) =0,
tenemos que f,(x1,...,2y-1,0) # 0: es aqui donde cambia el razonamiento con
respecto al caso anterior (16gico, pues en este caso |, am @ 7 0). Aplicando el teorema
fundamental del cdlculo como antes, obtenemos:

M Rn—1 0 8.’Ijn

= / 1_f”(xlw"axn—lao)dxl"'dxn—l
Rn—

Calculemos por otro lado [;,,w. Como v = ¢*(w),

oM (9]1-]1”

pero ya vimos que

n

v=3 (-1 fidey Ao Adg A Aday,
=1

y en este caso, como x, = 0 en JH", entonces dx, = 0 en JH", luego en JH" sélo
sobrevive el dltimo sumando. Integramos, entonces:

/ w:/ I/:/ (—1)nilfn(l’1,...,l‘n_1,0) dry - dTn_1
oM OH™ OH"™

Ya sabemos que si orientamos OH" ~ R"~! como borde de H", esta orientacién
es la misma que la usual de R”~! cuando n es par, y es la opuesta cuando n es
impar, de donde:

/ w = (—1)”/ (—l)n_lfn(lbl,...,l'nfl,()) dry - drn,—1
oM Rn—1

pero (—1)*(—=1)""! = —1, por lo tanto

/ w:/dw
oM M

concluyendo la demostracion. O
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6.8 Teorema de Stokes

Leyéndolo de izquierda a derecha, tenemos:

Corolario 6.8.2. Si M es una n-variedad compacta sin borde orientada y w €
Q"(M) es exacta, entonces
/ w=20
M

Observacion 6.8.3. El reciproco también vale: si w es tal que que wa = 0 para
toda m-variedad M compacta sin borde, entonces w es exacta. Esto no es sencillo
de probar: se deduce del teorema de de Rham, que pertenece a una teoria més
avanzada de la que aqui tratamos. Ver [ST]. Observar sin embargo que si lo hemos
demostrado para 1-formas y curvas (teorema 3.2.1).

Leyéndolo de derecha a izquierda, tenemos:

Corolario 6.8.4. Si M es una n-variedad compacta con borde orientada y
w € O Y(M) es cerrada, entonces:

/ w=20
oM

Observacion 6.8.5. El teorema de Stokes también se aplica a “variedades con
aristas” (cf. [Spi]) o “variedades con singularidades” (cf. [Ivo], §10.6): por ejemplo,
un cilindro de altura finita (con las tapas) o un cuadrado en R? no son variedades
con borde como nosotros las definimos, pero igual podemos aplicar el teorema de
Stokes.

Una de las hipétesis del teorema de Stokes es la compacidad de la variedad.
Veamos que no podemos ignorarla:

Contraejemplo 6.8.6. Sea M la variedad de dimensién 2 sin borde
M = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}, orientada con la orientacién usual de R2
Est4 acotada, pero no es cerrada, luego no es compacta. Definimos w € Q' (M)
mediante w = —y dx + z dy, entonces tiene soporte compacto. Si integramos dw
sobre M obtenemos 27, pero si integramos w sobre M = () nos da 0. Luego el
teorema de Stokes no se aplica.

Hagamos un ejemplo en detalle.

Ejemplo 6.8.7. Sea w € Q?(R3) cerrada y sea F su campo asociado. Sabiendo que
F' cumple

F(z,y,0) = (V1+a?+y?cosz,e”,y—1)
F(z,y,1) = (V14 22+ y? coszx,e”,0)
2

calcular su flujo a través de la superficie cilindrica S = {(z,y,2) € R3 : 22 +¢? =
1,0 < z < 1} orientada con la normal entrante.

S6lo podemos manejar la informaciéon que tenemos mediante el teorema
de Stokes. Sea M el cilindro relleno orientado con la orientacién usual de R3, A el
circulo inferior, B el circulo superior. Entonces:

(OM,borde de M) = (S5,saliente) U (B,saliente) U (A, saliente)
= —-SUBUA
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6.8 Teorema de Stokes

Aplicamos el teorema de Stokes: como w es cerrada,

0—/dw—/divF—/ F+/F+/F
M M -8 A B
|F=[F+[F
S A B

Parametrizamos A por ¢ : U = (0,1) x (0,27) — A, ¢(r,0) = (rcosf,rsenb,0).
Tenemos que @, X pg(r,0) = (0,0,7): es la normal entrante, por lo tanto ¢ invierte
la orientacion.

AF::_LF@mmy%xw:—L@wm—nr

2 1
= —/ dH/ (rsenf —r)dr=m
0 0

Parametrizamos B con ¢ : U — B, ¢(r,0) = (rcos@,rsen@, 1). De nuevo, ¢, X pg =
(0,0,7), pero en este caso es la normal saliente: ¢ preserva la orientacién. Entonces:

LFzéﬂww»wxw=o

Concluimos entonces que
/ w= / F = / F=m
S S A

6.8.1. Los teoremas clasicos

Por lo tanto:

Observacién 6.8.8. Uno podria ver el teorema fundamental del cdlculo como un
caso particular del teorema general de Stokes, y demostrarlo a partir de éste. Pero
estarfamos cayendo en un circulo vicioso, porque recién demostramos el teorema
de Stokes a partir del teorema fundamental del calculo...

Teorema del gradiente. Sea C C R? una variedad de dimension 1 compacta
con borde tal que existe a : [a,b] — C una parametrizacion compatible con la
orientacion de C y sea f: C' — R diferenciable. Entonces

lLﬂ:a@—a@

0, en su notacion mdas cldsica:

/Vf-Tds:a(b)—a(a)
C

Demostracion. Basta observar que 0C = {a(a), a(b)} (una variedad de dimensién
0), tener cuidado con la orientacién del borde y aplicar el teorema de Stokes. []

Teorema de Green. Sea U C R? compacto, F = (a,b) : U — R un campo

escalar, entonces
b
7{ adx—f—bdy:// <3_3a> dx dy
ou v\dz Oy
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6.8 Teorema de Stokes

Demostracion. Basta observar que d(adx 4+ bdy) = % — g—z y aplicar el teorema

de Stokes. O

Teorema de Stokes clédsico. Sea S C R3 una superficie compacta con borde
orientada, F : S — R3 un campo vectorial, N : S — R? el campo normal unitario
compatible con la orientacion de S. Entonces

/F:/rotF
oS S

0, en su notacion mds cldsica, si 05 = C':

/F-Tds:/rotF-NdA
C S

Jroor=[wtyp=[ak=[ vk [ .
S S S oS oS

Observacion 6.8.9. Esto parece muy trivial pero no lo es tanto: hay que asegurarse
de comprender cada paso. El primer paso es usar que |, gX = | S wgo probado en
la seccion 6.6. El segundo es que wfot P dwll;: esto lo vimos en la observacién
2.5.4. Luego aplicamos el teorema de Stokes generalizado. Y finalmente usamos

que fC Y = fC u)}l,, probado en la seccién 6.7

Demostracion.

Teorema de la divergencia de Gauss. Sea M C R? una variedad compacta
orientada de dimension 3 con borde, F: M — R3 un campo vectorial. Entonces

/ F:/divF
oM M

0, en su notacion mds cldsica, si OM = S

/F-NdA:/// div F

S M

Demostracion.
/divF:/wgivF:/dw%:/ w%:/ F O
M M M oM oM

6.8.2. Interpretacion fisica de los operadores clasicos
Gradiente

Sabemos de Calculo II que el gradiente de un campo escalar es un campo
vectorial que apunta en la direccién de mayor crecimiento del campo escalar.
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6.8 Teorema de Stokes

Rotacional

Sea p € R3, € > 0, N un campo normal fijo y D, = D(p) el disco perpendicular
a N(p), orientado por N (normal saliente). Sea F : D, — R3. Tenemos el teorema
de Stokes clasico:
/ rot F'- NdA = F-Tds
e 0D
Aplicamos el teorema del valor medio para integrales y obtenemos, si p. € D.:

/ rot F'- NdA = (rot F'- N)(p.) area (D)

€

Lo juntamos con el teorema de Stokes cldsico y tenemos:
/ F-Tds= (rot F-N)(p)érea (D)
0D
Si hacemos tender € a 0,

(rot F'- N)(p) = l% area (D.) o, F-Tds
Por lo tanto el rotacional de un campo vectorial en un punto es la circulacién
por unidad de area. Si F' es el flujo de un fluido y el rotacional es nulo, F' es
irrotacional, no tiene remolinos. Por ejemplo, si coloco en el fluido una pequena
rueda con aspas se mueve con el fluido, pero no rota alrededor de su eje. Cuidado,
porque el drenado de un fluido en una pileta es irrotacional aunque dé vueltas.

Divergencia

Sea p € R?, ¢ > 0, M. = B.(p), orientada con la orientacién de R3. Sea
F : M, — R3. Tenemos el teorema de Gauss:

// div F' = F-NdA
M, M.

Aplicamos el teorema del valor medio para integrales y obtenemos, si p. € M.

/ / /Me div F' = (div F)(pe) vol (M)

Lo juntamos con el teorema de Gauss y tenemos:

1
v F')(pe) = ——————= F-NdA
(le )(p ) VOl (Me) oM. d

Si hacemos tender € a 0,

1
div F =1lim ——— F-NdA
( a )(p) 61_I>I(1) vol (Me) OM.
Por lo tanto la divergencia de un campo vectorial en un punto es el flujo por
unidad de volumen. Si F' es el campo de velocidad de un gas (o un fluido), la

divergencia nos da la tasa de expansién por unidad de volumen.
Si la divergencia es positiva, el gas se expande. Si la divergencia es nega-

tiva, el gas se comprime. Si la divergencia es nula, el gas es incompresible. En este
caso decimos que el campo F' es solenoidal.
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6.9 Homotopia

6.9. Homotopia

Recordemos que queriamos demostrar que integrar la forma de angulo en
cualquier curva cerrada que rodea al origen siempre da 27, siempre y cuando se
recorra la curva una sola vez. Formalizando un poco: el truco esta en que la forma
de dngulo es cerrada en R?\ {(0,0)}; que si dos curvas cerradas rodean el origen,
entonces son homotdpicas; y que ya vimos que la integral de la forma de dngulo
en una curva cerrada que rodea el origen da 27w. Hagamos el trabajo directamente
para curvas en variedades.

Definicion 6.9.1. Sea M una variedad con borde. Dos curvas cerradas «,7y :
St — M son homotdpicas si existe un mapa F : St x [0,1] — M diferenciable tal
que:

F(z,0) = a(z) Vet
F(z,1) = ~(z) VzeS!

Podemos pensar el segundo pardametro como el tiempo, por lo tanto dos curvas son
homotépicas si es posible deformar diferenciablemente la una en la otra sin salirse
de M.

Esta definicién es enteramente andloga a la de curvas homotdpicas en el espacio
euclideo; sin embargo no estd de mas reiterarla.

Lema 6.9.2. Sean M y N wvariedades, M sin borde y N con borde. Entonces
M x N es una variedad con borde tal que dim (M x N) = dim M +dim N, y
(M x N)=M x ON.

Demostracion. Tomemos ¢ : U C R* - My ¢ : V C H" — N parame-
trizaciones. Tenemos que U x V C R"™ x H™ ~ H"™™ es abierto. Tomamos
px:UxV — M x N definida como

(o x ) (u,v) = (p(u), ¥ (v))

y es una parametrizaciéon de M x N, luego M x N es una variedad con borde de
dimensién n + m. Ademas:

(M x N) =
= {(p1,p2) € M X N : (p1,p2) = (¢ X ¥)(q1,42), (1, q2) € (U x V) NOH" "™}

= {(p1,p2) € M x N : (p1,p2) = (¢ x¥)(q1,42), 01 € U, q2 € (VN OH™)}
= M xON O

Observar que si M, N son variedades orientadas, entonces M x N adquiere una
orientacién natural (ver [GP], p. 97 para més detalles).

Corolario 6.9.3. Sea M una variedad orientada. Si N = [0, 1] y consideramos en
M x {0} y M x {1} las orientaciones inducidas como borde de M x [0,1], entonces
el difeomorfismo F : M x {0} — M x {1} definido por F(z,0) = (x,1) invierte
orientacion.
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6.9 Homotopia

Demostracion. Esto es cierto si dF), : T,(M x {0}) — Tpgy(M x {1}) invierte
orientacién para todo p € M x {0}. Pero dF), actiia como la identidad, y T,M
estd orientado al revés en el codominio que en el dominio (se ve geométricamente),
por lo tanto dFj, invierte orientacion. ]

Observacion 6.9.4. El producto de variedades con borde no tiene por qué ser una
variedad con borde. Por ejemplo, [0,1]2> € R? no lo es, y es producto de variedades
con borde.

Proposicién 6.9.5. Sea M una variedad, o,y : S* — M dos curvas cerradas
diferenciables y homotdpicas. Si w € QY (M) es cerrada, entonces

fe= 1

Demostracién. Como a y vy son homotépicas, existe F : St x [0,1] — M diferen-
ciable tal que

F(z,0) = a(z) Vet
F(z,1) = ~(z) VoeeS!

Usamos el hecho de que dw = 0, el teorema de Stokes y el corolario anterior:

0= F*(dw) :/ d(F*w) :—/ F*(w) —i—/ F*(w) :—/w—i—/w
S1x[0,1] S1x[0,1] S1x{0} SUx{1} a .
O

Ejemplo 6.9.6. La integral de linea de la forma de dngulo w € Q'(R?\ {(0,0)}) da
27 sobre cualquier curva cerrada que rodea al origen (recorrida una vez), pues ya
vimos que esto valia para S' (ejemplo 3.2.4) y cualquier otra curva cerrada que
rodee el origen (y se recorra una vez) es homotépica a S?.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema enunciado en la seccion

2.6:

Teorema 6.9.7. Si U C R? es un abierto simplemente conexo, entonces toda
1-forma cerrada w € QY (U) es ezacta.

Demostracion. Sea w € QY(U) cerrada. Si a es una curva cerrada en U, entonces

J. w =0, pues U es simplemente conexo y por la proposicién anterior. Pero esto es
(6

equivalente con que w sea exacta, gracias al teorema 3.2.1. 0
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Parte 11

Geometria diferencial de curvas
y superficies



Capitulo 1

Geometria diferencial de curvas

1.1. Definiciéon y ejemplos

Vamos a desarrollar nuestra teoria (local) de curvas bajo la hipétesis de
reqularidad. Lo que queremos es que en cada punto de la curva siempre exista un
vector tangente (no nulo).

Definicién 1.1.1. Una curva regular es una aplicacién « : [a, b] — R? diferenciable
tal que o/(t) # 0 para todo t € [a, b].

En términos cinemaéticos, podemos pensar o/ como la velocidad de la curva,
entonces la condicién de regularidad es que la curva nunca se detenga.

Observacion 1.1.2. Si la curva es plana (i.e. estd contenida en un plano), entonces
podemos tomar el codominio de la curva como R2.

Observacion 1.1.3. Decir que una curva es regular no es lo mismo que decir que es
una variedad de dimensién 1. Si le pedimos a una curva que sea una variedad de
dimensién 1, le estamos pidiendo (basicamente) que no se autointersecte (si no, en
ningin entorno del punto de autointerseccién se parece a R). Una curva regular
si puede autointersectarse.

Ejemplo 1.1.4. La catenaria es la curva descrita por un hilo uniforme suspendido
por sus extremos y sometido a un campo gravitatorio uniforme (ver figura 1.1a).

Se parametriza mediante
t
at) = (t, a cosh ())
a

donde a es una constante real no nula.

Ejemplo 1.1.5. La tractriz es la curva descrita por el extremo de una cuerda tirante
de longitud [ a medida que el otro extremo se mueve por el eje y (ver figura 1.1b).
Se parametriza mediante

cosht’

a(t):< l il(t—tanht))

Ejemplo 1.1.6. La hélice (ver figura 1.2) es la curva regular parametrizada por

a(t) = (acost,asent, bt)
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1.1 Definicién y ejemplos

0 / \

1 15 2
(a) Catenaria con a = 1 (b) Tractriz con | = 2

Figura 1.1: Tractriz y catenaria

15

<]
10 F C
<]

Figura 1.2: Hélice con a =12, b =1

Ejemplo 1.1.7. Existen curvas diferenciables no regulares. Por ejemplo, sea
a : R — R?, definida por:

aft) = (t°,1%)
(ver figura 1.3a). Claramente es diferenciable en 0, y sin embargo [|o/(0)| =
|(0,0)|| = 0, luego la curva no es regular.

Ejemplo 1.1.8. Veamos un ejemplo de una curva regular que se autointersecta, i.e.
que no es inyectiva. Definamos 8 : R — R? por:

B(t) = (£ — 4t,t* — 4)

(ver figura 1.3b). Tenemos que 5(2) = f(—2) = (0,0), por lo tanto 3 no es inyectiva,
sin embargo es regular, pues:

180l = (3¢ —4,2¢)| #0, VteR

Notacién. Si «a : [a,b] — R? es una curva regular, escribimos I(«) para la longitud
de la curva como la definimos en 6.5, le llamaremos longitud de arco. Tenemos

entonces que

b
te) = [ le'(oat
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1.1 Definicién y ejemplos

10

\

o ‘ ‘ | ‘ ‘ ‘ 4 ‘ ‘
-30 -20 -10 0 10 20 30 -15 -10 5

/ \

2 / 2r ‘J/
/ { |

// 3 \ /

‘ \ L ‘

0 5 10 15

(a) Traza de « (b) Traza de 8

Figura 1.3: Curva diferenciable no regular y curva regular que se autointersecta

Entonces (o) nos indica cuanto “mide” la traza de la curva. De esta manera,
podemos definir lo que seria una parametrizacion natural de la curva, o parametri-
zacién por longitud de arco, pidiendo que b — a = [(«), o que la curva se recorra a
velocidad 1 constante.

Definicién 1.1.9. Una curva regular « : [a,b] — R3 estd parametrizada por
longitud de arco si ||o/(t)|| = 1 para todo t € [a, b].

En general, para una curva parametrizada por longitud de arco usaremos el
parametro s en vez del pardmetro t.

Proposicién 1.1.10. Toda curva regular o : [a,b] — R? se puede parametrizar
por longitud de arco (i.e. es posible obtener una curva & parametrizada por longitud
de arco que tenga la misma traza que ).

Demostracion. Definamos s : [a,b] — R como s(t) = f; |/ (7)|| dr, es decir, la
longitud del arco hasta a(t).

s es derivable, y §'(t) = |d/(t)]| # 0, por lo tanto s es estrictamente cre-

ciente, entonces es inyectiva: por el teorema de la funcién inversa', existe

5712 [0,1(a)] = [a, b], es derivable y verifica (s71)/(t) = s’(s}l(t)) = ||a'(s}1(t))\\

[a,b] —— R3

rIDI
_
Qi

Definimos @ = a0 571, tenemos que verificar que ||@'(t)|| = 1 para todo ¢. Usamos

'Recordemos que el teorema de la funcién inversa en una variable nos dice que si f es una

funcién real de variable real, de clase C!, y f tiene derivada no nula en a € R, entonces f es

invertible en un entorno de a, su inversa es C' y se cumple que (f 1) (f(a)) = f,%a).
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1.2 Triedro de Frenet

la regla de la cadena:

=l ™ D =y = 1 O

Por lo tanto, no perdemos generalidad en la teoria si le pedimos a una curva
regular que esté parametrizada por longitud de arco.

1.2. Triedro de Frenet

A cada punto de una curva regular parametrizada por longitud de arco le vamos
a asociar un sistema de referencia llamado triedro de Frenet.

Definicién 1.2.1. Si a : [a,b] — R?® es una curva regular parametrizada por
longitud de arco, entonces definimos los siguientes vectores unitarios (de norma 1):

» t(s), el vector tangente, es el que verifica t(s) = o/(s).

» n(s), el vector normal, es el vector unitario que verifica t'(s) = k(s)n(s), con

k(s) > 0.
» b(s), el vector binormal, estd definido por b(s) = t(s) A n(s).

La terna {t(s), n(s), b(s)} se llama triedro de Frenet (ver figura 1.4). Este determina
ciertos planos:

» El plano osculador es el plano generado por t(s) y n(s).
» El plano normal es el plano generado por por n(s) y b(s).

» El plano rectificante es el plano generado por t(s) y b(s).

Observacion 1.2.2. Esta claro que estos vectores efectivamente conforman un triedro:
por definicidn, el vector normal es perpendicular al vector tangente, y el binormal
es perpendicular al normal y al tangente. Para que el vector normal (y por lo tanto
el binormal) estén bien definidos, es que pedimos que k(s) # 0 (esto es, que la
curva nunca es localmente recta).

De la definicién de vector normal resulta claro que k(s) = |[t'(s)] = ||’ (s)]|,
entonces k(s) mide la velocidad a la que se mueve el vector tangente en un entorno
del punto. Esto motiva la siguiente

Definicién 1.2.3. El nimero positivo k(s) antes definido es la curvatura de o en
S.

Si en un entorno del punto la curva es “casi recta”, la curvatura sera cercana a
0; si la curva es muy vertiginosa, la curvatura sera grande.

Observacion 1.2.4. b'(s) L t(s).
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1.2 Triedro de Frenet

Figura 1.4: Triedro de Frenet en movimiento

Demostracion. Derivemos la expresion b(s) - t(s) = 0:
V(s)-t(s) +b(s)-t'(s) =b(s)-t(s) +b(s) k(s)n(s) =V (s)-t(s)=0 O
Esto nos permite hacer la siguiente definicién, parecida a la de la curvatura:

Definicién 1.2.5. Si « : [a,b] — R3 es una curva regular parametrizada por
longitud de arco, definimos la torsion de «a en s, 7(s) de modo que V/(s) = 7(s)n(s).

Observacion 1.2.6. La torsion esté definida en funcién de n: entonces, para tener
bien definida la torsién, necesitamos tener bien definido n, por tanto debe ser
k #£ 0.

Tenemos entonces que ||b'(s)|| = |7(s)|. La torsién mide entonces cudn répido
se aleja la curva, en un entorno del punto, del plano osculador. Se dice también
que la torsion mide el “atornillamiento” de la curva. Si tenemos una curva plana
(contenida en un plano), entonces el plano osculador es constante, de donde la
torsién es cero. El reciproco también es cierto:

Proposicién 1.2.7. Sea « : [a,b] — R3 una curva regular parametrizada por
longitud de arco, k(s) # 0 para todo s. Entonces 7(s) = 0 para todo s si y sdlo si «
es una curva plana.

Demostracion. El reciproco lo acabamos de comentar. Si tenemos 7 = 0, entonces
b'(s) = 0 para todo s, de donde b(s) = by es constante.

(a(s) - by) = a/(s) by =0

Entonces a(s) - by es constante, de donde « esté contenida en un plano normal a
bo. O

Definicion 1.2.8. Las ecuaciones de Frenet son:
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1.2 Triedro de Frenet

w ' =kn
n b =mn
s 0 =—7b—Fkt

Las dos primeras son por definicién, la tltima nos falta verificarla. Tenemos
b=1tAn, de donde n = b At. Derivamos esta expresion:

n=bANt+bAt =mnAt+bANkn=—1b+kbAn=—7b—kt

Si queremos calcular explicitamente la curvatura y la torsién de una curva,
tenemos las siguientes formulas:
Si esta parametrizada por longitud de arco:

1
k=t| T:—?t/\t/-t”
Si no lo esta:
k Ha/ /\Oé//” a/ /\O/, . O///
= - T=——
[a]|3 [/ A a”||?

(Una demostracién de estas férmulas se encuentra en [Opr|: no es méas que hacer
algunas cuentas.)

Para terminar, enunciamos informalmente el teorema fundamental de la
teoria local de curvas: una curva esta determinada absolutamente, a menos de
isometrias (movimientos rigidos), por la torsién y la curvatura en cada punto. La
demostracion de este resultado es complicada. No es dificil sin embargo probar su
version para curvas planas: una curva plana estd totalmente determinada, a menos
de isometrias, por su curvatura en cada punto.

Otro resultado interesante sobre la teoria global de curvas que comentamos
antes de finalizar este capitulo es el siguiente: si a : [a,b] — R? es una curva
plana cerrada parametrizada por longitud de arco con o/(a) = /(b), entonces la
curvatura total f(f k(s) ds satisface

/abk(s)ds:27r

Este resultado se puede mejorar: la curvatura total de una curva cerrada y simple
es > 2w, dédndose la igualdad si y sélo si la curva es plana y conveza (en todo
punto, la curva estd contenida en un semiplano cerrado determinado por la recta
tangente). Este resultado se llama teorema de Fenchel (ver [dC], p. 398).
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Capitulo 2

Geometria diferencial de
superficies

Recordamos que una superficie reqular S C R3 es una variedad diferenciable
de dimension 2.

2.1. Primera forma fundamental

Definiciéon 2.1.1. Sea S una superficie regular, p € S. La primera forma funda-
mental es una forma cuadrética I, : T,S — R definida por:

L(v) = (v, v)p = [lo]|?

donde (, ), es el producto interno de 7,5 heredado de R3.

El interés de esta “forma fundamental” es que carga con propiedades geométricas
que podremos tener entonces en superficies abstractas, donde los productos internos
de los espacios tangentes no se heredan del espacio ambiente (porque no hay
espacio ambiente). En nuestro caso, no hay ambigiiedad si omitimos el subindice y
escribimos simplemente (, ).

2.1.1. Primera forma fundamental en coordenadas locales

Consideremos una parametrizacién ¢ : U — S, con ¢(q) = p. Entonces un
vector v € T),S arbitrario es de la forma

V= apy + by

donde por abuso de notacion, ¢, = ¢u.(q), Y» = ¥u(q). Veamos cémo luce la
primera forma fundamental en coordenadas locales:

IP(U) = <’U, U> = <a§0u + b@va Ay, + bQOv>
= a2<gou, Qu) + 2ab{0y, 0u) + b2<30vv o)
= a*E + 2abF + bv*G
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2.1 Primera forma fundamental

donde, por abuso de notacién, E = E(q), F = F(q), G = G(q), con E, F, G
funciones U — R definidas por:

E(ua U) = <‘Pu(uv v), QOU(U, ’U)>
F(”?”) = <(Pu(uv U)v@v(u>v)>
G(“? U) = <<,01;(U, U)> SOU(U, ’U)>

Diremos que E, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental
asociados a la parametrizacion .

Si tenemos una curva « en S, dada por a(t) = p(u(t),v(t)) entonces tenemos:

o/ (t) = pu(u(t), v(t) u'(t) + pu(u(t), v(t) v'(t) = w'eu + 'y
y por lo tanto
Loy (0 (t)) = (W)?E + 2u'V'F + (v')*G
con E = E(u(t),v(t)), F = F(u(t),v(t)), G = G(u(t),v(t)). Dejamos como ejercicio
la verificacién de la formula recién usada, que no es mas que una simple aplicacién
de la regla de la cadena:

Ejercicio 2.1.2. Verificar que en las hipdtesis anteriores vale la férmula siguiente:

o/ () = pu(ult), v(t) w'(t) + pu(ult), v(t)) v'(t)
lo cual uno abrevia escribiendo /() = p, u' + @, V.

Observacion 2.1.3. La identidad de Lagrange dice que si a,b € R® entonces
la x b||> = (a,a)(b,b) — {(a,b)%. En particular, para a = ¢, y b = ¢, deduci-
mos que

EG - F? = lpu x pul® (2.1)

En particular, la matriz (g g) es invertible. En efecto, su determinante es (2.1) y

este nlimero no es cero ya que {¢y, ¢, } es una base de 7,5

Ejemplo 2.1.4. Tomemos como S al plano {z = 0}. Entonces podemos tomar
¢ : R — R3 definida por ¢(u,v) = (u,v,0). De esta manera tenemos E = 1,
F=0G=1.

Ejemplo 2.1.5. Tomemos como S al cilindro unidad de eje z; lo parametrizamos por
0:U =(0,21) x R = R3, p(u,v) = (cosu,senu,v) y obtenemos £ = 1, F' = 0,
G = 1. Son los mismos coeficientes que los del plano. Esto no es coincidencia, més
tarde veremos por qué.

2.1.2. Aplicaciones

Como habiamos dicho, la primera forma resume ciertas propiedades geométricas.
Consideremos una superficie regular orientada S.

Proposicién 2.1.6. Si « : [a,b] — S es una curva regular y ¢ : U — S es una
parametrizacion de S tal que a(t) = p(u(t),v(t)) tenemos:

b b
l(a):/ 1/Ia(t)(o/(t))dt:/ V(W)2E + 2u'V'F + (v')2G
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Demostracion.
b b b
o) = [l Olldt= [ V@@= [l @o)
:/b V(u)2E 4 2u'F + (v')2G O

Proposicion 2.1.7. Si ¢ : U — S es una parametrizacion compatible con la

orientacion, entonces
©*(dA) = EG — F? (2.2)

En particular, si @ cubre toda la superficie, entonces
drea(S) = / VEG — F? dudv
U

Demostracion. La férmula (2.2) se deduce de la ecuacién (2.1) y de la proposicién
6.5.2. En particular,

érea(S):/dA:/ gp*(dA):/ V EG — F? dudv O
S U U

Las curvas coordenadas de una parametrizacién ¢ son las imagenes por ¢ de
las rectas con u constante o con v constante.

Proposiciéon 2.1.8. El dngulo 6 entre las curvas coordenadas de una parametri-
zacion @ : U — S viene dado por:

F
cosl) = —

VEG

Demostracion.

F
cosf = (P pu) O

leulllenll — VEG

2.2. Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Sea S C R? una superficie regular orientada.

Definicién 2.2.1. Denotaremos por N : S — R? al campo de vectores normales
unitarios compatible con la orientaciéon de S, que llamaremos mapa de Gauss.

Observacion 2.2.2. Como |[N(p)|| = 1 para todo p € S, entonces podemos ver N

con codominio en S2, esto es, N : S — S2, entonces tenemos dNp : TpS — Ty S2.

Esta geométricamente claro que Ty S? = T,S, pues los subespacios afi-
nes 1,5 +py Ty S? + N(p) son planos paralelos. Por lo tanto:

dN, : T, — T,S

El diferencial del mapa de Gauss (a veces llamado mapa de Weingarten) mide
la tasa de variacién de IN en un entorno de p; esto es, cuan rapidamente se aleja N
de N(p) en un entorno de p. Esto nos permite medir cudn répidamente se aleja S
de T},S en un entorno de p.
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Proposicién 2.2.3. El diferencial del mapa de Gauss, dN, : T,S — T,S es
autoadjunto.

Demostracion. Tenemos que probar que (dNp(v), w) = (v, dNp(w)). Por linealidad,
basta probarlo en una base de 7,,S.

Sea ¢ : U — S una parametrizacién alrededor de p tal que ¢(q) = p.
Escribiendo ¢, = ¢u(q), ¢» = ¢uv(q), basta probar que:

(de(SOu), Pv) = (Pu, de(‘Pv»

Observemos que (N, @,) = 0y (N,p,) = 0, donde N = N(p(u,v)). Abusando
de la notacién por enésima vez, escribimos N, = %(N o), N, = %(N o @),
entonces derivando la primera ecuacién respecto a v y la segunda ecuacién respecto
a u, obtenemos:

<Nva90u> + <Na (Puv> =0
<Nua (Pv> + (Na (Pvu> =0

Por lo tanto (N, ¢y) = (Ny, ¢y). Observando que dNy(py) = Ny y dNp(py) = Ny,
obtenemos

(dNp(pu); pv) = (dNp(Pv), Pu) = (Pu, ANp(pv)) O

Esta propiedad es el pilar de lo que llamaremos segunda forma fundamental.
Al ser el diferencial del mapa de Gauss autoadjunto, tenemos una forma bilineal
simétrica B en T),S dada por B(v,w) = (dNp(v), w). Podemos entonces definir una
forma cuadratica @ en T,S: Q(v) = (dN,(v),v).

Definicién 2.2.4. La forma cuadratica II, : 7,5 — R definida por:
1L, (v) = (=dNp(v),v)
se llama sequnda forma fundamental.

El signo de menos se ird justificando a medida que desarrollemos mas nociones.

Si la primera forma fundamental codifica toda la geometria intrinseca de una
superficie, la segunda forma fundamental codifica cémo la superficie estd encajada
en el espacio ambiente R3.

2.2.1. Curvaturas normales

En esta seccion vemos el significado geométrico de la segunda forma fundamen-
tal.

Definicion 2.2.5. Sea « una curva regular en S que pasa por un punto p € S con
velocidad v € T},S, curvatura k y normal n. Sea N el vector unitario normal a S
en p compatible con la orientacién. Definimos la curvatura normal k§(p,v) de «
en p como la norma de la proyeccién de kn sobre N, i.e.

kn(p,v) = (kn, N)
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Sorprendentemente, la curvatura normal no depende de la curva:

Proposicion 2.2.6. En las hipdtesis de la definicion anterior, supongamos ademds
que a estd parametrizada por longitud de arco. Entonces

kn(p,v) =TIy (v)

y en particular ki no depende de la eleccion de a. Decimos entonces que este
nimero ky(p,v) donde p € S yv € T,S es un vector unitario es la curvatura
normal de S en p en la direccién de v. Deducimos el teorema de Meusnier:

Todas las curvas parametrizadas por longitud de arco contenidas en S que
tienen en un punto dado la misma recta tangente, tienen en ese punto la misma
curvatura normal.

Demostracién. Supongamos que «(0) = p, de manera que o/ (0) = v. Recordar que
como « estd parametrizada por longitud de arco entonces o (0) = kn.
I, (v) = (=dN,(c/(0)), &/ (0))
= (=(N 0a)/(0),0'(0))
= (N 0 @)(0),a"(0))
= (N(p), kn)

—

La validez de la igualdad x se obtiene derivando la expresion (N oa)(s),a/(s)) =0
y evaluando en cero:

(N 0 @)'(0),a'(0)) + (N 0 @)(0),a"(0)) = 0 O

Dado un vector unitario v € 7,5, llamamos seccién normal a S en p en la
direccion de v a la curva en S parametrizada por longitud de arco que es la
interseccion de S con un plano normal en p con vector director v. Observar que
para esta curva se tiene que n = £N, de forma que |k, (p,v)| = k:

la curvatura normal ky,(p,v) = II,(v) es igual a la curvatura de la
seccion normal a S en p en la direccion de v, a menos de un signo que
depende de la orientacion de S.

Esto nos dice que la curvatura normal &y, (p, v) = II,(v) caracteriza la desviacién
del plano tangente de la superficie en el punto p, en la direccién del vector tangente
unitario v.

Ejemplo 2.2.7. En la esfera S?, las secciones normales en un punto p € S? son los
circulos maximos que pasan por p. Estos tienen curvatura 1, luego II,(v) = £1
para todo p € S%, v € Tp52 unitario. Observar que el signo es positivo si y sélo si
52 est4 orientada con la normal entrante.
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

2.2.2. Curvaturas principales

El diferencial del mapa de Gauss dN,, es autoadjunto: por el teorema espectral,
es diagonalizable en una base ortonormal, o en otras palabras, existe una base
ortonormal de 7T},S formada por vectores propios. Por lo tanto dN,, tiene dos valores
propios (posiblemente iguales).

Definicién 2.2.8. Los valores propios de —dN,, se llaman curvaturas principales
de S en p. Las direcciones dadas por los vectores propios se llaman direcciones
principales.

Si las curvaturas principales en p son iguales, decimos que p es un punto
umbilico.

Podemos determinar todas las curvaturas normales a partir de las curvaturas
principales, y ademas las curvaturas principales son las curvaturas normales méxima
y minima, como vemos a continuacion:

Proposicién 2.2.9 (Férmula de Euler). Sean eq,es € T, vectores propios uni-
tarios asociados a las curvaturas principales ki, ks respectivamente. Supongamos
que v € TS es el vector unitario dado por v = cos(f)e; + sen(f)es para cierto
0 € [0,27). Entonces

En(p,v) = IL,(v) = k1 cos®(0) + ko sen?(6)

Ademds, las curvaturas principales k1, ko son el mdximo y el minimo de las curva-
turas normales en p.

Demostracion. Tenemos que —dNp(e;) = k;e; para i = 1, 2. Entonces
kn(p,v) = Iy (v) = (=dNy(v), v)
= < — dNp(cos(f)er + sen(f)ez), cos(f)er + sen(6)62>
= <cos(0)k’1€1 + sen(f)kaeq, cos(f)er + sen(0)62>
= ky cos?(0) + kg sen?(6)

Supongamos que ko < k1. Veamos que kj es el valor de la curvatura normal maxima.
Dado un v € T},S unitario arbitrario, lo escribimos como v = cos(6)e; + sen(f)es y
usamos la formula de Euler:
kn(p,v) = k1 cos?(0) + ko sen?(6)
= k1(1 — sen?()) + ko sen?(6)
= k1 + (kg — k1) sen?(0)

<k
Andlogamente se prueba que ko es el valor de la curvatura normal minima. ]
Observacion 2.2.10. = Sea p € S un punto no umbilico. El teorema espectral

nos dice que hay exactamente dos direcciones principales, o sea, hay exacta-
mente una direcciéon donde la curvatura normal se maximiza y una donde se
minimiza, y ademds, estas direcciones son ortogonales. Este resultado debido
a Euler puede resultar sorprendente.
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

= Una curva en S es una linea de curvatura si su vector tangente en cada punto
es una direccion principal. Lo recién observado nos dice que las lineas de
curvatura son una familia de curvas que cuando se cortan en un punto no
umbilico lo hacen ortogonalmente.

= Se puede probar que las superficies conexas donde los puntos son todos
umbilicos son necesariamente una regién de una esfera o de un plano (ver
proposicién 4, p. 153 de [dC]).

2.2.3. Curvatura Gaussiana

Definicion 2.2.11. Si p € S, entonces la curvatura Gaussiana de S en p es:
K(p) = det dN,

Observacion 2.2.12. La curvatura Gaussiana se define de manera eztrinseca: su
definicién depende del mapa de Gauss que no tiene sentido si no hay espacio
ambiente. Sin embargo, demostraremos mas tarde el Teorema Egregio de Gauss,
que dice que en realidad la curvatura Gaussiana es intrinseca.

Ya podemos observar, sin embargo, que la curvatura Gaussiana no depende de
la orientacion de S.

Proposicion 2.2.13. La curvatura Gaussiana es el producto de las curvaturas
principales.

Demostracion. Al estar en dimensién 2, det dN, = det —dN,, = el producto de
sus valores propios = el producto de las curvaturas principales. ]

Definicion 2.2.14. Un punto de una superficie S se dice:

eliptico si K(p) > 0,

hiperbdlico si K(p) < 0,

parabdlico si K(p) =0y K(p) # 0,

plano si dN, = 0.

Ejercicio 2.2.15. 1. Sea « : [a,b] — R3 una curva parametrizada por longitud

de arco tal que ||a(s)|| < R def. lla(s0)|| para todo s suficientemente cerca

de sg € (a,b). Probar que k(sg) > . (Sugerencia: definir f(s) = [a(s)||* y
analizar f”(sg).)

2. Deducir que toda superficie regular compacta orientable tiene un punto

eliptico. (Sugerencia: considerar un punto en M donde la funcién f: M — R,
x +— ||z|| alcanza su maximo.)

Enunciamos la siguiente proposicion con mas informacién geométrica que nos
da la curvatura Gaussiana en puntos elipticos o hiperbdlicos.

Proposicion 2.2.16. Sea p € S. Si p es eliptico, existe un entorno U C S de p
tal que todos los puntos de U estdn del mismo lado del plano tangente T,S. Sip es
hiperbdlico, en todo entorno de p en S hay puntos de S de ambos lados de T,S.

Demostracion. Ver [dC], p. 163. O
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

2.2.4. Ejemplos

Ejemplo 2.2.17. Calculemos la curvatura Gaussiana de la esfera de radio r,
S(r) = {p € R3 : ||p|| = r}. Definimos el mapa de Gauss N : S(r) — S% como
N(p) = =& (la normal entrante).

Para calcular dN), definimos la extensién diferenciable F' : R3 — R3 por
F(p) = —L. Entonces dF, : R® — R? estd definida por dF, = 1(—idgs). Entonces:

r

def. 1 .
dNp ="dFy|1,5() = — - 1d7,50r)

Por lo tanto det dN, = T% es la curvatura Gaussiana de la esfera. Observar que a
radio mas pequeno, curvatura mayor; y que todos sus puntos son elipticos.

Ejemplo 2.2.18. Para encontrar un ejemplo de punto hiperbdlico, basta encontrar un
punto en una superficie que tenga curvatura Gaussiana negativa (que las curvaturas
principales sean una positiva y la otra negativa). Geométricamente, el espacio
tangente al punto debe dejar partes de la superficie en ambos lados. Consideremos
el paraboloide hiperbdlico (la “silla de montar”), con la parametrizacién o(u,v) =
(u,v,u? — v?). Tenemos:

ou(u,v) = (1,0,2u)
ou(u,v) = (0,1,—2v)
Ou N\ op(u,v) = (—2u,2v,1)

El mapa de Gauss queda:

N(o(u,0) < 2u ) 1 )
U,U = - 9 9
7 VAu? + 402 + 1 VAu2 + 402 + 1 Va2 + 402 + 1

Consideremos el punto p = (0,0, 0), es la imagen por ¢ de (0,0). Si le aplicamos
dN, a los vectores

(pu(0,0) = (170’0) (pv(0,0) = (O’ 170)

obtenemos:
dNp(u(0,0)) = %(N °0¢)(0,0) = (-2,0,0) dNp (v (0,0)) = (0,2,0)

de donde ¢,,(0,0), ¢,(0,0) son vectores propios de dN,, de valores propios —2 y 2
respectivamente. Por lo tanto p = (0,0, 0) es un punto hiperbdlico, y las direcciones
principales son las de los planos normales x = 0 e y = 0 (ver figura 2.1).

Ejemplo 2.2.19. Para encontrar puntos parabdlicos, nos vamos al cilindro. Conside-
remos la parametrizacién ¢(u,v) = (cosu,senu,v), por lo tanto:

ou(u,v) = (—senu,cosu,0)
ou(u,v) = (0,0,1)
Yu N @p(u,v) = (cosu,senu,0)
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Vector
Planos normal
de curvaturas
principales

Plano
tangente

Figura 2.1: Planos de curvaturas principales del hiperboloide

Por lo tanto el mapa de Gauss queda N (p(u,v)) = (cosu,senu,0). Sea p = ¢(u,v)
un punto cualquiera del cilindro. Entonces:

ANy (pu(u,v)) = %(No ©)(u,v) = (—senwu,cosu,0) = p,(u,v)
Ny (pu(v)) = (N o)uv) = (0,0,0)

de donde ¢, (u,v) y ¢y (u,v) son vectores propios de dN,, de valores propios 1 y 0
respectivamente. Por lo tanto la curvatura Gaussiana es 0 sin ser dN,, = 0: todo
punto del cilindro es un punto parabdlico. Observar que la curvatura principal 1
corresponde a la circunferencia directriz, mientras que la curvatura principal 0
corresponde a la recta vertical.

Ejercicio 2.2.20. Verificar que el hiperboloide de una hoja, parametrizado por
¢:(0,2r) x R — R con

©(u,v) = (coshv cosu, cosh vsenu,senh v)

tiene curvatura Gaussiana negativa en todos sus puntos.

La figura 2.2 nos muestra superficies con curvatura negativa, nula, y positiva
en todos los puntos, respectivamente.

Ejemplo 2.2.21. Para hallar puntos planos consideremos el plano z = 0. Una
parametrizacién es ¢(u,v) = (u,v,0). Tenemos:

w(u,v) = (1,0,0)

op(u,v) = (0,1,0)

©u N pp(u,v) = (0,0,1)
)

El mapa de Gauss queda N (p(u,v)) = (0,0,1), constante, por lo tanto dN, = 0
para todo p en el plano.

S
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Figura 2.2: Hiperboloide de una hoja, cilindro, esfera

Ejemplo 2.2.22. La s1LLA DEL M0ONO, denominada asi por ser una silla de montar
para monos (pues necesita una tercera depresién en la superficie para poner la
cola), es la superficie definida por la parametrizacion:

SD(U7 U) = (’LL, v, US - 3UU2)

(ver figura 2.3). Es un ejercicio verificar que el punto p = (0,0, 0) es un punto plano.
Basta probar que los coeficientes de la segunda forma fundamental (ver seccién
2.2.5) cumplen e = f = g = 0 pues entonces todas las curvaturas normales son 0,
en particular las curvaturas principales son 0, entonces dV, tiene ambos valores
propios nulos, luego dN, = 0.

Figura 2.3: La silla del mono

Ejemplo 2.2.23. La pseudoesfera es el resultado de revolucionar la tractriz de
longitud [ alrededor del eje y (ver figura 2.4). Es un ejercicio probar que tiene
curvatura constante K = —l%, lo cual motiva su nombre por analogia con la esfera.

Esta superficie no es compacta. Es consecuencia de un teorema debido a Hilbert
(ver [dC], seccién 5.11) que no existe una superficie regular compacta de curvatura
constante negativa.

Observar que no podemos dar una interpretacién geométrica analoga a la de
la proposicion 2.2.16 para puntos planos o parabdlicos. Por ejemplo, para puntos
planos: los puntos de un plano se confunden con los de su plano tangente, mientras
que el plano tangente al punto (0,0,0) de la silla del mono deja puntos de la
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Figura 2.4: Pseudoesfera

superficie de ambos lados. Para puntos parabdlicos: los planos tangentes a puntos
de un cilindro estan todos o del mismo lado o sobre el propio plano tangente,
mientras que hay puntos parabdlicos en la superficie del ejemplo 3, pagina 165 de
[dC] cuyos planos tangentes dejan puntos de ambos lados de la superficie.

2.2.5. Segunda forma fundamental en coordenadas locales

Sea p € S y consideremos una parametrizacién ¢ : U — S tal que ¢(q) = p.
Entonces un vector tangente v € T},S arbitrario es de la forma v = ap, + by,

donde ¢, = vu(q), Yv = ¥u(q). Entonces:

Hp(v) = <_de(a‘Pu + b‘Pv)a Ay, + b@fu>
= a*(—dNp(pu), pu) + 2ab{(—dNy(pu), pu) + b (—dNy (@), o)
a’e + 2abf + b%g

donde, por abuso de notacién, e = e(q), f = f(q), g = g(q), con e, f, g funciones
U — R definidas por:

e(uvv) = <_de(90u(ua U))? U(”)”
f(u,v) = (=dNp(eu(u,v)), ooy, v))
9(u,v) = (=dNp(pv(u,v)), pu(u,v))

Diremos que e, f y g son los coeficientes de la sequnda forma fundamental
asociados a la parametrizacion ¢.

)

Si escribimos N, = a%(N op)(q), Ny = %(N o )(q), entonces

e = <—de(SOu)7 <Pu> = _<Nuv <10u>

de donde e = — (N, ¢,,). Andlogamente conseguimos otras dos ecuaciones:
€= *<Nua 90u>
f=—(Nu,pv) (2.3)
g = _<Nva (P'u>
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2.2 Mapa de Gauss y segunda forma fundamental

Derivando la expresién (N, ¢,,) = 0 respecto de u tenemos que (N, @y )+ (N, ouu) =
0 de donde a partir de (2.3) deducimos que

e = (N, puu)
[= <N7 Souv> (2‘4)
g = <N7 @vv)

Las tultimas dos expresiones se deducen derivando (N,¢,) = 0y (N,p,) = 0
respecto de v.
Como @y = Yyu, deducimos que f = —(Ny, @y).

2.2.6. La curvatura en coeficientes

Sea ¢ : U — S una parametrizacién con ¢(q) = p. Sean E, F, G, e, fy g
los coeficientes de las primera y segunda formas fundamentales asociados a .
Usaremos los abusos de notacién ya introducidos.

Las igualdades que da la siguiente proposicién se llaman ecuaciones de Wein-
garten.

Proposicién 2.2.24. Sea A la matriz asociada a dNy : T,S — T,S en la base

{@u, pv}. Entonces
E F\ 'fe f
A:_(F G) (f g)

Demostracion. Escribamos A = (git g12). Entonces

Ny = dNp(pu) = a119u + a2190 (2.5)
N, = de(QOU) = A12Py T 22¢y

Si hacemos el producto interno de (2.5) con ¢, y con ¢, y utilizamos las
expresiones de (2.3), conseguimos que

—e = (Ny, pu) = (a110u + 02190, pu) = a11E + a1 F
—f = (Nu, pu) = (@110 + a2100, pv) = a1 F + an G

Haciendo el producto interno de (2.6) con ¢,, y con ¢, y utilizamos las expresiones
de (2.3), conseguimos que —f = ag1 E + a2 F', —g = a21 F + a22G. Esto prueba que

A (g g) =— (; g) de donde se deduce la tesis, recordando que la matriz (g g)
es invertible (observacién 2.1.3). O
Corolario 2.2.25. Si K es la curvatura Gaussiana, entonces
2
Ko 9
EG — F?
Demostracion. Si A es la matriz de la proposicién anterior, entonces
1 eg — f?
K=detA=(-1)7 I ) O

- AN
pe_ 9= g
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2.3 Isometrias

2.3. Isometrias

Sean M y N superficies regulares.

Definicion 2.3.1. Un difeomorfismo f : M — N es una isometria si para todo
p € My cada v,w € T, M se tiene:

{dfp(v), dfp(w)) ) = (v w)p

Es decir, si en cada p se cumple que df}, es una isometria lineal entre T), M y T'y,) N.
Diremos entonces que M y N son superficies isométricas.

Definicion 2.3.2. Una funcién f: M — N es una isometria local en p si existe
un entorno W C M de p tal que flw : W — f(W) es una isometria. Decimos que
f es una isometria local si es una isometria local en p para todo p € M.

Dos superficies M, N son localmente isométricas si cada punto en cada una
de las dos superficies tiene un entorno abierto isométrico a un abierto en la otra
superficie.

Observacion 2.3.3. Una funcién diferenciable f : M — N entre variedades es un
difeomorfismo local en p si existe un entorno W C M de p tal que flw : W — f(W)
es un difeomorfismo, y es un difeomorfismo local si es un difeomorfismo local en p
para todo p € M.

Observar que una funcién f : M — N entre superficies regulares es una
isometria local si y sélo si es un difeomorfismo local y df,, es una isometria lineal
para todo p € M.

Como la primera forma fundamental codifica el producto interno en la superficie,
la siguiente proposicion no resulta sorprendente.

Proposicion 2.3.4. Un difeomorfismo local f: M — N es una isometria local si
y solo si preserva los coeficientes de la primera forma fundamental.

Mas precisamente, un difeomorfismo local f: M — N es una isometria local si
y solo si dada @ : U — M una parametrizacion de M, los coeficientes de la primera
forma fundamental de M asociados a la parametrizacion ¢ coinciden con los
coeficientes de la primera forma fundamental de N asociados a la parametrizacion

foep.

ML N
R
sj
7 fop
U

Demostracion. Sea f: M — N una isometria local, entonces:
((f o @)u(u,v), (f o @)ulu,v))
<(df<p(u,v) (‘Pu (ua 'U))v df(p(u,v) (‘:Ou(uv v)))

= <90u(u7v)790u(uvv)>
= E%(u,v)

E°?(u,v)

r.

o

De manera andloga, F/°¢(u,v) = F?(u,v) y G*?(u,v) = G¥(u,v).
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2.3 Isometrias

Reciprocamente, si un difeomorfismo local f : M — N preserva los coefi-
cientes de la primera forma fundamental, entonces preserva la primera forma
fundamental, es decir:

L(v) = Igp(dfp(v), YveT,M, Vpe M
Veamos que f es una isometria local. Como I, es una forma cuadratica, tenemos:

2(v, w) = Ip(v + w) = Ip(v) = Ip(w)
= If(p)(dfp(v +w)) — If(p) (dfp(v)) — If(p)(dfp(w))
= 2(dfp(v), dfp(w))

para todo v,w € T,M, para todo p € M. O

Proposicion 2.3.5. Si p: U - M y 1 : U — N son parametrizaciones tales que
E? =FEY, F¢ =FY, 4y G? = GY, entonces f : o(U) — N definida por f = pop™?
es una isometria local para todo p € o(U).

oU) TN
N

Demostracion. Sea p € o(U) con ¢(q) = py v € T,M. Como siempre, ¢, = (),
©y = @u(q), entonces:
V= apy + by

Pero entonces tenemos:

dfp(v) = dfp(apy +bpy) = adfp(pu) + bdfp(ow)
= ad(®op " )p(pu) +bd(¥ o )y(pn)
ad(yp oo™ h)p(dpg(er)) +bd(v o o), (dpq(e2))
adipy(er) + bdy(ea)
= ay + by

donde ¢, = lﬁu(Q% y = %(CI% con I/J(Q) = f(SD(Q)) Por lo tanto:
(dfp(v),dfp(v)) = (athy + by, athy + biby)
= a’EY + 2abFY + B*GY
= a®E¥ 4 2abF¥ + b*G¥
= {apy + bpy, apy + bpy)

= <U7U>

—
el

y f es una isometria local entre ¢(U) y N, pues f es una isometria sobre su
imagen. ]
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

Ejemplo 2.3.6. Sean M el cilindro de radio 1 y la parametrizacién ¢ : (0,27) x R —
M definida por ¢(u,v) = (cosu,senu,v). Conseguimos todos los puntos de M
salvo los de la recta generatriz u = 0. Si un punto esta en esa recta, basta considerar
la misma parametrizaciéon con dominio (—m,m) x R.

Sea N el rectangulo abierto no acotado del plano {z = 0} parametrizado por
¥ :(0,27) x R — N, con ¢(u,v) = (u,v,0).

Ya vimos en un ejemplo anterior que E¥ = E¥ =1, F¥ = F¥ =0, G¥ = G¥ =
1: observar entonces que M y N son superficies localmente isométricas.

Podemos decir que el cilindro menos una generatriz es isométrico a un rectangulo
en el plano, pero no podemos decir que el cilindro sea globalmente isométrico
a un plano. Ni siquiera es difeomorfo (ni homeomorfo) a un plano (el plano es
simplemente conexo mientras que el cilindro claramente no, i.e. la circunferencia
directriz no se puede deformar continuamente en un punto).

Ejercicio 2.3.7. Probar que un difeomorfismo entre superficies regulares es una
isometria si y s6lo si preserva longitudes de curvas.

Ejercicio 2.3.8. Una funcién diferenciable f : M — N entre superficies regulares
se dice conforme si preserva angulos, en el sentido que si f(q) =py v,w € T,M,
entonces el angulo entre v y w en T, M es igual al dngulo entre df,(v) y dfy(w) en
T,N. Si existe un difeomorfismo conforme entre dos superficies, decimos que son
conformes.

1. Probar que un difeomorfismo local entre superficies regulares f : M — N es
una isometria local si y sélo si es conforme y preserva areas.

2. Probar que ¢ : U — ¢(U) C M es una parametrizaciéon conforme de una
superficie regular M siy sélosi F =0y E =G.

2.4. Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de
Gauss

Sea S C R3 una superficie orientada.

A cada punto de una curva le asigndbamos un triedro, el triedro de Frenet.
Vamos a hacer lo mismo con cada punto en una superficie. Seap e Sy ¢:U — S
una parametrizacién de S con ¢(q) = p. Estudiaremos el triedro formado por los
vectores {y(q), vu(q), N(p)} que por abuso de notacién notaremos {yy, @y, N}.

Definicion 2.4.1. Los simbolos de Christoffel de la parametrizacion ¢ son las
funciones Ffj U =R, i,j,k=1,2 que verifican:

Puu = FhQOu + F%l@v + LN
Puv = F%2¢u + P%Q‘Pv + Lo N
Oy = F%l@u + P%l‘ﬂv + L2N
Oy = P%QSOU + F%Q(pv + L3N

Observacion 2.4.2. Al ser ¢, = Yy, tenemos que Ffj = F?Z-, y que Ly = Lo. Al
efectuar el producto interno de las cuatro relaciones anteriores con N, obtenemos,
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

suprimiendo la repetida:

Puu = Fh%pu + F%l‘Pv +eN (2.7)
Puwv = F%z@u + F%%Ov + [N
Pov = F%Z@u + 1%2901) +gN

Proposicion 2.4.3. Los simbolos de Christoffel se pueden expresar en términos
de E, F y G y sus derivadas primeras.

Demostracion. Haciendo el producto interno de (2.7), (2.8) y (2.9) con ¢, y ¢y,
obtenemos:

(buws pu) =T11E+THF = 3B,
(o) — b+ ThG = Fy - 5,
(buvs Pu) = T19E +T1,F = 3B,
(buvs o) = THLF +T2,G = 1@,
{Povs pu) = T B + T, F = F, — 3G,
(Puv, pv) = T5oF +T3,G = 3G,

Reescribimos las ecuaciones anteriores en forma matricial, y utilizando la observa-
cion 2.1.3, conseguimos las expresiones deseadas:

-1
(k&) () -(n"1e) = ()-8 (a7)
F G)\I';; Fy—35E, ' F G Fy—35Ey,
—1
Fe)h)-(e) = (h)-G8 (2)
—1
(F &) (2)-("d™) = (0)-( & (")
Teorema Egregio de Gauss. La curvatura Gaussiana se puede expresar en

términos de las derivadas hasta orden 2 de los coeficientes de la primera forma
fundamental.

o &

Demostracion. Recordemos las ecuaciones que definen los simbolos de Christoffel,
y escribamos N, N, en términos de la base {p,, @y, }:

Puu = P%lgou + F%lﬁpv +eN
ouw = Tlgu+Tiaww + fN
o = Toypu + T30 +gN
Ny = a11pu + a2py
Ny = a1apu + azpy

Observemos que (@uy)y = (Puw)u, ¥ S tiene

(Puu)y = (F%l)v Pu + F%l Puv + (Ffl)v Py + F%l Pov T ey N +eN,
(Puv)u = (F%2)u Py + F%2 Puu + (F%Q)u Py + F%z Ouww + fu N + f Ny
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

Remplacemos con las ecuaciones anteriores:

(Puu)y = (F%l)v Py + F%l (F%%Pu + F%280v + fN) + (Ffl)v Pu
+ T3 (Dou + T390 + gN) + e N + € (a120u + az2¢y)

(Puv)u = (Fb)u Pu + Fb (Fh@u + F%l‘PU +eN) + (F%2)u Pu
+ T%y (Pigu + Thapy + fN) + fu N + f (a1190u + a210)

Como ¢, @y, N son linealmente independientes, igualemos los coeficientes en (,:
T} TEs + (1) + THT5, + eaz = TiolTy + (T1y)u + TiolTy + faa (2.10)

La proposicién 2.2.24 nos dice que

ail a1 _ E F -1 e f _ 1 G —F (& f
a2 az ) F G f 9) EG-F:\-F E f g
Por lo tanto aqy = % y ag1 = % Remplazando en (2.10) y reordenando:

5Ty + (0o + THI3, — (F%ngl + (Iy)u + F%2F%2) =

B eF — fE JF—gEY\ eg — f? B
- f(EGF2> 6<EGF2>_EEGF2_EK

Esto termina la demostracién gracias a la proposicion anterior. ]

Esto nos dice que la curvatura es un invariante intrinseco, en el sentido que se
puede obtener directamente a partir de la primera forma fundamental.

Corolario 2.4.4. La curvatura es invariante por isometrias locales. Fs decir, si
f 51— So es una isometria local y p € Sy, entonces K(p) = K(f(p)).

Demostracion. Una isometria local preserva los coeficientes de la primera forma
fundamental, y la curvatura se puede expresar en funcién de estos. O

Observacion 2.4.5. = En la demostracion del Teorema Egregio, consideramos
la igualdad @uuy = @uuu € igualamos los coeficientes en ¢,. Podriamos
también igualar los coeficientes en ¢, y en N. Ademads, podriamos considerar
Yuvw = Povu, € igualar los coeficientes de ¢, ¢, v N. En total hay seis
ecuaciones. Considerando las que provienen de igualar los coeficientes en ¢,
0 en ¢, conseguimos las ecuaciones de Gauss que expresan la curvatura en
términos de F, F, G y los simbolos de Christoffel y sus derivadas primeras
(la primera de estas es la que conseguimos al final de la demostracién):

EK = (I'})y — (TT)u + T1iTT, + T1 T3, — TiplF, — (F)°

FK = (Tig)u— (T11)y + Tl — T T5

FK = (T{3)o — ([3)u + T{olF — ThI'Y

GK = (T)u— (T12)o + [ppl'fy + T30, — (T15)% — Tyl
Igualando los coeficientes en IV, conseguimos las ecuaciones de Mainardi-

Codazzi:

ey — fu = eF%Q + f(F%Q - P%l) - gF%l
fo—gu =elly+ f(T% —T1,) — gI'%,
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

= Si utilizamos la primera ecuacion de Gauss y reemplazamos los simbolos de
Christoffel por sus expresiones en términos de E, F' v G de la proposicién
2.4.3, reordando un poco los términos conseguimos la siguiente férmula que
nos da explicitamente la curvatura en término de los coeficientes de la primera
forma fundamental:

_%Evv + Fuv - %Guu %Eu Fu - %Ev 0 %Ev %Gu
det F, — 3G,y E F  |—det|iE, E F
1 1
Ko 1a, F G ¢, F @
(EG — F?)?

El siguiente lema es a menudo util:

Lema 2.4.6. Si ¢ es una parametrizacion ortogonal (i.e. F'=0), entonces

K =s7ee i (70), * (7).}
~ 2VEG EG/, EG)/,
Demostracion. Ejercicio. O

Este lema nos permite probar que el reciproco del corolario 2.4.4 es falso, en el
sentido que un difeomorfismo local puede preservar la curvatura Gaussiana en un
punto pero no ser una isometria local en ese punto:

Ejemplo 2.4.7. Las superficies parametrizadas mediante
¢(u,v) = (ucosv,usenv,logu) Y(u,v) = (ucosv,usenv,v)

tienen igual curvatura Gaussiana en ¢(u,v) y ¥(u,v), pero f =1 o ¢! no es una

isometria.
S S S
N A
U

En efecto, Ed’:l—i—%,F‘ﬁ:O, G*=uw?yE¥Y=1,FY=0,GY =142, por lo
tanto f no es una isometria. Sin embargo gracias al lema anterior,

21+ w2 \V1+u2/,

Aplicaciones

= Una esfera de radio 7 y un plano tienen curvaturas Gaussianas constantes r%

y 0 respectivamente. Por lo tanto, una esfera y un plano no son localmente
isométricos. En otras palabras, no podemos doblar un papel en una region
de una esfera sin romperlo ni viceversa. El “viceversa” es importante en
cartografia: es imposible hacer un mapa perfecto de la Tierra, ni siquiera de
una porcién de ella, en el sentido que toda proyeccion cartografica distorsiona
areas o angulos, en virtud del ejercicio 2.3.8, y necesariamente distorsiona
longitudes, en virtud del ejercicio 2.3.7.
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

» El catenoide (resultado de revolucionar una catenaria, ver 1.1.4) y el helicoide
(la superficie que “describe” una hélice, ver 1.1.6) son localmente isométricos.
Por lo tanto, la curvatura Gaussiana en dos puntos del catenoide y del
helicoide que se corresponden el uno al otro bajo una isometria local es la
misma.

Comentarios

= Se puede probar que dos superficies cualesquiera con la misma curvatu-
ra Gaussiana constante son localmente isométricas. Este es el teorema de

Minding: ver [dC], p. 290.

= Una parametrizaciéon con F' = 0 se llama ortogonal porque las curvas coor-
denadas son ortogonales, i.e. @, L ¢,. Alrededor de todo punto existe una
parametrizacién ortogonal (ver seccién 3.4 de [dC]).

= No podemos siempre conseguir una parametrizacion ¢ con coeficientes £ =
G =1, F =0, porque si pudiéramos entonces toda superficie seria localmente
isométrica a un plano (y por lo tanto toda superficie tendria la misma
curvatura que el plano).

= Sin embargo, siempre se puede conseguir una parametrizacion con E =
G, FF = 0. Una tal parametrizacion da lugar a las llamadas coordenadas
isotérmicas. La demostracion de este teorema demostrado por Gauss es dificil:
ver addendum 1 al capitulo 9 de [Spi4]. Se deduce que todo par de superficies
es localmente conforme (i.e. cada punto en cada una de las dos superficies
tiene un entorno abierto conforme a un abierto en la otra superficie).

= Existen también sistemas de coordenadas donde £ =1y F' = 0: por ejemplo,
las coordenadas polares geodésicas ([dC], seccién 4.6), o las coordenadas de
Fermi ([dC], ejercicio 3, seccién 4.7).

= Ya observamos que el cilindro y el plano son localmente isométricos: basta
desenrrollar una region del cilindro en una regién del plano. Ese “desenrollar’
es una isometria entre las dos regiones, pero si lo pensamos como mapa
entre regiones de R? observamos que no es un movimiento rigido (i.e. una
composicién de una rotacién con una traslacién en R?). Nos podemos pregun-
tar cémo caracterizar las superficies que difieran apenas en un movimiento
rigido. Observar que esta pregunta no tiene sentido intrinseco a las superficies
pues involucra el espacio ambiente: involucra entonces a la segunda forma
fundamental. El resultado es el siguiente.

)

La primera y segunda formas fundamentales caracterizan completamente una
superficie en R3. M4ds precisamente, dos superficies M, N cubiertas por sendas
parametrizaciones ¢ : U — M, 1) : U — N son congruentes (i.e. difieren en
un movimiento rigido de R?) si y sélo si Lotq) = Lu(q) ¥ g = £y () para
todo ¢ € U (donde el signo + es constante: no depende de q).

= FEl resultado de unicidad del item anterior se complementa con el siguiente
resultado de existencia. Sea U C R? un abierto y E,F,G,e,f,g : U — R
funciones diferenciables con £ > 0y EG—F? > 0 que satisfacen las ecuaciones
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

de Gauss y de Mainardi-Codazzi de la observacion 2.4.5. Existe una superficie
regular S C R? cubierta por una parametrizacién ¢ : U — ¢(U) = S tal
que E,F,G y e, f,g son sus coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental respectivamente.

Una demostracion de los teoremas enunciados en estos tltimos dos items
puede consultarse en el apéndice al capitulo 4 de [dC].
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2.4 Simbolos de Christoffel y Teorema Egregio de Gauss

Figura 2.5: Helicoide Figura 2.6: Catenoide

Figura 2.7: Isometria local del helicoide en el catenoide
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