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@ Definiciones basicas de la teoria de categorfas
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (1)

Una categoria C consta de:

@ una clase Ob(C) de objetos,
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Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (1)

Una categoria C consta de:

@ una clase Ob(C) de objetos,

@ para cada par (A, B) de objetos, un conjunto Hom¢ (A, B) de
flechas (o morfismos) A — B de dominio A'y codominio B,
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Transformaciones naturales
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (1)

Una categoria C consta de:
@ una clase Ob(C) de objetos,
@ para cada par (A, B) de objetos, un conjunto Hom¢ (A, B) de
flechas (o morfismos) A — B de dominio A'y codominio B,

@ para cada par A " oB-£.C de flechas, una operacién
de composicion gof = gf : A— C,
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (1)

Una categoria C consta de:
@ una clase Ob(C) de objetos,
@ para cada par (A, B) de objetos, un conjunto Hom¢ (A, B) de
flechas (o morfismos) A — B de dominio A'y codominio B,
@ para cada par A " oB-£.C de flechas, una operacién
de composicion gof = gf : A— C,
@ para cada objeto A, una flecha identidad ida : A — A.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (

efinicion

Debe cumplirse:

@sif:B— C, entonces foidg =f =idcof,
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Categorias (2)

Definicion

Debe cumplirse:

@sif:B— C, entonces foidg =f =idcof,

f

. - . g h
@ la composicién es asociativa: si A > B > C » D

son flechas, entonces h(gf) = (hg)f.
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Categorias (2)

Definicion

Debe cumplirse:

@sif:B— C, entonces foidg =f =idcof,

f

. - . g h
@ la composicién es asociativa: si A > B > C » D

son flechas, entonces h(gf) = (hg)f.

Una categoria es pequeiia si Ob(C) es un conjunto.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias (2)

Definicion

Debe cumplirse:
@sif:B— C, entonces foidg =f =idcof,

f

. - . g h
@ la composicién es asociativa: si A > B > C » D

son flechas, entonces h(gf) = (hg)f.

Una categoria es pequeiia si Ob(C) es un conjunto.

A € C significard A € Ob(C).
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Categorias

Definiciones basicas de la teoria de categorias

maciones naturales
Limites

Ejemplos

@ Set: conjuntos y funciones.
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Transformaciones naturales
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplos

@ Set: conjuntos y funciones.
@ R-Mod: R-médulos y morfismos de R-médulos.
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Functores
Transformaciones naturales
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplos

@ Set: conjuntos y funciones.
@ R-Mod: R-médulos y morfismos de R-médulos.

@ Top: espacios topoldgicos y funciones continuas.
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Ejemplos

@ Set: conjuntos y funciones.

Definiciones basicas de la teoria de categorias

@ R-Mod: R-médulos y morfismos de R-médulos.
@ Top: espacios topoldgicos y funciones continuas.
o

Si C es una categoria, C°P es la categoria opuesta: mismos
objetos y flechas al revés.
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@ Set: conjuntos y funciones.

Definiciones basicas de la teoria de categorias

@ R-Mod: R-médulos y morfismos de R-médulos.
@ Top: espacios topoldgicos y funciones continuas.
o

Si C es una categoria, C°P es la categoria opuesta: mismos
objetos y flechas al revés.

Si C y D son categorias, consideraremos la categoria producto
C xD.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplos

@ Set: conjuntos y funciones.

@ R-Mod: R-médulos y morfismos de R-médulos.
@ Top: espacios topoldgicos y funciones continuas.
o

Si C es una categoria, C°P es la categoria opuesta: mismos
objetos y flechas al revés.

Si C y D son categorias, consideraremos la categoria producto
C xD.

| \

Definicién
Una flecha f : A — B es un isomorfismo si existe g : B — A tal
que gf =ida y fg =idg.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Subcategorias

Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:

o Ob(S) c Ob(C),

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Subcategorias

Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:
e Ob(S) C Ob(C),
@ Homg(A, B) C Hom¢(A, B) para todo A, B € Ob(S),
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Transformaciones naturales
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Subcategorias

Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:
e Ob(S) C Ob(C),
@ Homg(A, B) C Hom¢(A, B) para todo A, B € Ob(S),
@ La composicién y las identidades en S coinciden en S y en C.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias & )
Functores

Transformaciones naturales

Limites

Subcategorias

Definicién
Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:
e Ob(S) C Ob(C),
@ Homg(A, B) C Hom¢(A, B) para todo A, B € Ob(S),
@ La composicién y las identidades en S coinciden en S y en C.

Una subcategoria S C C es plena si Homgs(A, B) = Hom¢ (A, B)
para todo A, B € S.
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jetos iniciales y finales

Definicidn
Un objeto A € C

es inicial si:
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jetos iniciales y finales

Definicidn
Un objeto A € C

es inicial si:
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jetos iniciales y finales

Definicién
Un objeto A € C
A > X

es inicial si:
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jetos iniciales y finales

Definicidn
Un objeto A € C

es final si:
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Objetos iniciales y finales

Definicidn
Un objeto A € C

es final si:
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Objetos iniciales y finales

Definicidn
Un objeto A € C

es final si:

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Objetos iniciales y finales

Un objeto A € C
X s > A

es final si:

Proposiciéon

| A

Si existe un objeto inicial (o final) entonces es tinico a menos de un
tinico isomorfismo.
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Monomorfismos y epimorfismos

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Definicion
Una flecha

es un monomorfismo si:
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Monomorfismos y epimorfismos

Una flecha

f
X—2A—">B
g

es un monomorfismo si: mf =mg=f =g
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Monomorfismos y epimorfismos
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Definicidon
Una flecha

es un epimorfismo si:
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Monomorfismos y epimorfismos

Una flecha

f
A—=»B—3Y
g

es un epimorfismo si: fe=ge=f=g
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncié



Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

C
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

c—F s Fc
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Functores
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

c—F . Fc

|

C/
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

C FC

fl L E lFf

¢ FC
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

c FC
|2 [
¢ FC

Debe cumplirse:
@ si A€ C entonces F(ida) = idea,
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

c FC
|2 [
¢ FC

Debe cumplirse:
@ si A€ C entonces F(ida) = idea,

osi A B_%.C , entonces F(gf) = F(g)F(f).
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Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

C FC
d
¢ FC

Debe cumplirse:
@ si A€ C entonces F(ida) = idea,

. f g
@si A—— B—— C, entonces

Un functor contravariante C — D es un functor C°° — D.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

C FC
fl — TFf
¢ FC

Debe cumplirse:
@ si A€ C entonces F(ida) = idea,

. f g
@esi A—— B—— C, entonces

Un functor contravariante C — D es un functor C°° — D.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias .

Functores
Transformaciones naturales

Limites

Functores

Definicion

Sean C, D categorias. Un functor (covariante) F : C — D:

C FC
fl — TFf
¢ FC

Debe cumplirse:

@ si A€ C entonces F(ida) = idea,

osi A—+B—5C, entonces F(gf) = F(f)F(g).
Un functor contravariante C — D es un functor C°P — D.
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Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Definicidon

SiF: A— By G:B — C son functores, se define su functor
composiciéon GF : A — C punto a punto.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Definicidon

SiF: A— By G:B — C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
@ El functor de olvido U : R-Mod — Set.
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Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Definicidon

SiF: A— By G:B — C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
e El functor de olvido U : R-Mod — Set.
e El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°P x C — Set.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Definicidon

SiF: A— By G:B — C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
e El functor de olvido U : R-Mod — Set.
e El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°P x C — Set.

A A
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Definicién
SiF: A— By G:B— C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
e El functor de olvido U : R-Mod — Set.
e El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°P x C — Set.

Home(—,—)
—

A A Hom¢ (A, A')
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Functores
Transformaciones naturales

Limites

Definicién
SiF: A— By G:B— C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
o El functor de olvido U : R-Mod — Set.

e El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°P x C — Set.

A AT Home (A, A

14l

B B
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

ciones naturales
Limites

Definicién
SiF: A— By G:B— C son functores, se define su functor
composicién GF : A — C punto a punto.

Ejemplos
e El functor de olvido U : R-Mod — Set.
e El bifunctor Hom, Hom¢(—, —) : C°P x C — Set.

A A Home (A, A)
Home¢(—,—)

7 e, "0

B B Home (B, B)

donde [f*, g.](q) = gqf.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Diagramas

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.
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Diagramas

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Diagramas

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.

i D;
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Diagramas

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.
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Diagramas

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.
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Diagramas

De

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.

@ Es conmutativo si:
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Diagramas

De

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.

@ Es conmutativo si:
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Diagramas

De

Sea C una categoria y J una categoria pequefa.

@ Un diagrama de tipo J en C es un functor D : J — C.

(i

@ Es conmutativo si: Dejf = Dij-i.

O §: O
o
Ry
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Functores
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias coma

Si G:D — C es un functor y C € C, definimos la categoria coma

(ClG):
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Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias coma

Si G:D — C es un functor y C € C, definimos la categoria coma
(ClG):
@ Objetos: las flechas f : C — GD, donde D € D,

C

e

GD
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Functores
Transformaciones naturales
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias coma

Si G:D — C es un functor y C € C, definimos la categoria coma
(ClG):

@ Objetos: las flechas f : C — GD, donde D € D,

@ Un morfismode f: C - GD af' : C — GD’

C
SN
GD GD'
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Categorias coma

Si G :D — C es un functor y C € C, definimos la categoria coma
(ClG):

@ Objetos: las flechas f : C — GD, donde D € D,

@ Un morfismode f: C — GD a f': C — GD’ es una flecha

g: D — D’ tal que:

GD4> GD'

es conmutativo.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplo

Sean R un anillo, X un conjunto, U : R-Mod — Set el functor de
olvido. Sea Fx un R-mdédulo.

v
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Functores
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplo

Sean R un anillo, X un conjunto, U : R-Mod — Set el functor de
olvido. Sea Fx un R-mddulo.

Fx es un R-mdédulo libre < existe una funcién “inclusién”
ix : X = UFx tal que ix es inicial en (X | U).
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplo

Sean R un anillo, X un conjunto, U : R-Mod — Set el functor de
olvido. Sea Fx un R-mddulo.

Fx es un R-médulo libre < existe una funcién “inclusiéon”
ix : X = UFx tal que ix es inicial en (X | U).

Esto significa: para todo M € R-Mod y f : X — UM funcidn,

X

VRN

UFx UM
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplo

Sean R un anillo, X un conjunto, U : R-Mod — Set el functor de
olvido. Sea Fx un R-mdédulo.

Fx es un R-mddulo libre < existe una funcién “inclusién”
ix : X = UFx tal que ix es inicial en (X | U).

Esto significa: para todo M € R-Mod y f : X — UM funcién,
existe un anico morfismo f : Fx — M tal que:

X

2N
UFx - o > UM

es conmutativo.
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Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Sabemos que para todo conjunto X existe un R-médulo libre Fx.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Sabemos que para todo conjunto X existe un R-médulo libre Fx.

Preguntas
iDetermina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Sabemos que para todo conjunto X existe un R-médulo libre Fx.

Preguntas

iDetermina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?

En caso afirmativo, jqué relacién tiene con U : R-Mod — Set?
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

—
Sean C D functores.
~__
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

Definicion

F
TR . 7
Sean C_ = D functores. Una transformacién natural
\G/{

T: F = G asigna a cada objeto A € C
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

/FN
Sean C_ |t D functores. Una transformacién natural
\E/(

T: F = G asigna a cada objeto A € C una flecha T4 : FA — GA,

TA

A FA—— GA
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

/FN
Sean C_ |t D functores. Una transformacién natural
\E/(

T: F = G asigna a cada objeto A € C una flecha T4 : FA — GA,
tal que para toda f,

A
d
B

FA—2,GA
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

Definicidon

F
TR -z
Sean C_ = _ D functores. Una transformacién natural
\E;/

T: F = G asigna a cada objeto A € C una flecha T4 : FA — GA,
tal que para toda f,

A FA—2 . GA es conmutativo.
fl FfJ/ le
B FBT*> GB

B
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales

/FN
Sean C_ = _ D functores. Una transformacién natural
\E;/

T: F = G asigna a cada objeto A € C una flecha T4 : FA — GA,
tal que para toda f,

A FA—2 . GA es conmutativo.
fl FfJ/ le
B FBT*> GB

B

T es un isomorfismo natural si T4 es un isomorfismo para todo A:
escribimos F = G.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Conos

Sea D : J — C un diagrama.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Conos

Sea D : J — C un diagrama.
Un cono para D es (C, (Aj)jey), donde

D;
%
C Dej
N
D;

es conmutativo para toda le EEE
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Morfismos de conos

Sean (C,Aj) y (C', u;) dos conos para D : J — C.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Morfismos de conos

Definicién
Sean (C,Aj) y (C', ;) dos conos para D : J — C. Un morfismo de
conos f: (C',puj) = (C,Aj) es £ : C" — C tal que:

conmuta para todo j € J.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Morfismos de conos

Definicidon

Sean (C,Aj) y (C', ;) dos conos para D : J — C. Un morfismo de
conos f: (C',puj) = (C,Aj) es £ : C" — C tal que:

conmuta para todo j € J.

Asi, los conos para D forman una categoria.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Un limite para el diagrama D : J — C es un objeto final en la
categoria de conos para D.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Un limite para el diagrama D : J — C es un objeto final en la
categoria de conos para D.
Es un cono (Il@ D, ;)

S

lim D De]
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Un limite para el diagrama D : J — C es un objeto final en la
categoria de conos para D.

Es un cono (Il@ D, Aj) tal que si (C', pj) es otro cono,
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Limites

Un limite para el diagrama D : J — C es un objeto final en la
categoria de conos para D.

Es un cono (Il@ D, A;) tal que si (C', uj) es otro cono, existe una
anica flecha f : C' — lim D tal que:

es conmutativo.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Limites

Un limite para el diagrama D : J — C es un objeto final en la
categoria de conos para D.

Es un cono (Il@ D, A;) tal que si (C', uj) es otro cono, existe una
anica flecha f : C' — lim D tal que:

es conmutativo.

Es (nico a menos de un (nico isomorfismo en la categoria de conos.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Productos

D

Si J es una categoria pequefia y discreta, i.e. sus Unicas flechas son
identidades, el limite de un diagrama D : J — C es un producto.

X Vf >HDJ'
JjeJ
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functor
Transformaciones naturales
Limites

Ejemplos

@ En Set, el producto cartesiano con las proyecciones.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Ejemplos

@ En Set, el producto cartesiano con las proyecciones.

@ En R-Mod, el producto directo de médulos con las
proyecciones.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Ejemplos

@ En Set, el producto cartesiano con las proyecciones.

@ En R-Mod, el producto directo de médulos con las
proyecciones.

@ En Grp, el producto directo de grupos con las proyecciones.
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Cate

Functol

Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Ejemplos

@ En Set, el producto cartesiano con las proyecciones.

@ En R-Mod, el producto directo de médulos con las
proyecciones.

@ En Grp, el producto directo de grupos con las proyecciones.

@ En Top, el producto cartesiano con la topologia producto, y
las proyecciones.

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

lgualadores

Definicidon
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Categorias

Functor
Transformaciones na
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

lgualadores

Definicidon

; F
E—/SA——=B fi=gi
g
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Definiciones basicas de la teoria de categorias o
Functor

Transformaciones naturales
Limites

lgualadores

Definicidon

; F
E—/SA—=B fi=gi
g

X ﬁ/:gi/
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Definiciones basicas de la teoria de categorias o
Functor

Transformaciones naturales
Limites

lgualadores

Definicidon

, f
E—-3A—=B fi =gi
~ g

X fi' = gi'
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Pullbacks

oy

(_
0y

|
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Categorias
Functores
Transformaciones na
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Pullbacks
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Categorias

Functores
Transformaciones nat
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Pullbacks

erinicion
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Categorias

Functores
Transformaciones nat
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Pullbacks
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Colimites

Si D: J — C es un diagrama,

D;
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Colimites

Definicion

Si D : J — C es un diagrama, su colimite es (I|_> D, \).

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncié




Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Colimites

Definicion

Si D : J — C es un diagrama, su colimite es (I|_> D, \).
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Colimites

Definicion

Si D : J — C es un diagrama, su colimite es (I|_> D, \).
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Colimites

Definicion

Si D : J — C es un diagrama, su colimite es (I|_> D, \).

También se define coproducto, coigualador, pushout.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Coproductos
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Fun S
Transformaciones naturales
Limites

Coproductos

Ejemplos

@ En Set, la unién disjunta con las inclusiones.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Fun S
Transformaciones naturales
Limites

Coproductos

Ejemplos

@ En Set, la unién disjunta con las inclusiones.

e En R-Mod, la suma directa con las inyecciones.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Coproductos

Ejemplos

@ En Set, la unién disjunta con las inclusiones.
e En R-Mod, la suma directa con las inyecciones.

@ En Grp, el producto libre de grupos.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Coproductos

Ejemplos

@ En Set, la unién disjunta con las inclusiones.

e En R-Mod, la suma directa con las inyecciones.
@ En Grp, el producto libre de grupos.
o

En Top, la unién disjunta con la topologia final respecto de
las inclusiones.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

ciones naturales
Limites

Preguntas

i Cémo explicar que en R-Mod (o en Grp...) el producto
“coincide” con el producto en Set?
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Definiciones basicas de la teoria de categorias =
Functol

Transformaciones naturales
Limites

Preguntas

i Cémo explicar que en R-Mod (o en Grp...) el producto
“coincide” con el producto en Set?

i Como explicar que en Top tanto el producto como el coproducto
“coinciden” con el de Set?
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Definiciones basicas de la teoria de categorias =
Functol

Transformaciones naturales
Limites

Preguntas

i Cémo explicar que en R-Mod (o en Grp...) el producto
“coincide” con el producto en Set?

i Como explicar que en Top tanto el producto como el coproducto
“coinciden” con el de Set?

Precisemos el sentido de las preguntas.
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Cate

Functol

Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Preservacion de limites

Definicidon

Un functor F : C — D preserva limites si para todo D : J — C con
limite (lim D, A;) se tiene que (F lim D, FA;) es el limite de
FD:J—D.
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Cate

Functol

Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Preservacion de limites

Definicidon

Un functor F : C — D preserva limites si para todo D : J — C con
limite (lim D, A;) se tiene que (F lim D, FA;) es el limite de
FD : J— D. Analogamente con colimites.
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Categorias

Functores
Transformaciones naturales
Limites

Definiciones basicas de la teoria de categorias

Preservacion de limites

Definicidon

Un functor F : C — D preserva limites si para todo D : J — C con
limite (lim D, A;) se tiene que (F lim D, FA;) es el limite de
FD : J— D. Analogamente con colimites.

Preguntas

| A

i Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set (o en
Grp...) preserva limites?
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Preservacion de limites

Definicién

Un functor F : C — D preserva limites si para todo D : J — C con
limite (lim D, A;) se tiene que (F lim D, FA;) es el limite de

FD : J— D. Analogamente con colimites.

| A

Preguntas

i Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set (o en
Grp...) preserva limites?

i Cémo explicar que el functor de olvido U : Top — Set preserva
tanto limites como colimites?
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

(Co)completitud

Definicion

Una categoria C es completa si todo diagrama en C tiene Iimite.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

(Co)completitud

Definicion

Una categoria C es cocompleta si todo diagrama en C tiene
colimite.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

(Co)completitud

Definicion

Una categoria C es cocompleta si todo diagrama en C tiene
colimite.

Set, R-Mod, Top son completas y cocompletas.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Functor
Transformaciones naturales
Limites

Creacién de limites

inicié

Un functor F : C — D crea limites si:
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Fun S
Transformaciones naturales
Limites

Creacién de limites

Un functor F : C — D crea limites si: para cada diagrama
D : J — C tal que FD tiene limite,
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Creacién de limites

Un functor F : C — D crea limites si: para cada diagrama
D : J — C tal que FD tiene limite,

@ existe un dnico cono (C,A;) para D (a menos de isomorfismo)
tal que (FC, FA)) es el limite de FD,
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Creacién de limites

Un functor F : C — D crea limites si: para cada diagrama
D : J — C tal que FD tiene limite,

@ existe un dnico cono (C,A;) para D (a menos de isomorfismo)
tal que (FC, FA)) es el limite de FD,

@ (C,Aj) es el limite de D.
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Definiciones basicas de la teoria de categorias

Transformaciones naturales
Limites

Creacién de limites

Un functor F : C — D crea limites si: para cada diagrama
D : J — C tal que FD tiene limite,

@ existe un dnico cono (C,A;) para D (a menos de isomorfismo)
tal que (FC, FA)) es el limite de FD,

@ (C,Aj) es el limite de D.

v

Observacion

Si D es una categoria completay F : C — D crea limites, entonces
C es completa.
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acterizaciones
opiedades

Adjunciones

© Adjunciones

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjunci



Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Adjunciones
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Adjunciones

~
Sean C D functores. (F, G) es un par adjunto si existe un
N _~

G
isomorfismo natural T:

Hom¢(—,G—)
/\
C°® xD ~ |t Set

Homp(F—,—)

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Adjunciones

Definicidon

F

~
Sean C D functores. (F, G) es un par adjunto si existe un
N _~

G
isomorfismo natural T:

Homc(f,Gf)
/\
C°® xD ~ |t Set

Homp(F—,—)
Es decir: si hay biyecciones

Hom¢(A, GB) ~ Homp(FA, B)

naturalesen A€ C, B € D.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Identidades triangulares

Teorema

F
—
Sean C D functores.
<~

G
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Identidades triangulares

Teorema

F
T
Sean C D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
~~_ _~

G
ide FG
existen C/WC y D?D
idp
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Identidades triangulares

Teorema

F
T
Sean C D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
~~_ _~

G
ide FG
existen C /WC y D /i? D tales que
~_ ~_
GF idp
Fc 299 FeFc GD %, GFGD
k lch k IG(SD)

FC GD
conmutan para todo C € C, D € D.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Propiedad universal

Teorema

F

~
Sean C D functores.
< _~
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Propiedad universal

Teorema

F

~
Sean C D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
N~
G
idc
e € n_C len(ClG todo C € C.
existe \GﬁF/[ con ¢ inicial en (C | G) para todo
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Propiedad universal

Teorema

F

Sean ¢~ D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
~~_ _~
G
idc
te C n_C / clG todo C € C.
existe \b con n¢ inicial en (C | G) para todo

GF
Para todo C € C,

C

V

GFC
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Propiedad universal

Teorema

F

Sean ¢~ D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
~~_ _~
G
idc
te C n_C / clG todo C € C.
existe \b con n¢ inicial en (C | G) para todo

GF
Para todo CeC,DeDyf:C— GD,

VRN

GFC GD
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Propiedad universal

Teorema

F

Sean ¢~ D functores. (F, G) es un par adjunto si y sélo si
'~
G
idc
existe C @C con n¢ inicial en (C | G) para todo C € C.
GF
Para todo C € C, D e D yf: C— GD, existe una tnica
g : FC — D tal que

C conmuta.
RN
GFC & s GD
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Unicidad

Proposiciéon
Si (F, G) y (F, G') son pares adjuntos, entonces G = G'.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Unicidad

Proposiciéon
Si (F, G) y (F, G') son pares adjuntos, entonces G = G'.

Si (F, G) y (F', G) son pares adjuntos, entonces F = F'.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Construccion puntual de adjuntos

~ i
D functores. Si existe 1 : id GF tal
Sean C&_/ unctores. Si existe 1 : id¢ = al que n¢ es

G
inicial en (C | G) para todo C € C, entonces (F, G) es un par
adjunto.
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Caracterizaciones

Propiedades

Adjunciones

Construccion puntual de adjuntos

~
D functores. Si existe n : id GF tal
Sean C&_/ unctores. Si existe 1 : id¢ = al que n¢ es
G
inicial en (C | G) para todo C € C, entonces (F, G) es un par
adjunto.

Proposicion

Sea G : D — C un functor.

V.
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Caracterizaciones
Propiedades

Adjunciones

Construccion puntual de adjuntos

~ i
D functores. Si existe 1 : id GF tal
Sean C&_/ unctores. Si existe 1 : id¢ = al que n¢ es

G
inicial en (C | G) para todo C € C, entonces (F, G) es un par
adjunto.

Proposicion

Sea G : D — C un functor. Supongamos que existen
Nc : C — GFc iniciales en (C | G) para todo C € C.

V.
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Caracterizaciones
Propiedades

Adjunciones

Construccion puntual de adjuntos

~ i
D functores. Si existe 1 : id GF tal
Sean C&_/ unctores. Si existe 1 : id¢ = al que n¢ es

G
inicial en (C | G) para todo C € C, entonces (F, G) es un par
adjunto.

Proposicion

Sea G : D — C un functor. Supongamos que existen
Nc : C — GFc iniciales en (C | G) para todo C € C.

Entonces existe un tnico functor F : C — D tal que FC = Fc y
1 :ide = GF sea una transformacién natural.

V.
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Caracterizaciones
Propiedades

Adjunciones

Construccion puntual de adjuntos

~ i
D functores. Si existe 1 : id GF tal
Sean C&_/ unctores. Si existe 1 : id¢ = al que n¢ es

G
inicial en (C | G) para todo C € C, entonces (F, G) es un par
adjunto.

Proposicion

Sea G : D — C un functor. Supongamos que existen
Nc : C — GFc iniciales en (C | G) para todo C € C.

Entonces existe un tnico functor F : C — D tal que FC = Fc y
1 :ide = GF sea una transformacién natural.

(F, G) es un par adjunto y y cumple la propiedad universal.

V.
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. A Caracterizaciones
Adjunciones

Propiedades

Ejemplo

Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

4
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. A Caracterizaciones
Adjunciones

Propiedades

Ejemplo

Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

Para todo conjunto X existe un R-moédulo libre Fx,

4
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Ejemplo
Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

Para todo conjunto X existe un R-modulo libre Fx, es decir, existe
un objeto inicial ix : X — UFx en (X | U).

4
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Ejemplo
Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

Para todo conjunto X existe un R-modulo libre Fx, es decir, existe
un objeto inicial ix : X — UFx en (X | U).

Por la construccion puntual, existe un tnico functor
F : Set — R-Mod tal que FX = Fx para todo X, e
i :idset = UF sea una transformacién natural.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Ejemplo
Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

Para todo conjunto X existe un R-modulo libre Fx, es decir, existe
un objeto inicial ix : X — UFx en (X | U).

Por la construccion puntual, existe un tnico functor
F : Set — R-Mod tal que FX = Fx para todo X, e
i :idset = UF sea una transformacién natural.

i satisface la propiedad universal para que (F, U) sea un par
adjunto.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Ejemplo
Sea R un anillo, U : R-Mod — Set el functor de olvido.

Para todo conjunto X existe un R-modulo libre Fx, es decir, existe
un objeto inicial ix : X — UFx en (X | U).

Por la construccion puntual, existe un tnico functor
F : Set — R-Mod tal que FX = Fx para todo X, e
i :idset = UF sea una transformacién natural.

i satisface la propiedad universal para que (F, U) sea un par
adjunto.

Los modulos libres determinan un functor libre que es el
adjunto a izquierda del functor de olvido.
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Adjunciones

C
Propiedades

Preguntas
@ ;Determina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?
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A Caracterizaciones
Adjunciones

Propiedades

@ ;Determina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?

@ Si, queda automaticamente definido en las flechas.
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Adjunciones

Ce
Propiedades

@ ;Determina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?

@ En caso afirmativo, jqué relacién tiene con
U : R-Mod — Set?

@ Si, queda automaticamente definido en las flechas.

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



Adjunciones

Ce
Propiedades

@ ;Determina Fx un functor libre F : Set — R-Mod?

@ En caso afirmativo, jqué relacién tiene con
U : R-Mod — Set?

@ Si, queda automaticamente definido en las flechas.

@ Es su adjunto a izquierda.
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P Caracterizaciones
Adjunciones 5

Propiedades

Teorema

F
~
Sean C K_/D functores. Si (F, G) es un par adjunto entonces:
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P Caracterizaciones
Adjunciones 5

Propiedades

Teorema

F
~ . ;
Sean C D functores. Si (F, G) es un par adjunto entonces:
N~
G
o G preserva limites,

@ F preserva colimites.
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Caracte

Adjunciones Propiedades

Teorema

~ . ;
Sean C D functores. Si (F, G) es un par adjunto entonces:
N~
G
o G preserva limites,

@ F preserva colimites.

Ejemplo

| A\

El functor de olvido U : R-Mod — Set no tiene un adjunto a
derecha.

A\
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Caract
Propiedades

Adjunciones

Top
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Caracteri iones

Propiedades

Adjunciones

L = topologia discreta,

Verificar que Homyop (LA, X) ~ Homsget (A, UX) naturalmente.
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Adjunciones

Set (L, U), (U, R) son pares adjuntos.
L< TU>R
Top

L = topologia discreta, R = topologia indiscreta.

Verificar que Homsget(UX, A) >~ Homtep(X, RA) naturalmente.
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Caracterizaciones

Adjunciones Propiedades

Preguntas

@  Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set
preserva limites?
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Caracte

Propiedades

Adjunciones

Preguntas

@  Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set
preserva limites?

Respuestas

@ U tiene un adjunto a izquierda, el functor libre.
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Caracte
Propiedades

Adjunciones

Preguntas

@  Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set
preserva limites?

@ ;Cémo explicar que el functor de olvido U : Top — Set
preserva tanto limites como colimites?

Respuestas

@ U tiene un adjunto a izquierda, el functor libre.
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Caracte n
Propiedades

Adjunciones

Preguntas

@  Cémo explicar que el functor de olvido U : R-Mod — Set
preserva limites?

@ ;Cémo explicar que el functor de olvido U : Top — Set
preserva tanto limites como colimites?

Respuestas

@ U tiene un adjunto a izquierda, el functor libre.

@ U tiene tanto un adjunto a izquierda (topologia discreta)
como un adjunto a derecha (topologia indiscreta).
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Adjunciones

Caract
Propiedades

Sea C # 0.
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Caracterizaciones

Propiedades

Adjunciones

Sea C # 0. El functor 0 — C preserva limites pero no tiene adjunto
a izquierda.
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Adjunciones

Ce
Propiedades

Ejemplo

Sea C # 0. El functor 0 — C preserva limites pero no tiene adjunto
a izquierda.

iBajo qué hipétesis adicionales se cumple

G preserva limites = G tiene un adjunto a izquierda?
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zeneral del functor adjunto
al del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

© Teoremas de adjuncién
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicidon

Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicién
Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Teorema
Sea G : D — C un functor. Si:
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicién
Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Teorema
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicién
Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Teorema
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

@ D es completa,
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicidn

Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Teorema
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
CecC,
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema general del functor adjunto

Definicién
Un subconjunto Z C Ob(C) es débilmente inicial si para todo
C € C existe | € Z y una flecha | — C.

Teorema
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
CecC,

entonces G es un adjunto a derecha.
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Lema del objeto inicial

Sea A una categoria completa. A tiene un objeto inicial si y sélo si
tiene un conjunto débilmente inicial .

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema del objeto inicial

Lema

Sea A una categoria completa. A tiene un objeto inicial si y sélo si
tiene un conjunto débilmente inicial .

<

Idea de la demostracion.

@ Sea P = [] I: el conjunto {P} es débilmente inicial.
I1eT

\
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema del objeto inicial

Lema

Sea A una categoria completa. A tiene un objeto inicial si y sélo si
tiene un conjunto débilmente inicial .

<

Idea de la demostracion.

@ Sea P = [] I: el conjunto {P} es débilmente inicial.
I1eT

@ Consideramos el “igualador” del diagrama P : " P.
—

\
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema del objeto inicial

Lema

Sea A una categoria completa. A tiene un objeto inicial si y sélo si
tiene un conjunto débilmente inicial .

<

Idea de la demostracion.

@ Sea P = [] I: el conjunto {P} es débilmente inicial.
I1eT

@ Consideramos el “igualador” del diagrama P : " P.
—

]

@ El objeto igualador es inicial.

\
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El teorema general del functor adjunto
functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Si G : D — C preserva limites y D es completa,
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.

v

Idea de la demostracion.

Sea C € C; definimos un functor P : (C | G) — D:

A\
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Lema

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.

Idea de la demostracion.
Sea C € C; definimos un functor P : (C | G) — D:

| A\

C

/ D

GD

A\
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Lema

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.

Idea de la demostracion.
Sea C € C; definimos un functor P : (C | G) — D:

c
/ K s b D
D GD'

| A\

G

A\
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Lema

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.

Idea de la demostracién
Sea C € C; definimos un functor P : (C | G) - D

/ K —F D—>D’

GD—> GD'

N
| A
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Lema

Si G : D — C preserva limites y D es completa, entonces (C | G)
es completa para todo C € C.

Idea de la demostracién
Sea C € C; definimos un functor P: (C | G)

/ K —F D—>D’

GD—> GD'

1
S|

Si G : D — C preserva limites, entonces P crea limites. Ol
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema es al del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema es al del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema es al del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,

@ D es completa,
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,

@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
Ced,
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,

@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
Ced,

entonces G es un adjunto a derecha.
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del fun adjun

Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,
@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
Ced,

entonces G es un adjunto a derecha.

Demostracién.
Sea C € C.

| A

4
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun

Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,
@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
Ced,

entonces G es un adjunto a derecha.

Demostracién.

Sea C € C.

| A

(C | G) es completa pues D lo es'y G preserva limites.

4
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (general del functor adjun
Sea G : D — C un functor. Si:

e G preserva limites,

@ D es completa,

e (C | G) admite un conjunto débilmente inicial para todo
Ced,

entonces G es un adjunto a derecha.

Demostracién.

Sea C € C.

| A

(C | G) es completa pues D lo es'y G preserva limites.

Como (C | G) admite un conjunto débilmente inicial y es
completa, entonces admite un objeto inicial. [

4
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa:
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa: para todo C € C,
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa: para todo C € C, existe un conjunto
F de flechas C — GD;
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa: para todo C € C, existe un conjunto
F de flechas C — GD; tal que paratoda g: C — GD

C

~

GD
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa: para todo C € C, existe un conjunto
F de flechas C — GD; tal que para toda g : C — GD existe una
f;:C— GD;en F

C
2N
GD; GD
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Condicién del conjunto solucién

La dltima condicién significa: para todo C € C, existe un conjunto
F de flechas C — GD; tal que para toda g : C — GD existe una
fi:C— GD;en Fyunat:D; — D tal que

N

GD; 4>GD

es conmutativo.
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo

Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo

Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set,

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{yp, |X|}.
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{yp, |X|}.
Sea F = {f X = UG,'},'E/.
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{yp, |X|}.

Sea F = {f X = UG,'},'E/.
Sean G € Grpy f : X — UG funcién.
X
\

UG
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{yp, |X|}.
Sea F = {f X = UG,'},'E/.

Sean G € Grpy f : X — UG funcién. Sea
H={(mf)={f(x))* - f(x,)™ : x; € X,n € N}
X
N

UG
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{yp, |X|}.
Sea F = {f X = UG,'},'E/.

Sean G € Grpy f : X — UG funcién. Sea
H=(Imf)={f(x))™ - f(xn)™! : x; € X,n € N} luego H ~ G;
para algin /. X

\

UG
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El teorema general del functor adjunto

A El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Grupos libres

Ejemplo
Grp es completa y U : Grp — Set preserva limites.

Sea X € Set, {G;}ic/ un conjunto completo de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos de cardinal < max{Xy, |X|}.
Sea F = {f X = UG,'},'G/.

Sean G € Grpy f : X — UG funcién. Sea
H={(Imf)={f(x7) - f(x,)*! 'X,-EX n € N} luego H ~ G;

para algin i.

UG—>UG
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Teorema (especial del functor adju
Sea G : D — C un functor. Si:
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adju
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncié



El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Teorema (especial del functor adjunt

Sea G : D — C un functor. Si:
@ G preserva limites,

@ D es completa,
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunt
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,
@ D es completa,

@ D admite un cogenerador,
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunt
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

@ D es completa,
@ D admite un cogenerador,

@ D es bien potenciada,
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunt
Sea G : D — C un functor. Si:

@ G preserva limites,

@ D es completa,
@ D admite un cogenerador,

@ D es bien potenciada,

entonces G es un adjunto a derecha.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Cogeneradores

inicién

{Ki}ie1 C Ob(C) es un conjunto cogenerador si:
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Cogeneradores

{Ki}ier € Ob(C) es un conjunto cogenerador si: dadas f, g con
f#8,

f
A——=B
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Cogeneradores

{Ki}ier € Ob(C) es un conjunto cogenerador si: dadas f, g con
f=£g, existe i € |y h: B— K; tal que hf # hg.

f
A?BLK;
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Cogeneradores

{Ki}ier € Ob(C) es un conjunto cogenerador si: dadas f, g con
f=£g, existe i € |y h: B— K; tal que hf # hg.

f
A?BLK;

K € C es cogenerador si {K} es un conjunto cogenerador.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Cogeneradores

{Ki}ier € Ob(C) es un conjunto cogenerador si: dadas f, g con
f=£g, existe i € |y h: B— K; tal que hf # hg.

f
A?BLK,-

K € C es cogenerador si {K} es un conjunto cogenerador.

| 5\

Proposicion
Sea C completa. K € C es cogenerador < para todo X € C existe
un monomorfismo X——[[K .

\
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definicidn

SeaCelC.Sim:M— Cym': M — C son monomorfismos,

M\ / '
C
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definicidon

SeaCelC.Sim:M— Cym: M — C son monomorfismos,

M—F M m < m’ si existe f tal que m'f = f.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definicidon

SeaCelC.Sim:M— Cym: M — C son monomorfismos,

M—F M m < m’ si existe f tal que m'f = f.

C

Definimos m ~ m’ si: m < m’,
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definici

SeaCelC.Sim:M— Cym: M — C son monomorfismos,

Mc——M m < m’ si existe f tal que m'f = f.
g
m ml
C

Definimos m~ m' si: m< m’, m' < m.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definicidon

SeaCelC.Sim:M— Cym: M — C son monomorfismos,

Mc——M m < m’ si existe f tal que m'f = f.
g
m ml
C

Definimos m~ m' si: m< m’, m' < m.

Un subobjeto de C es una clase de equivalencia de monomorfismos
hacia C bajo ~.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Subobjetos

Definicidon

SeaCelC.Sim:M— Cym: M — C son monomorfismos,

Mc——M m < m’ si existe f tal que m'f = f.
g
m ml
C

Definimos m~ m' si: m< m’, m' < m.

Un subobjeto de C es una clase de equivalencia de monomorfismos
hacia C bajo ~.

C es bien potenciada si todo C admite un conjunto de subobjetos.
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El teorema general del functor adjunto

P, El teorema especial del functor adjunto
Teoremas de adjuncién

Proposicion

Sea C completa y bien potenciada. Para todo C € C existe un
menor subobjeto de C.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Proposicion

Sea C completa y bien potenciada. Para todo C € C existe un
menor subobjeto de C.

dea de la demostracién

|

Si { Mj=—— C };cs es un conjunto completo de representantes de
subobjetos de C,

M

[

M1>T1>C
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Proposicion
Sea C completa y bien potenciada. Para todo C € C existe un
menor subobjeto de C.

| \

Idea de la demostracion.

Si { M;—"" C }ier es un conjunto completo de representantes de
subobjetos de C, tomamos su “pullback”.

P2 M,

M1>TI>C
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Proposicion
Sea C completa y bien potenciada. Para todo C € C existe un
menor subobjeto de C.

A\

Idea de la demostracion.

Si { M;—"" C }ier es un conjunto completo de representantes de
subobjetos de C, tomamos su “pullback”.

P2 M,
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

o

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo;

K 1K
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo; existe k.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo; existe k. Tomamos el pullback.

P
ml
K

9 X

—>HK
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo; existe k. Tomamos el pullback. m’ es un
monomorfismo.

P
mJ
K

9 X

—>HK
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo; existe k. Tomamos el pullback. m’ es un
monomorfismo. Existe h.

P
mJ
K

9 X

—>HK
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Lema

Si A es completa, bien potenciada y admite un conjunto
cogenerador entonces A tiene un objeto inicial.

Idea de la demostracién (en el caso: K € A cogenerador).

Sea a un representante del menor subobjeto de K. Sea X € A.
Existe m monomorfismo; existe k. Tomamos el pullback. m’ es un
monomorfismo. Existe h. Entonces gh: A — X.

P
mJ
K

9 X

—>HK
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunto)

Si G : D — C preserva limites, con D completa, bien potenciada y
con un cogenerador K € C = G es un adjunto a derecha.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunto)

Si G : D — C preserva limites, con D completa, bien potenciada y
con un cogenerador K € C = G es un adjunto a derecha.

| A\

Idea de la demostracion.

Sea C € C. Basta ver que (C | G) es completa, bien potenciada y
con un conjunto cogenerador.

<

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién




El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunto)

Si G : D — C preserva limites, con D completa, bien potenciada y
con un cogenerador K € C = G es un adjunto a derecha.

Idea de la demostracion.

Sea C € C. Basta ver que (C | G) es completa, bien potenciada y
con un conjunto cogenerador.

| A\

@ D completa, G preserva limites = (C | G) completa.

<
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunto)

Si G : D — C preserva limites, con D completa, bien potenciada y
con un cogenerador K € C = G es un adjunto a derecha.

| A\

Idea de la demostracion.

Sea C € C. Basta ver que (C | G) es completa, bien potenciada y
con un conjunto cogenerador.

@ D completa, G preserva limites = (C | G) completa.

@ Los subobjetos de f : C — GB estan representados por flechas
fo : C = GBy, donde By — B representa un subobjeto.

<

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién




El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Teorema especial del functor adjunto

Teorema (especial del functor adjunto)

Si G : D — C preserva limites, con D completa, bien potenciada y
con un cogenerador K € C = G es un adjunto a derecha.

Idea de la demostracion.

Sea C € C. Basta ver que (C | G) es completa, bien potenciada y
con un conjunto cogenerador.

@ D completa, G preserva limites = (C | G) completa.

@ Los subobjetos de f : C — GB estan representados por flechas
fo : C = GBy, donde By — B representa un subobjeto.

@ Hom¢(C, GK) es un conjunto cogenerador de (C | G). O

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién




El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo

Sea CompHaus C Top;
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo

Sea CompHaus C Top; veamos que / : CompHaus — Top tiene
un adjunto a izquierda r : Top — CompHaus.
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo

Sea CompHaus C Top; veamos que / : CompHaus — Top tiene
un adjunto a izquierda r : Top — CompHaus.

Existe r si y sélo si para cada X € Top

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo

Sea CompHaus C Top; veamos que / : CompHaus — Top tiene
un adjunto a izquierda r : Top — CompHaus.

Existe r si y sélo si para cada X € Top existe rX € CompHaus y
nx : X —irX
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo

Sea CompHaus C Top; veamos que / : CompHaus — Top tiene
un adjunto a izquierda r : Top — CompHaus.

Existe r si y sélo si para cada X € Top existe rX € CompHaus y
Nx : X — irX tal que para cada C € CompHaus y f : X — iC

Bruno Stonek Functores adjuntos y teoremas de adjuncién



El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech

Ejemplo
Sea CompHaus C Top; veamos que / : CompHaus — Top tiene
un adjunto a izquierda r : Top — CompHaus.

Existe r si y sélo si para cada X € Top existe rX € CompHaus y
nx : X — irX tal que para cada C € CompHaus y f : X — iC
existe una unica g : rX — C tal que

X conmuta.
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

@ CompHaus es completa e i : CompHaus — Top preserva
[imites,
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El teorema general del functor adjunto
El teorema especial del functor adjunto

Teoremas de adjuncién

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

@ CompHaus es completa e i : CompHaus — Top preserva
[imites,

e CompHaus es bien potenciada,
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

@ CompHaus es completa e i : CompHaus — Top preserva
[imites,

e CompHaus es bien potenciada,

e Lema de Urysohn = [0, 1] € CompHaus es un cogenerador:
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

e CompHaus es completa e / : CompHaus — Top preserva
limites,

@ CompHaus es bien potenciada,

@ Lema de Urysohn = [0, I] € CompHaus es un cogenerador:

B%&C
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

e CompHaus es completa e / : CompHaus — Top preserva
limites,

@ CompHaus es bien potenciada,

@ Lema de Urysohn = [0, I] € CompHaus es un cogenerador:

B%;C—>[0,1].
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El teorema general del functor adjunto

Teoremas de adjuncién El teorema especial del functor adjunto

Compactificacién de Stone-Cech (2)

Ejemplo

o CompHaus es completa e i : CompHaus — Top preserva
limites,

@ CompHaus es bien potenciada,

@ Lema de Urysohn = [0, I] € CompHaus es un cogenerador:

B:;;C%[O,l].

Esto exhibe CompHaus como subcategoria reflexiva de Top.
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