GAL II - Zréb to sam! Klasyfikacja izometrii afinicznych

Niech H bedzie przestrzeniq afiniczna euklidesowa. Dla f : H — H przeksztalcenia afinicznego,
niech
Fix(f)={peH: f(p)=p} C H
bedzie zbiorem punktéw statych f.
i. Wykaza¢, ze Fix(f) sktada sie z jednego punktu wtedy i tylko wtedy, gdy 1 nie jest wartoscia
wlasna f'.
ii. Wykazaé, ze jesli Fix(f) # @i 1 jest wartoscia wiasna f/, to Fix(f) = a + V(fl/) dla dowolnego
a € Fix(f).

Mamy wiec mozliwosci: 1 nie jest wartoscia wilasna f’, wtedy Fix(f) = {a}, albo 1 jest wartoscia
wtasna f’, wtedy albo Fix(f) jest pusty, albo Fix(f) jest warstwa V(J;). Przyklady z Fix(f) = @ to
np. przesuniecie, albo w R? odbicie wzgledem prostej ztozone z przesunieciem wzgledem wektora

réwnoleglego do tej prostej. Wiecej ponize;j.

Teraz zaktadamy, Ze f jest izometria. Udowodnimy, ze kazda taka izometria afiniczna jest ztoze-
niem przesuniecia i izometrii afinicznej posiadajacej punkt staty. Jesli 1 nie jest wartoscia wiasna
f', to sama f juz posiada punkt staty, wiec zatézmy, ze f jest izometria taka, ze 1 jest jej wartoscia
wlasna.

iii. Wykazaé, ze istnieje jedyna izometria afiniczna ¢ : H — H ijedyny wektor wlasny v € V(fll)
takie, ze Fix(g) # @, T(Fix(g)) = V(J:), oraz f = tyog = got, gdziet, : H - H to

przesuniecie o v.

W R”, skoro przeksztalcenia afiniczne wygladaja jak f(x) = Ax + b (Wniosek 9.1 z notatek) i
mozemy mys$le¢ o b jako o punkcie lub o wektorze, to nastepujacy podpunkt ma sens i zadaje prosta
charakteryzacje tego, kiedy Fix( f) jest pusty albo nie.

iv. Niech f : R" — R" bedzie izometriq afiniczna, wiec f(x) = Ax+b,b € R", A € M,(R)
ortogonalna. Udowodni¢, ze Fix(f) # @ wtedy i tylko wtedy, gdy albo 1 nie jest wartoscia

wlasna A, albo 1 jest wartoScia wlasna Aib € (V(‘i‘) )L.

Punkty state pomagaja w klasyfikowaniu izometrii afinicznych w R? i R3. Na przyklad, mozecie
udowodnié¢, ze:

W RR?, jesli Fix(f) # @, to f jest obrotem jesli zachowuje orientacje, inaczej to odbicie. Jesli
Fix(f) = @, to jest albo przesuniecie , albo ztozenie odbicia wzgledem prostej z przesunieciem wzgle-
dem wektora réwnolegtego tej proste;.

W R3, jesli Fix(f) # @i f zachowuje orientacje, to f jest identycznoscia albo obrotem wokét
prostej Fix(f). Jesli f zmienia orientacje, to f jest albo odbiciem wzgledem ptaszcyzny Fix(f), albo
ztozeniem obrotu wokét prostej L z odbiciem wzgledem plaszczyzny M prostopadiej do L: w tym
przypadku jedyny punkt staty to L N M.

Jesli Fix(f) = @: jesli f zachowuje orientacje, to f jest albo przesunieciem, albo ztozeniem obrotu
z przesunieciem réwnoleglym osi obrotu: to ruch taki jak sie robi srubokretem. Jesli f zmienia
orientacje, to f jest ztozeniem odbicia wzgledem plaszczyzny z przesunieciem wzgledem wektora
réwnoleglego do tej plaszczyzny.

Zrébcie tabelki i rysunki dla kazdego przypadku!



